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GIRIS

GOLOCOK IQTISADCI (MENECER) HANSI
RIYAZIYYATI VO NEC® OYRONMSLIDIR

Riyaziyyat va onun bagqga elmlarls slagali 6yredilma-
si prosesinda iki ndqteyi-nazar mévcuddur. Birincilar hesab
edirlar ki, riyaziyyat mustaqildir ve 6zu-6zliyunda giymatli-
dir. ikinciler bunu gebul edirler, lakin esasen hesab edirlor
ki, riyaziyyat ¢cox xeyirli va zaruri alatdir. Subhasiz ki, riya-
ziyyatin muayyan dinyabaxigli ehamiyyati var, lakin iqti-
sadcl, idareetma-menecer mutaxassislori Ugun riyaziyyat
idaraetmanin taskili ve tahlili Ggln bir alet, bir vasitedir. Bu
kitab da hamin maqgsadls yazilmisdir.

Kitab «iqtisadiyyatda riyaziyyat» adlanir ve riyaziy-
yatin, onun iqgtisadiyyata, maliyyaya tetbiglerini dyrenmak
dgln nazards tutulan Ug¢ semestra uygundur. Kitab g his-
soadaen ibaratdir:

Birinci hisse «Xatti cebrin va riyazi analizin asaslar»
adlanir. ikinci hisse «Riyazi analiz ve igtisadi slaveler» ve
Uguincl hisse «iqtisadiyyatda ehtimal nezeriyyssi ve stati-
stik Usullar» adlanir. Kitab ali maktablar tugun yazilan klas-
sik ali riyaziyyat kurslarindan ferqli yazilmigdir. Birinci farq
ondan ibaratdir ki, dyranilen riyazi anlayislar igtisadi, maliy-
yo, idarsetma sahalarine aid ayani slavalarle izah olunur.
Bu slaveler daginig, perakends deyillor. Faktiki olaraq bu
alaveler «Riyazi igtisadiyyat», «Maliyya riyaziyyati» mase-
lan, istehlakin taleb nazeriyyasi, optimal portfel nazariyyssi,
grup tarafinden qararlarin gabul edilmasi va s.) bdlmalarinin
asas anlayiglarini ahats edir. Bazan bu alavalar 6na gixir va
ele gorundar ki, riyazi anlayislar daxil edilir ve dyranilir yalniz
ona gora ki, igtisadiyyat t¢ln lazimdir. Bu kitabin ikinci forg-
li xtsusiyystidir. Uglincli fergli xtsusiyyst Gglincii hissays
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aiddir. Bu hissada ehtimal nazeriyyasi ve riyazi statistika
eyni zamanda garh olunur, bu ise tedris materialina muxte-
sorlik va zanginlik verir. Uygun komputer programlarinin bil-
gisine umid edarak bir sira mesalalerin tam serhi nazarde
tutulmayib. (Masalen, simpleks-Usul nazariyyasi yoxdur, la-
kin har hansi xatti programlagdirma paketini praktiki masge-
lalerde ve yaxud mustaqil olaraq dyranmak mumkuiandur).
Bir ¢ox isbatlar buraxilmisdir, zeruri hallarda onlar ali mak-
toblarin riyaziyyat kurslarindan tapmaq olar. Bir sira zaruri
nazarst tatbiqlari nazarde tutulmusdur (bu da giyabi ve ax-
sam tahsili iglin ¢ox vacibdir).

Riyazi modellagdirma, riyazi modellar

Real obyektlar gox murakkab oldugundan, onlari dy-
ronmak ugln dyranilan real obyektlorin suratlarinin model-
larini qururlar. Bir tarefden modeller dyroenilon surat Ggun
alverisli olmalidir, demali onlar ¢ox murakkab olmalidirlar,
buna gora de modeller real obyektlorin sadslasdiriimis su-
rotleridir. Digar terafden ise onlan oyrenarkan alinan ne-
ticalari real obyektlera-prototiplera aid edirlor, demali model
Oyrenilan real obyektin asas xususiyyatlerini eks etdirmali-
dir. Bu sebabdan de modellarin tartibi bdyuk maharat taleb
edir. Modellarin tartibi na gadar ugurlu olsa, o real obyektin
xususiyyatlerini daha yaxg! ifade edasr, tadgiqat ve ondan
alinan naticaler, tekliflar bir o geder ugurlu olar. Elmi tedqi-
gatlarda bir cox muxtelif modellerden istifade edirler: ma-
selan (laboratoriyada kicik ¢cay diuzaldirler ve onun Gzerinda
1:100 miqgyash su elektrik stansiyasi qururlar) ve abstrakt;
fiziki; riyazi (dayisenlerden, funksiyalardan, barabarsizlik-
larden va s.). Riyazi modelin tertib olunmasi riyazi model-
lasdirma adlanir. Riyazi modellerin tertibi ile riyaziyyat diger
elm sahalorinin elmi tadqgiqatlarina tatbiq olunur. Bu daha
aydin igtisadiyyat elminda gorunur. Bu kitabda riyazi aparat
vo riyazi modellar paralel sarh olunur.
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Tadris vasaitinin strukturu

Kitab asagidaki struktura malikdir: hissaler, mévzu-
lar, bélmaler, bandlar. Muallif istar hacmina gorae, isterse da
sarhlarin munasibatlarina gora real muhazirslerin matnlarini
yazmaga say gostermisdir. Bolmalerin ndmralenmasi mov-
zularin némraleri ile bu movzunun daxilindeki bdélmalerin
ndémralerindan alinir. Masalen, 2.1 bdlmasi — Il bélmenin |
movzusudur. Muallif bandleri ele tertib edib ki, onlardan
imtahan ve maqbul (zacgot) suallan kimi istifade etmak
mumkun olsun. Har bir bélmada hamginin muayyan tip me-
solalarin halli bu praktiki masgalalerde ve yaxud miustaqil
hall etmak Ugun masalelar verilmigdir. $okillor, dusturlar,
misallar, masalaler bdlmanin igerisinde ndmralanir, onlara
istinad edilarkan ham da bdlmanin ndmrasi gostarilir. Me-
salan, 2.1 bdlmaesinin (1) dusturuna istinad bels olur: 2.1
bdlmasinda (1) dusturuna bax. ©ger istinad kitabin basga
hissasina edilerse, onda bu hissenin de ndmrasi gosterilir.
Nazaret islorinds bir variant igiin masalaler, onlarin halli va
bir nega variant dgiin malumatlar verilmisdir.

istifade olunmus adabiyyat haqqinda

Ali riyaziyyata aid ¢ox sayda gozsl kitablar var ki,
muallif (6ziUm ds vaxtinda bu kitablardan 6yrenmisem)
bunlardan genis istifade etmisdir, hatta gox hallarda onlara
istinad etmadan. Xususi olarag muallifs teqdim olunmusg
V.N.Kiryusenkovun «Ali riyaziyyata aid muhaziraler» kita-
bini geyd etmak isteyiream. ©vvaelcaden Uzr istayirem ki, ba-
zon muslliflera (bezan qeyri-muayyan) istinad etmak mim-
kiin olmamisdir. Oziime haqq gazandirmaq lgiin geyd edim
ki, muallif bu tadris vasaitine elmi asar kimi deyil, yalniz
zoruri materialin vicdanla muayyan maqsad Ugun iglonmasi
kimi baxir, yoni galacak igtisad¢i (menecer) hansi riyaziyyati
ve neca dyronmalidir?



IXTISARLARIN SiYAHISI

VB Verilenlar bazasi

DXO Dovletin xazina 6hdagiliyi (istiqgraz kagizi)
DVS Diskret variasiya sirasi
DTK Diskret tesadufi kemiyyat
AYL Agac-yonma l6hvaesi

IVS interval variasiya sirasi
QQS Qorar gabul edan saxs

RS Riyazi statistika

KTK Kasilmaz tasadufi kemiyyat
TK Tasadufi kemiyyat

OKS Orta kvadratik sapma

EN Ehtimal nazariyyasi

MLT Merkazi limit teoremi




Hissa 1. Xatti cabrin va riyazi
analizin asaslari

!Vlé\{zu 1..
IQTISADIY_YATDA VEKTORLAR
VO MATRISLSR

1.1. Vektorlar va onlar uzarinda amaller

1.Vektorlar haqqinda ilk malumatlar. Nizamlanmis
adadlar yigimina vektor deyilir. Masalan, (1,3,7) vektordur.
Onu qisa olaraq P ile isare etsek, onda P =(1,3,7).
Vektora daxil olan adadler, onlarin yerlesma nomralari na-
zoro alinmagla vektorun komponentlari adlanir. Yuxardaki
misalda 1- adadi P vektorunun birinci, 3- adadi ikinci, 7-
adadi ise Uguncu komponentidir. Komponentlarin say vek-
torun 6lgiisti adlanir. Demali, P cgolcill vektordur.

Misal 1. Tutaq ki, zavod kisi, gadin ve usaq velosi-
pedlari istehsal edir. Zavodun bir ilde istehsal hacmini V' -ni
vektor saklinde (M, L, D) yaza bilerik. Bura da M -bir ilde
istehsal olunan kisi velosipedlerinin, L -qadin velosipedlari-
nin ve D -usaq velosipedlarinin hacmidir. Masalen, tutaq ki,
1996-ci1 il Ggln istehsal hacmi Vg4 =(1000,800,4000). Farz
edak ki, 1997-ci ilin plani 1996-ci ilin istehsal hacmindan 10%
coxdur. Onda ¥y, = (1100,880,4400) olar. Bger «Velosiped»
ticarat firmasi zavodun meahsullarinin yarisini alarsa, onda
1996-ci ilde firmanin aldigi mahsullar w =(500,400,2000)



olar. Tutaq ki, élkede cami U¢ velosiped zavodu var va on-
larin 1996-ci ilds istehsal hacmi uygun olaraq

, = (1000,800,4000), Q, = (1000,600,2000 ),
0; =(2000,1600, 8000) . Onda ii¢ zavodun birlikde istehsal
etdikleri mahsul O = (4000,3000,14000) olar. Yani 4000 kisi,
3000 gadin ve 14000 usaq velosipedlari istehsal olunub.
Qeyd etmak olar ki, O; =20, yeni Ill zavod bitiin ndvler
Uzra | zavoddan iki defe ¢cox meahsul istehsal etmisdir. Yu-
xaridaki misallarda V., V,, . W,0,,0,,0; konkret vektor-
lardir. ixtiyari Gigolgiilii vektor (x,,x,,x;) kimi ve yaxud qisa
olarag X kimi isare olunur. x; adadi X vektorunun I, x,

adadi, vektorunun Il, X3 adadi ise vektorunun Ill kompa-
nentidir. Istenilen dérdolglll vektor (xl,xz,x3,x4) kimi ve

n olculu vektor (xl,xz,x3,...,xn) kimi igare olunur. Vektorlar

iki nOv olurlar: satir vektorlan ve sutun vektorlarl. Yuxarida
gOstardiyimiz butin vektorlar satir vektorlari idi. Satir vek-
torlar nizamlanmis satirler saklinds, sutun vektorlar ise ni-
zamlanmisg sUtunlar saklinde yazilir. Sutun vektorun kom-
panentlarinin nébmralenmasi yuxaridan asagiya dogru olur,

4

masalan | 3 |. Matbea noqteyi nazerinden setir vektorlar-
0

dan istifade etmak alverislidir, lakin bazan sltun vektordan
istifade etmak zaruri olur. Vektorlardan butin elm sahale-
rinds, o cumladen da igtisad elmlarinde genis istifada
olunur. Vektorlardan istifads edarkan isarslarin goxu kom-
pakt olur va an asasi ayaniliyi ve mazmunu itirmirler.

Qeyd 1. Umumiyyaetle riyaziyyatda «vektor» anlayisi
coxmanalidir. Maktabds fizika foenninda vektor geyd edilmis
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baslangic nogtasi (quvvenin tatbig ndqgtesi) olan istiqamat-
lanmis parca kimi basa dusulir. Hondesade bazan vektor
mustavinin va ya fezanin xususi sekle gevrilmasi kimi baxi-
lir. Galecakda biz bu ndv anlanmalardan bazan istifada
edacayik.

Qeyd 2. Riyaziyyatda «vektor» anlayisi dedikds yal-
niz nizamlanmis adadlar toplusu deyil, istonilon obyektlor
toplusu da basa dusulur. Masalan, vektorun | komponenti

M, coxlugunun, Il komponenti M, goxlugunun vs s. ele-

mentleri ola biler. Bu imumi anlayisdan galecakds istifada
edacayik.

2. Vektorlar lizarinde amallar. Misal 1-do biz
vektoru adede vurmusduq. Dogrudan da O; =20, . Hamin
misalda biz Ug¢ vektoru toplamisdiq. O, +0, +O; va onlarin

comi olan O vektorunu almisdiq. Vektorlar (izerinde emaller
cox tebiidir ve odadler Uzerindaki amalleri yada salr.
Demak olar ki, vektorlar tzarindaki emallar adadler Uzerin-
daki amallarin daha genis oblastda tabii geniglandiriima-
sidir. istenilon vektoru istenilon ededs vurmagq olar. Bunun
Ucun vektorun butiin komponentleri hamin adada vurulur ve

naticeda vektoru alinir. U=(2,3) vektorunu 3-a vursaq
(6,9) vektorunu alariq. Tabii olaraq hamin vektoru 3U kimi
isara edirlar.

0, =(1000,800,4000) vektorunu 2-ys vurag. Onda
0; -9 barabar (2000,1600,8000) vektorunu alariq. O; =20, .

Bu ise o demakdir ki, misal 1-da lll velosiped zavodu | za-
voddan 2 dafe artig mehsul istehsal etmisdir. (Bazan vek-
toru adeds vurarkan natice-vektorun mana yuku itir. Masa-

lan, O vektorunu E-e vursaq, natice vektorda Il kompo-

nent tam adad olmadigindan onu velosipedlarin sayi kimi
gabul etmak olmaz).
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Eyni Olguld iki vektoru toplamaq olar. Bunun dgln
avvalca | komponentler, sonra Il komponentler ve s. topla-
nir, bu camler natico vektorunu taskil edirlor.

0, = (1000,800,4000) vo O, =(2000,1600,8000) vektorlari-
ni toplayaq. Naticeds K = (3000,2400,1200) vektorunu ala-

rnq. Gosterin ki, K =30, . Muxtslif dl¢ulii vektorlar toplamaq
olmaz. Vektorun adada vurulmasi ve vektorlarin toplanmasi
asagidaki xassalera malikdir:

a) vektorlarin toplanmasinda gruplasdirma xassasi
dogrudur: assosiativdir (X +Y)+Z=X+(Y+Z). Bu xas-
soya gore istanilan sonlu sayda vektorlan toplamaq olar.
Misal 1-da Ug vektorun cami Q, + O, + O; tapiimigdir;

b) vektorlarin toplanmasi adede vurmaya nazeran
paylanma xassasina malikdir, yoani /‘L(X+ Y)= AX +AY .

Vektorlar Uzarinds emallerin sonraki xassalerini tas-
vir etmadan onu bir daha geyd edsak ki, vektorlar Uzarinda
amallerle adadler Uzerindaki, adi amaller oxsardir. Vektorlar
uzarindoki emallerle adadler Uzarindaki emaller arasinda
fargler de var. Masalen ixtiyari a, b # 0 adadler ligiin a -
nin b -den «nege dafe» bdyik oldugunu, yani %-ni tayin
etmak olar. iki vektor (iglin imumiyyatla bunu etmak olmaz.
Masalan, E=(7,1) ve N=(1,1) vektorlari tigciin ele 4 yoxdur
ki, E=AN olsun.

iki vektor o zaman barabar hesab edilir ki, onlarin
uygun komponentleri barabar olsun, yani onlarin uygun ola-
raq I, Il va s. komponentlari biri-birine baraber olsunlar.
Belelikle,X=(x1,x2,x3,...,xn), Y=(y1,y2,y3,...,yn) vektor-
lan Ggln x; = y,...,x, =y, olarsa, X =Y . Bu terafden gdrunur
ki, yalniz eyni 6l¢ulu vektorlarin barabaerliyindan ve ya bara-
barsizliyinden danismagq olar. Muxtalif élgull vektorlarin be-
rabarliyindan danigmaq manasizdir.
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Tutag ki, X,Y eyni Olguli vektorlardir, ager
X; 2 yy,..., X, 2 ¥, 0larsa, onda gabul edilir ki, X >Y . Mase-
lon, X =(6,3,0) ve Y =(5,1,0) olarsa, onda X >Y. X vek-
toruile Z = (5,4,0) vektorunu miqayise etmak olmaz, ¢lnki
X<Z, X=Z, X 2Z minasibatlerinin heg biri dogru deyil-
dir (vektorlarin adadlarden bir farqi de budur).

Bazan vektoru X = (x) soklinde yazmaq alverigli

olur, burada x, X vektorunun ixtiyari komponentdir. Vek-
torlar Uzerinde ameallari satir vektorlari Ggun tesvir etdik.
Sutun vektorlarn aglin amsaller eyni qayda ile yerina yetirilir

3
va naticads, slbstts sutun vektoru alinir. Tutaq ki, y_|; |,
0
6
onda 2x =| 4| olar. Eyni Olgulu setir ve sutun vektorlari na-
0

ticasinda satirvektoru sutun vektoruna va sutun vektoru se-
tir vektoruna cgevrilir. Bu amaliyyati yuxarda «T» indeksi
yazmagla isare edirlar. Masalan, U=(2,3) olarsa, onda

2
ul = (3} olar.

0
Tutaq ki, H:(J, onda H' =(0,7) olar. Asanligla
gormak olar ki, iki defa ardicilligla tetbiq olunan transponire

7
amaliyyati naticesinde avvalki matris alinir: (XT) =X .Bu-

rada X -in satir vo ya sutun matrisi olmasinin ahamiyyati
yoxdur.

Vektorlarin skalyar hasili Tutaq ki,
X =(x0x, ) ¥Y=(ony,) eyni  Olgili  vektorlardir.
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X0 +X%,y,+..+xy oadedine X ve Y vektorlarinin skalyar

hasili deyilir ve X -Y kimi igsars olunur. X ve Y vektorlari-
nin skalyar hasilini asagidaki xassalerini isbatsiz geyd edak
(onlarin isbati gox sadadir).

a) X-Y=Y-X;

b) X-(Y+2Z)=X-Y+X-Z;

¢) X-(A¥)=A(X 7).

Bu xasseler ixtiyari X,Y vektorlari ve istenilon A
adadi Ugun dogrudur.

3. Xotti foza. Vektorlarin xatti asihligi va xatti asili
olmamasi. Tutaq ki, R" biitiin 7 6lgiilii vektorlar goxlugu-
dur. Qeyd edok ki, bu yalniz coxlug deyildir - R” miiayyen
struktura malikdir. ixtiyari X € R"vektorunu istenilen A
adadine vurmaq olar ve naticeds alinan AX vektor da
R" goxlugunun elementidir. R" - den gétiriimis iki ve da-

ha c¢ox vektorun cemi do R"-nin elementidir. Bundan
alave, vektorun adads vurulmasi va vektorlarin toplanmasi
Il bandda gésterilmis miinasibatleri ddayir. R" - coxlugunda
unikal 0=(0...,0) vektoru var ki, onun da rolu adadlar gox-

lugunda 0 odadinin roluna oxsardir. Belo ki, 0-X=0 veo
X +0=X munasibatleri ixtiyari X € R" gln dogrudur.

mayan vektor adlanir. Manfi olmayan vektor bitiin kompo-
nentleri manfi olmayan vektordur. Vektor (2, 3) menfi ol-
mayan vektordur, (-2, 4) vektoru ise manfi olmayan deyildir,
bele ki, onun birinci komponenti manfi adaddir. Batlin bu

sobaebloere gére R"- o n-dlciilli adadi (hesabi) xatti foza
deyilir. Xatti fazanin terifindaki «adadi» s6zUnin manasi
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ondan ibaratdir ki, belo fezanin elementi komponentlori
adadlar olan vektorlardir.

Farz edak ki, eyni Olgula
B=(by,....b, ) 4, =(ay,rrapy oo A4, =(ay,.....a,,) vektorlari

verilmigdir. ©gear ele X;,...,X, adadleri tapmagq muimkin
olsa ki, B=x,4,+...+x,4, olsun, onda deyirler ki, B vek-

toru A4,,..., A, vektorlarinin xetti kombinasiyasidir. Belsliklo,
bunu bilmek Ug¢un 7 machullu, m tanlikden ibarst olan
cabri tanlikler sistemini hall etmak lazimdir:

a, x, +..+a,x, =b

a, X, +..+a,x, =b,

ax, +..+a,x, =b,

mnT"n

Misal 1. F(1,6) vektorunun H;=(1,2), H,=(0,2) vek-
torlarinin xatti kombinasiyasi olub-olmadigini yoxlayaq. Bu-
nun Ugln asagidaki sada xatti tanliklar sistemini hall edak:

x =1
2x;+2x, =6

Sistemi hall ederak tapiriq ki, xs=1, x,=2. Belaliklo,
F=H+2H,.

Bgar vektorlar sisteminin har hansi bir vektoru sis-
temin yerds qalan vektorlarinin xatti kombinasiyasidirsa,
onda vektorlar sistemi xotti asill, aks halda, yani sistemin
he¢ bir vektoru yerds galanlarin xatti kombinasiyasi ol-
mazsa, onda vektorlar sistemi xatti asili olmayan adlanir.
Masalan, yuxarndaki misalda F, H,, H, vektorlari xatti asil-
dir, bels ki, F=H{+2H, .

Tutaq ki, 4 her hansi vektorlar sistemdir, E onun alt
sistemdir. ©ger E xatti asili olmazsa ve A sisteminin ixtiy-
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ari vektoru E vektorlarinin xatti kombinasiyasidirsa, onda E
vektor sistemi 4 sisteminin bazisi adlanir.
Tutaq ki, E=(E,....E,). 8ger Be A olarsa, onda

her hansi 4,,..., 4, adadleri Gglin 4, ---1, bu ayriligin emsal-

lan adlanir. Bu emsallar &€ bazisinde vektorun koordinatlari
adlanir.

Teorem 1. ixtiyari vektorlar sisteminin heg ol-
mazsa bir bazisi var. Sistemin istani-
lan bazisinin elementlarinin sayi eyni-
dir. ixtiyari vektorun koordinatlar ve-
rilmis bazisda birgiymatlidir.

Teorem 2. R fazasinda sayl 7 -dan ¢ox olan

ixtiyari vektorlar sistemi xatti asilidir.

Misal 2. E, =(1,0,....0), E, =(0,L,...,0).....E, =(0,0,...,])
vektorlarinin R" fazasinda bazis toskil etdiyini gdsterak, yani
isbat edek ki, £ =(E,,...,E, ) bazisdir.

1. E - xatti asili olmayan sistemdir. Dogurdan da ferz
edak ki, E, vektoru E,,..,E vektorlarinin xatti kombi-
nasiyasidir. Onda, E; = LE, +...+ A4, E, . E, vektorunun ve
AMHE, +...+A4,E, xeatti kombinasiyasinin birinci kompanent-
larini mliqayise etsak, ziddiyyst aling: 1=4,-0+...+ 4, -0,
demsali bele 4; adadi yoxdur.

2. Tutaq ki, B=(b,.....b,) vektoru R"-dan gétiriimiis
ixtiyari ~ vektordur. Asanligla gbstermak olar ki,
B=bE +..+b,E,, yoni B vektoru E, - sisteminin vek-

torlarinin  xatti kombinasiyasidir ve B vektorunun kompo-
nentleri hemin bazisda onun koordinatlardir.

4.9mtoa fozasi. Qiymat vektoru. Miayyan vaxtda
ve muayyen yerde satisa c¢ixarilmig har hansi mal ve ya

xidmat emtoes adlanir. Tutaq ki, # mixtslif emtes var, i -ci
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amtaanin miqdarini X; -ile isare etsak, onda miayyen am-

toslar toplusu X=(x1,...,xn) n Olglli vektordur. Biz yalniz
amallerin manfi olmayan miqdarina, yani
x;20 i=L.,n . X 20 baxacayq.

©mtoealarin butun toplusu C amtos fozasi adlanir.
Bele amtasaloer toplusu ona gors foza adlanir ki, bu ¢oxlugda
ixtiyari iki toplunu cemlemak olar ve ixtiyari toplunu manfi
olmayan adada vurmagq olar. Biz farz edecayik ki, har bir
amtoeanin giymati var. Butun giymatlar musbatdir. Tutaq ki,

i-ci emtssnin bir vahidinin qiymsti P -dir, onda
P= (pl,...,pn)-qiymet vektorudur. ©mtealar toplusu vekto-
ru ve qiymat vektoru eyni olguludur. Xz(xl.) amtoaler top-
lusu il P:(pi) giymat vektorunun skalyar hasili

P-X = px +..+ p,x, amtosler toplusunun giymeati v ya
deyeri adlanir va C(X)—Ie isare olunur.

MOSSLBLOR

1. Rayonda bir bankin U¢ valyuta dayisma mantaqgesi
var. Bu mantagalerde yalniz dollar va yevronun rublla
mubadilesi aparilir. Har axsam butin pullarin galigi banka
verilir. M;- ile i-ci mantegenin pul vesaitini isare edsk.

M, +M,, M,+M,+M; vektorlarinin manasi varmi?

Halli aydindir. Lakin hamisa vektorlarin caminin me-
nasi olmur. Gostardiyimiz misalda bu cemlarin manasi var.
Farz edak ki, Ug 6lgull fezada vektorlar uygun olaraq gadi-
nin désunun olgusu, belinin gevrasi ve budunun hacmidirse,
onda bu vektorlarin ceminin manasi yoxdur.

2. Velosiped zavodu normal (4, =1) intensivlikle islo-

dikds bir ayda G =(30,40,60) kisi, gadin ve usaq velosipedi
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istehsal edir. 0< 4, <4 intensivliyi ilo islodikds ise 4,G, vek-
toru ile idare olunan qadar velosiped istehsal edir. (Zaruri
hallarda tam olmayan adadlari tama qadar yuvarlaglagdi-
racagiq).

Hamin zavod 4, =2,3;0,5; 0,6 intensivliyi ilo isladikda
ne qgoader velosiped istehsal eder? ikinci zavod 4, =1
intensivliyi ile  bir ayda hamin velosipedlerdan
G, =(40,50,60) kimi ifade olunan velosiped istehsal edir.
(41,4,)=(1,2); (2.3) oldugda her iki zavod birlikde na geder
velosiped istehsal edir?

3. Normal A =1 intensivlikle zavod R=(20, 40) ehtiyati
sorf edir ve V=(10, 30) mahsul istehsal edir. 0< 4 <4 oldu-

qda ise A -dofo artig ehtiyat serf edir vo A defo artiq
mahsul istehsal edir. 4=2;3;2,5 oldugda (ehtiyat serfi ve
mahsul istehsall) cutllydnd tesvir edin. (20, 60) ; (15, 45)
maohsul istehsall Ggun ehtiyat serfi vektorunu tapin. (25, 30);
(30, 60) ehtiyat sarfina géra mahsul istehsalini tapin.

2 -10
4. ﬂ[1j+ﬂ( 4 j xotti kombinasiyasinin menfi ol-

mayan (1, 1) ; (6, 1) ; (-1, -1) ; (2, -1) vektoru oldugunu
bilerek A ve a4 citllyinl tapin.

1\ (2)(7
5. [J, (O}[lj vektorlar sisteminin xatti asili olub-

olmadigi asiliigini yoxlayin. Bu sistemin bitin bazislerini
tapin.

6. Qiymat uygun (3, 5) olan iki név amtas varsa,
dayeri 15, 30, 45 olan amtes toplusu gosterin. Tutaq ki,
giymatler dayiserek (4, 4) olub. Ucuzlasan, bahalasan ve
eyni giymatda galan amtaa toplularini tapin.

7. Dukan iki ndv mismarla alver edir: 25 vo 40 mm.
olan. Mismarlarin kitlasi uygun olaraq 5 ve 10 q., giymatleri
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ise 1 kq.-1 uygun olaraq 5 ve 7 rubldur. Alict 10 rubllug
mismar almagq istayir. Bu giymate uygun mismarlar toplu-
sunu gosterin. Aliciya har ndév mismardan na gader alin-
masini nece maslahat vermak lazimdir ki, alinan mismarla-
nn: a) katlasi en az olsun; b) uzunluglan an boylk; c) 40
mm-lik mismar 25 mm-lik mismardan iki defe gox alinmig
olsun.

1.2. Matrislar va onlar uzarinda amallar

1. Matrislar haqqinda ilkin malumatlar. ©dadlor-
den ibaret olan duzbucaql cedvale matris deyilir. Masalen,

(12 (? f] iki setiri ve U¢ sutunu olan matrisdir. Bu matrisi A

ilo isaro edak. Adaten matrisin elementloerini matrisi goste-
ren harfin kigik herfi ile isare edirler: 4 = (a,, ). Bu matrisin 6
elementi var:
a =2, a;, =3,a;3=0,a,, =1,a,, =0, a,; =4 . Bu elementlori
bele oxuyurlar: a;;- a - bir — bir, a;, - @ - bir — iki va s.
matrisin satirleri ve sutunlarinin sayi onun olgusu adlanir ve
ham da satirlerin say birinci deyilir. Belsalikls, A matrisi 2x3
olguludur. Iki matris yalniz ve yalniz o halda barabar (eyni)

hesab edilir ki, onlarin olguleri, yani satir ve sutunlarin sayi
ve uygun elementlari eyni olsun. Masalen, tutaq ki, 4=(q,))

matrisim x n olgiilii, B =(a,,)matrisi ise kx s ®lgilidilr.
Onda A=B yalniz va yalniz o halda dogrudur ki, istanilen
i=1,-~n ve j=1,--,n UgUN k=m, s=n VO a,=b, olsun.

Belalikla, olgulari eyni olmayan matrislerin barabarliyinden
danismaqg manasizdir. Satirlaerinin sayl sutunlarinin sayina
barabar olan matris kvadrat matris adlanir.

Kvadrat matrisin g, elementlori matrisin bas
diaqonalini tegkil edirlar. ©ger kvadrat matrisin bas diaqo-
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nal elementlari vahid qalan butin elementlori sifirdirsa,
onda belo matriss  vahid matris deyilir. Masalon,
1 0 0
E.={0 1 0
0 0 1
sin 6z vahid matrisi var . Olglisi m x n  olan A matrisini

nazardan kegirak.. Onun har satrina n oOlgullu satir — vektor,
har sttununa ise m Olgulu sutun—vektor kimi baxa bilerik. /-

uc olgult vahid matrisdir. Har olgulu matri-

ci satir-vektoru a:, j—cu sltun-vektoru 4, ils isare etsak,
onda A vektorunu nizamlanmis satir-vektorlarin vasitesilo
a:
A=
an
A=(A4, -, A) soklinde géstermek olar. Qeyd edak ki,

vektorlara matrislerin xususi hali kimi baxmaq olar. Bela ki,
setir-vektoruna bir seatri olan matris, sutun-vektoruna ise
yalniz bir sutunu olan matris kimi baxmaq olar.

vo ya nizamlanmig sutun-vektorlari vasitesile

2. Matrislor uUzarinde amallar. Matrislor Uzarinda
amallar vektorlar Gzarindaki amalleri yada salir.

Matrisin edede vurulmasi. Ixtiyari matrisi istanilen
adada vurmaq olar. Bunun Ugun matrisin har bir elementini
hamin adada vurub, naticede matrisi alariq. Masalan,

A= (2 3 Oj matrisini 2-ye vuraq.

1 0 4
2A=(4 6 OJ, bu o demaekdir ki, matrisi adeda
2 0 8

vurarkan vurugu matris isarasinin qarsisina «gixartmaq»
olar.

Matrislerin toplanmasi. Eyni 6l¢ulU ixtiyari iki matrisi
toplamaq olar. Naticede hamin dl¢uli  matris aling. Tutaq
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ki, A:(a[j) , B=(b,~j), onda A+B matrisi a;; +b;; ele-

mentlarinden ibarst olar, yani, matrislari toplayarkan onlarin
eyni yerda duran elementlari toplanir.

Maxtalif dlguli matrisleri toplamaq olmaz (hatta onla-
rn bir Olgisu eyni olsa bela, yoni masalan, agar satirlorin
say! eyni, lakin sutunlarin sayr muxtslif olsa bels matrislori
toplamaq olmaz. Matrislerin toplanmasi assosiativlik xasse-
sine malikdir, yeni, (A+B)+C=A+B+C) . Bu xasse sonlu
sayda ixtiyari matrisleri toplamaga imkan verir.

Matrislerin vurulmasi. Bazen (hamisa yox!) matrislari
bir-birine vurmaq olar. Qeyd edak ki, matrislerin vurulma-
sinda vurma ardicili§ ¢ox vacibdir. Hansi halda m x n
Olculd A matrisini k x ¢ Ol¢ulu B matrisine vurmagq olar?
Bu suali aydinlasdiraq, yeni AB hasilini tapmaga calisaq.
AB hasili yalniz n=k oldugda mumkundur, n=k -ni r — la
isare edok. Vurma naticasinde m x s dl¢ult C matrisi alinar.
C matrisinin elementlori c,=ab, +ab, +...+ab Vo Yya-

iy

xud ¢ =Sab soklindadir.

1 0
Masalen, tutaq ki, ,_ 2 30y B :
(1 0 4 B=|1 4
0 2
Onda p_ 5 12
1 8
Qeyd edak ki, BA hasili da var ve matrisi de var ve
2 30
BA=|6 3 16|
2 0 8

Biz gortrik ki, AB # BA.

Demali, matrislerin vurulmasi kommutativ deyildir,
yani vuruglarin ardiciligindan asilidir. ©gar V matrisinin W
matrisine vurmaqg olmazsa, onda deyirler ki, V' -W hasili
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yoxdur. Vektorlari matrislerin xtsusi hali kimi hesab etmak
mumkin oldugundan, matrisi ve vektoru bir-birine vurmaq
olar (hemise yox!). Bu zaman yuxarida tesvir edilmis qay-
dadan istifade edirler. Tutaq ki, A matrisi m x n 6lguli Y
Olcist s olan satir vektordur. Onda matrisi sol terefden
yalniz sUtun-vektora vurmaq olar, bu sertle ki, n=k olsun,
naticeds m olgull sutun vektoru alariq. Matrisi sagdan yal-
niz satir vektoruna vurmaq olar, bu gertle ki, s=m olsun,
naticede n Olgull satir-vektoru alinir.

Satir-vektorunu siutun-vektoruna yalniz onlarin 6IgU-
lari eyni oldugda vurmagq olar, naicada bir satirdan va bir
sutundan ibarat matris alariq, bele matrisi edaed hesab et-
moak olar. ixtiyari sUtun-vektorunu ixtiyari setir-vektoruna
vurmagq olar (matrisler kimi). Naticade satirlarin sayr sutun-
vektorunun, situnlarin sayi ise satir-vektorunun uygun saetir
vo sutunlarinin sayina barabar matris alariq. Masalan, tutaq

1
Ki, :230, , onda
A (1 0 4J Y(4,1),X[2J

0
4 -1
8
AX:[J; YA=(7,12,-4), xy=|8 -2/
0 0

Qeyd edak ki, XA, AY, YX hasilleri yoxdur.

Matrislarin transponire olunmasi. Vektorlarda ol-
dugu kimi matrisleri de transponira etmak olar, yoni satir-

lorle siitunlarin yerini deyismak olar. Tutaq ki, A:(Z 3 0].
10 4

21
Onda AT{3 OJ olar. Asanlgla gormak olar ki, ager

0 4
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A matrisi m x n  odlguludurse,

onda transponira olunmus matris n X m

a, 4y - 4y,
g7 ap dp 1 4y ey ey .
= Olculu olar. Vektorlarda oldugu
alm a2m : anm

kimi matrislerde de iki defe ardicil transponira matrisin
6zUnd verir: (AT)T =A.

3. Texnoloji matris ve optimal planlagdirma me-
salesi. Matrisler butun elm sahalarinda, o ciumladan iqtisa-
diyyatda da genis istifada olnur. Matrislarden istifade edar-
kan butun isaralar cox kompakt, syani va mahiyyati saxlay-
andir. Misal Ugun texnoloji adlanan matrise baxaq. Tutaq ki,
muassise m nov ehtiyyatlardan n név meahsul istehsal
edir. Farz edak ki, j — cu mahsulun bir vahidi tug¢lin i — ci
nov ehtiyyatin a; - vahidi serf olunur, yeni a; - j—cu mah-
sulu istehsal etmak Ugln / — ci ehtiyyatin sarf normasidir.

A:(ai j) ehtiyyatin norma matrisi adlanir. Bu matrise

asagidaki sebabdan texnoloji matris do deyirlar.

Bu matrsin A; j — ci sUtununu nazardan kegirak.

J — cu sutun j — cu mahsulun bir vahidinin istehsall
Ucun lazim olan ehtiyyat sorfini gosterir. Abstrakt sakilda
desak, j — cu mahsulun bir vahidini istehsal etmak ugun bi-
«qarnsdirmaq» lazimdir. Bu cur «gargidurmani» ehtiyatlarin
yenidan iglanmasi texnologiyasi adlandirmaq olar. Belsliklo,
A matrisinin j — cu sutunu ehtiyatlarin ema-lnin j — cu tex-
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nologiyasini tesvir edir. Butun muassise n texnologiyaya
malikdir.

indi ise texnoloji matrisin satirlerinin mahiyystini ay-
dinlagdiraq. Asanligla gérmak olar ki, i — ci satrin element-
lari j — cu ehtiyatin har vahid mahsul UGgln sarfini tasvir
edir. Texnoloji matrisi daha darinden dark etmaye calisaq. |
mahsulun x; vahid, Il meahsulun x> vahid ve umumiyastle j—
cu mehsulun x; vahid istehsall Ggin plana baxaq. Bu plani

X

siitun vektoru seklinde yazaq: X =| : |. Qeyd edsk ki, bu

Xn

plani ele hayata kegirmak olar ki, Z":a]jxj vahid 1-i ehtiyyat,
Jj=1

i“zfxf vahid Il ehtiyyat vo umumiyyatla Za,;,xj - vahid i —
j1 J=1

ci resurs lazim olacaq. Malum olur ki, bu migdarda resurs-
lar AX sutun vektorunun elementlaridir, bu sertls ki, A sorfi
normasi matrisi soldan X sutun vektoruna — istehsal pla-
nina sagdan vurulsun. Yeni kemiyyat — manfoaatda xUsusi
coki daxil edak. j — cu mahsulun bir vahidinin satisindan
alde olunan manfests, manfestds xiisusi ¢aki deyilir va ¢;
ilo isare olunur. Manfeatde bltln xUsusi ¢akilari satir vek-
toru C=(c, c,) soklinde yazaq. Onda C-X hasili
istehsal olunan X vahid mahsulun satisindan alinan man-
foat olar. Bu manfasti P(x) ile isara edak. Tutaq ki, i — ci
ehtiyyatin vahidlarinin miqdar b; — dir. Bunu sutun vektoru

soklinds yazaq: 2 l?‘ . Onda A4X < B. Matris — vektor

b,

barabarsizliyi onu gostarir ki, istehsal planina baxarken eh-
tiyatlarin mahdudlugunun zaruriliyini nezera almaq lazimdir.
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©ger bu berabarsizlik 6denarse, demali X plani Ggln eh-
tiyatlar kifayotdir va bela plan realdir.
_ Asagidaki optimal planlasdirma masalasine baxaq:
Istehsalin el planini tapin ki, hem real olsun, ham doa butin
real planlarn igerisinde an ¢ox manfeati tamin etsin. Bu
masala butun igtisadiyyatin an muhim masslalarindan biri
olub, simvolik olaraq asagidaki sakilda yazilr:

P(X):C~X—>max,

AX < B,

X>0

(Maselonin  mezmununa gbre x>0 olmahdir).
X >0, AX < B sertlerini ddayan bitin X planlan goxlugunu
D ile isare edak ve onu mimkin planlar ¢oxlugu adlandi-
rag. Onda yuxaridaki masalani, belo ifads etmak olar: P(X)-
manfaat funksiyasinin » oblastinda—mUmkuin planlar ¢ox-
lugunda maksimumunu tapin: P(X)—> max X € D

4. Matrislor vo xatti gevirmalar. Hor hansi adadi
xotti fozani masalen, R*- ni nazerden kegirek. Onda iki
Olculd har hansi 4 kvadrat matrisi Ot(X)=Ax gaydasi ile
a: R*— R* cevirmasini veror. «- nin xatti olmasi o
demakdir ki, istonilon x.,vy vektorlar ve istenilon A adadi
tgin a(X +Y)=a(X)+a(r) ve a(iX)=lda(X) sartlori
odanir.

Xususi halda sifir vektoru 6ztina gevrilir.
Misal 1. Asagidakilar gostarin:

a) g _[! %] vahid matrisi 6zii-6ziine geviren eyni-
o1

lik gevirmasini tayin edir;
b) s, :[’1 ?J matrisi, vektoru A - ya vurur;
0

C) 51:(0 lj matrisi, vektorun komponentlarinin ye-
1 0

rini dayigir;
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11

dayismaz saxlayir, ikinci komponentlari ise avvalki kompo-
nentlerin camina gevirir.

) S, :[1 OJ matrisi vektorun birinci komponentlarini

MOSSLOLOR

2 1 1
A: isi i = — = -
1. [0 4] matrisi ilo X =(2,-3),Y (4] vektorlari

nin butin mdmkin cut-cut hasillarini va XAY - hasilini ta-

pin.
Cavab.

6
Ayz(mj, XA=(4,-10) , XY =(-10)=—10,

v=[* T xur-ceor=ca10| ' |=_36
g g MY XY =ERI0) =36

2 1), (1 3) (4 ), _(¢ .
2. 4 217712 6l 13 2 Tl matris — vektor

tonliyini hall edin.
Halli. Yalniz birinci tenliys baxaq. Nezars alaq ki, bu
tanlikde X adad ola bilmaz, o yalniz 2x2 Ol¢ulu matrisdir.

.. _ x11 x12 . . e e
Bu matrisi X = ilo isare edak va A matrisini X
X, X

21 22
matrisina vuraraq asagidaki tenliklar sistemini alirnq:
2x; +x9; =1,
2x)5 + X9, =3,
4%, +2x,, =2,
4x15 +2x,, =6.

Bu sistemi hall edib X matrisini tapariq.
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Cavab. Haller sonsuz saydadir. Haller ¢oxlugu

X, X, % x eR soklinds olar.
1-2x, 3-2x,) """

2 0 1 -3 1 0
3. X=|-2 3 2|,Y=0 2 1| matrislorina ba-
4 -1 5 0 -1 3

xaq. Gosterin ki, XY #YX.

Bu isa gosterir ki, matrislerin hasili kommutativ deyil-
dir, yani vuruglarin yerinden asilidir.

4. Sex iki ndv transformator istehsal edir. Birinci név
transformatorun biri Ggin 5 kq demir ve 3 kg maftil, ikinci
név ugln isa 3 kq demir ve 2 kq meaftil telab olunur. Bir
transformatorun satisindan sex uygun olaraq 6 va 5 dollar
golir goturur. Sexds 4,8 t demir ve 3 t maftil var. Sex nego
ndv maftil istehsal edir? Ne¢a ndv ehtiyyatdan istifads olu-
nar? Serf normasi matrisini, manfastde xususi ¢aki vekto-
runu ve ehtiyatlarinin vektorunu yazin. Bir nege istehsal
planina baxin va onlarin hansinin mimkin plan oldugunu

muayyanlasdirin. Masalen, 500 600 miimkiin plan ola
600) " | 600
bilormi?
Halli. Menfestde xususi gaki vektoru C =(6,5), re-

. . 4800
surslarin ehtiyat vektoru isa B = olar.
3000

53

Serf normasi matrisi 4 {
3 2

] olar. Mahsulun novleri

—2, resurslarin noévu— 2.

X =(x1j planinin mimkin oldugunu gostarmak Gglin
X

ya bu plan Ugun ehtiyyatlarin serfini hesablayib, ehtiyyat-
larla maqayise etmak lazimdir, ya da 4x <B matris — vektor
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berasizliyinin dogrulugunu yoxlamaq lazimdir. Naticads ala-
rnq ki, har iki plan mamkundur.

5. Taxta—salban zavodunda kiknar ve sam agacla-
rindan faner va tirlor dizaldilir. 100 kv.m faner Ug¢un 2 kub m.
kiikknar ve 6 kub m. sam agaci teleb olunur va 170 dollar
manfaat alinir. 100 m kuknar tiri dguin 5 kub m. va 100 m.
sam tiri Ggln 4 kub m. agac teleb olunur, menfeat ise
uygun olaraq 80 va 100 dollardir. Bu zavod nega mahsul
istehsal edir? Neg¢a ndv ehtiyyatdan istifade olunur? Mate-
rial sarfi normasinin matrisini, xisusi manfasat va resurslar
ehtiyati vektorunu tapin. isbat edin ki, faner istehsal etmok
sorfoli deyil. Maksimum manfasat veran plani tapin.

6. (é AIJ matrisinin kvadratini va kubunu tapin.

Gostoris. Matrisi kvadrata yuUkseltmak dglin onu
0zU-6zuns vurmaq lazimdir. Matrisin kvadratini 6zina vur-
duqgda matrisin kubunu aling.

7. Tutaq ki, E vahid matrisdir. Yoxlayin ki, XE(EX)
varsa, onda XE=X (EX=X) bearaberliyi ixtiyari X Ugun
dogrudur.

8. Tutaq ki, Az(z 3}32( 2 ‘3]. Yoxlayin ki,

12 -1 2
AB=BA=E, burada E; iki tertibli vahid matrisdir. Belo ol-
dugda A va B matrisleri qarsiliqh ters matrisler adlanir
ve asasen X ' kimiisara edirlor.

9. R® fozasinda asagidaki matrisleri yazin:

a) vektorun | komponentini 3-8, Il komponentini 2-
ya vurun va lll komponentini oldugu kimi saxlayin; b) Il
komponenti avvalki u¢ komponentin cemi, Il komponenti
avvalki | va Il komponentlerin cemi, | komponenti ise ov-
valki kimi galir.

10. ©ger Y maenfi olmayan satir vektordu, 4 mat-

ris, X,B siitun vektorlardirsa, onda AX<B berabersizliyini
soldan Y- o vursaq, barabarsizlik 6z gucunds galar. Bunu
yoxlayin.
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1.3. Xatti cabri tanliklar sistemi

1. Xatti cabri tanliklor sistemi haqqinda ilk malu-
matlar.Bir cox masalalerin halli naticade xatti cebri tonliklor
sisteminin halline gaetirilir. Asagidaki «zarafat-maseloyo»
baxaq. «Kesfiyyat¢i haqqinda masele». Maxfi seherds
100000 fshle 3 boyuk zavodda iglayir. Sshards basqa
zavod yoxdur. Kasefiyyatgi bu zavodlarda kadr axini
haqqinda malumati alds edib: bir ilde har min nafar iggiden
20 naferi A zavodundan B — ye, 15 nafari isea C — ya kegir
vo s. (sokil 1). $ahar uzun iller sakit, stabil yasayir. Bu
soraitde kasfiyyatgcl har zavodda isleyanlerin sayini tapir.
Siz da bunu tapa bilarsinizmi?

Halli. Tapa bilerik ki,
«Soher sakit, stabil yasayir»
Onu  gbsterir ki, bir ilda bir ?/ 7 8 5
zavoddan negas fahle isden 10

y

cixibsa, o qadar da ise gabul B 10 C

olunub. A zavodundaki
fehlalerin sayini a ile, B
zavodundaki fehlalerin sayini b ile, C
zavodundaki fehlalerin sayini ¢ ils isare eisaok,
xotti cebri tanlikler sistemini alariq:

A 35a/1000 = 7b/1000 +8¢/1000,

B: 17b/1000 = 20a/1000 +10¢/1000,

C: 18¢/1000 =15a/1000 +105/1000,
a+b+c=100000

Bu sistemi hall edib taparq:

a = 17600, b = 43600, ¢ = 38800

Xatti cabrda bir vektorun bir nege vektorlarin xatti
kombinasiyas! olub, olmadigini yoxlamaq ugin har dafs
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xotti cabri tonlikler sistemi ile rastlasiriq. Bele masalays biz
yuxarida (bax. punkt 3 1.1.) baxmisdiq.

Xatti cabri tonliklar sistemina aid olan bazi muhim
anlayislar nezardan kegirak.

Xatti cabri tanliklar sisteminin he¢ olmazsa bir halli
oldugda ona birgs, yalniz bir halli oldugda ona musayyen,
birden ¢ox halli oldugda ona geyri-muayyan va halli olma-
digda onda ona birge olmayan deyilir. Asagida bels sis-
temlare aid misallar ardicilligla gésterilmisdir:

X, +x,=3, 2x, —x, =1,
2x, —x, =0, X, +x,=5,

x, —x, =1, X, +2x, =4,
2x, —2x, =2, 2x, +4x, =7,
2. Xeotti cobri tanliklor sisteminin vektor ve mat-

ris-vektor saklinda yazilisi. Tutaq ki, n — machullu xatti
cabri m tenlikdan ibarat sistem verilmisdir:

ax +..+a x =b,

a x +..+a x =b .

ml1”71 mn~"n m

'xl bl .
x=| | | : isare edak.
X, b
A — il amsallar matrisini, A4,...,A, — ilo matrisin

vektor sltunlarini isare etsak, onda verilmis sistemi asagi-
daki kimi yaza bilarik:

Vektor soklinde: x 4 +...+x A =B

Onda verilmis sistemin halli B vektorunun Ay,...,A,
vektorlarina gore butin mumkin ayriiglarinin tapilmasina
gatirilir. Yoni ele xy,...,x, adadlar toplusu tapilmalidir ki, B
vektoru emsallari hamin adadler olan vektorlarin xatti kom-
binasiyasi olsun. Har bir bela toplum n Olgulu vektordur ve

30



demali, verilmis sistemin haller coxlugu M, n olguli xatti
adadi goxlugun R" — in alt goxlugudur. ©ger B vektorunu
A4, ...,A, vektorlarinin he¢ olmazsa bir xatti kombinasiyasi
soklinde gosterila bilerse, onda xatti caebri tanlikler sistemi
birge (uyusan), bu xatti kombinasiya yalniz bir olarsa, onda
sistem muayyan, birdan ¢ox olarsa sistem geyri-muayyan
vo ager B vektoru Ay, ..., A, vektorlarinin xatti kombinasiy-
asi saklinda gosterile bilmazse, onda sistem birge olmayan
(uyusmayan) adlanir ve yaxud: |m|>1,M|=1,|M|>1,|M|=0

Xatti cebri tonliklar sistemi matris saklinde qisaca
olaraq AX=B saklinda yazilir (adi birdaracali ax=>b tanliyi ile
muqayisa edin).

Iki xatti cabri tanlikler sisteminin birinin har bir halli
digerinin halli olarsa ve ya tarsine, onda hamin tanliklar
sistemi eyniglcli adlanir, yani onlarin hallar ¢oxlugu eyni-
dir. Asagidaki iki gevirma xatti cebri tanliklor sisteminin
elementar ¢evirmasi adlanir:

1) tenliklerdan birini sifirdan farqli ededs vurmaq ve ya
bolmak;
2) sistemin tanliklarindan birinin Gzarina alava etmak.

Hb6km. Xaetti cabri tanliklar sistemi Uzerinde sayindan
asilh olmayaraq ardicil eynigucli g¢evirmalar apardiqgda ev-
valki sistemla eyniguclu sistem alinar.

Xaotti cabri tanliklar sistemini  hall etmak Ugun genis
yayllmig Usulu machullarnn ardicil yox edilmasi Usulundan
ve ya onun modifikasiyasi — Jordan-Hauss Usulundan isti-
fade edirler. Bu Usulun mahiyyati ondan ibaratdir ki, ele-
mentar c¢evirmalar vasitasilo masalon, 3 tortibli sistem
ucbucaq ve ya trapes saklina gatirilir.

a x +a,x,+a.x+=>b,

a.x, +a,x+=b,,

22772 23773
1

a,x,+=>b, .

33773
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Bu sistemin (avvelkina eynigucld) hallini tapmagq
asandir, hamin hall svvalki sistemin halli olar.
Misal 1. Asagidaki sistemi Jordan-Hauss Usulu ile
hall edin.
X +x,+x,=6,
2x, —x,+x, =3,
2x, —x, =1.
Machullar ardicil olarag yox edak. 1-ci addim da x;
— i birinciden basqa tenliklerden yox edak:
X, +x,+x, =6,
-3x,—x,=-9,
2x,—x,=1.
2-ci addimda x3 — U ikinci tenlikden basqa galan
butun tenliklardan yox edak:

X, —2x,=-3,
-3x,—-x,=-9,
5x, =10.

3-cu addimda x» - ni uguncuden basga butun ten-
liklarden yox edak:

x =1,
-x, =-3,
5x, =10.

2

Belaliklo, sistemin halli: x; =1, x> =2, x3 =3 olar.

32



3. Matrisin determinanti.

Tutaq ki, 4 _ [a“ anz] - iki tortibli kvadrat matrisdir.

aZI a22

a a. —a.a. - oadadi A matrisinin determinanti adlanir ve

117722 127721

A(A) ile ve yaxud |4 4| ils igars olunur.
aZl a22
N H al] alz al} PRI B
3 tortibli matrisinin determinanti
A: aZ] aZZ 23
a a a

asagidaki kimi hesablanir:

A(A) = ayjaypay; +aparpas +a;3aas —

—a3dydsz —apdydsy —dydypds

Determinantin har hansi bir elementinin minoru ha-
min elementin yerlasdiyi satri ve sutunu pozdugdan sonra
alinan determinanta deyilir. Masalon: yuxaridaki 3-tertibli
determinantin a;; elementinin minoru

a a
A =7 3 olar.

11

a32 a33

Determinantin har hansi bir elementinin cabri ta-
mamlayicisi hamin elementin minorunun (-7)° hasiline deyi-
lir. Bura da S hamin elementin yerlagdiyi satir va sutunlarin
némralarinin comidir.

Determinantin xassoleri:

1) satirlorle sutunlarnn yerini dayisdikde determinant
dayismaz, yani transponira olunmus matrisin determinanti
avvalki matrisin determinantina barabaerdir;

2) determinantin iki satrinin (sutununun) yerini dayis-
dikde onun isaresi dayisir, yani determinantin iki satrinin
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(sUtununun) yerini dayismak determinanti (-1) vurmagla ey-
nigucludur;

3) determinantin iki satri (sutunu) eyni olarsa, deter-
minant sifira barabardir;

4) determinanin satirinin (sUtununun) butin ele-
mentlorinin ortaq vurugu olarsa, onu determinant isarosi
xaricina ¢ixarmagq olar;

5) determinanti har hansi bir satirinin (sutunun)
batin elementlarini eyni bir adeda vurub, diger satirin
(sutunun) uygun elementlari Gzarina alave etsek determi-
nant deyigmir;

6) determinantin har hansi bir setrinin (sutununun)
bitin elementlarini onlarin uygun cabri tamamlayicilarina
vurub, topladigda hamin determinant alinir, masalan, i - ci
setiri (sttunu) goétursak alanq:

A(A) = ailAil teeet ainAin ve ya A(A) = i aikAik !

burada A4, odadleri g, elementinin cabri tamamlayicila-

ndir.

Bu xassaler istenilon kvadrat matrisin determinanti-
nin tapilmasina imkan verir. Lakin adi qayda ile masalan 5-
tortibli determinanti hesablamaq kifayet deracada agirdir,
ona gora doa lazim galdikde komputer programlarindan isti-
fade edirler. Biz bu kitabda 4 tertibden yuxari olmayan de-
terminantlarla kifayatlonaciyik.

Misal 2. 4 tortibli: determinantini he-

A=

W = NN

3
3
1
4

N O = =
—_— O = N

sablayin.
Halli. Determinantin birinci satir elementlarine gore
ayriligini yazaq: A=1A,, —2A,, +3A, —4A,,
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Ay, Ay, Az, Ay, - Gg tertibli determinantlar tapagq.
Misal Gglin, A, - i tapaq:
1 o |1 o |
4 11 B 1 B
Eyni qayda ile tapanq ki,
A, =-1, A; =-1,A, =-1 ; naticede alariqg ki, A=3.
4. Determinantlarin xatti cabri tanliklar sisteminin
komayi ila halli. Ugmachullu, Ug tanlikdan ibarat xatti cabri

tonlikler sistemina baxaq:
ay X, +apX, +a3%; = by,

1
=2-3+1=0
4

A, =2

+1

Ay X, + Ay X, +ayX; = by,

Ay X, + A3y X, + Ay, = b,

. an 4 dp b, a, aj;
TUtaq ki, A=lay ay ay A =1b, a, ayl
ay 4y Ay by, ay ay
a, b a; a, a, b
A, =lay b, ay Ay =lay ay, by”
ay by ay a, a, by

Onda, A #0 olarsa, xatti cebri tonliklor sisteminin yegana
halli var ve bu hall Kramer duisturlar adlanan asagidaki
dusturlarla tapilir:

A A A

X, =—,X,=—=,x,=—.
A A A
Qeyd edsk ki, analoji dusturlar machullarin sayi tan-
liklerin sayina berabar olan ve machullarin emsallarindan
duzaldilmis determinant sifirdan ferqli olan ixtiyari xetti cebri

tonlikler sistemina tetbiq edilir.
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Misal 3. Kramer dusturlari vasitasile asagidaki sis-
temi hall edin:
X, +2x,+3x, =14,

x,+ x, =5,
2x, +3x, +4x, = 20.
Cavab: :__izl,xzz__Zzz,)%:__?:;

5. Tars matris. Tutaq ki, A har hansi matrisdir. ©9ger
AB=BA=E olarsa, B matrisi A matrisinin tersi adlanir, bu-
rada E har hansi vahid matrisdir. ©dadlarle migayise et-
sok muayyen oxsarligi gorerik, bels ki, mesalon, 2 adadi

dculn % - in tars adaddir, cunki 2-%=1. Bu manada A mat-

risinin torsini A™ isara edirlder.

Taklif. Yalniz kvadrat matrisin torsi var.

Isbati.  Malum oldugu kimi vahid matris kvadrat mat-
risdir.

Tutaq ki, E matrisini s satirli vo s sutunu matri-
sidir. Farz edak ki, A matrisi m x n dl¢ulu, B matrisi isa k x |
Olcllidir. Onda AB=E oldugundan alinir ki, m =s = n = k;
ham de BA=E oldugundan k =m, | = s olar. Belslikls,
alanq ki, m=k =n bunu da isbat etmak talab olunurdu. Eyni
gayda ile gostarmak olar ki, k=m =n, yoni A ve B
kvadrat matrislordir.

Ters matrisi tapmaq Ugln asagidaki alqoritmden
istifade etmak olar:

0) verilmis matrisin kvadrat matris olub-olmadigina
baxiriq, ager kvadrat matris deyilse, onda onun tersi yox-
dur, agar kvadrat matrisdirsa, onda birinci bands kegirik;

1) A(A) determinantini hesablayiriq: ager bu de-

terminant sifra berabardirse, onda ters matris yoxdur, ager
sifirdan farglidirsa, onda ikinci bande kegirik;
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2) matrisin har bir elementinin yerine onun cabri
tamamlayicisini yazirq;

3) alinmisg matrisi transponire edirik;

4) aldigimiz matrisin her bir elementini A(4) deter-

minantina boluruk, onda A matrisinin tersini alariq.
2 1
Misal 4. Tutaq ki, 4 =(3 2}. A(4)=1, demali ters

matris var. Her bir elementin yerine onun cabri
tamamlayicisini yazsaq, alariq [21 _;’J Bu matrisi trans-

ponira edek va A(4)=1- o bolek, alinan A—lz[ i ‘21} mat-

risi A —nin tarsidir.
2 1Y 2 -1 1 0
Yoxlama:[ j{ j=( J
3 2/-3 2 0 1

Misal 5. A:[Z 1}, B:[4 0] oldugda AX=E
3 2 1 2

matris tenliyini hall edin. Yuxarida A matrisinin tersini
tapmisiq. Verilmis tonliyi soldan A" — o vuraq: A" AX=A"B
A1 A=E oldugundan, aling ki, X= A'B. Demali verilmis

tanliyin heui( 7 ‘2J matrisidir.
~10 4

voxtama: |> [ 7 2[4 0
oxiama: 13 2f-10 4)7l1 2
Boyuk olgulu matrislerin tersinin tapilmasi ¢cox amak
sorfi teleb edir. Bunun Ugun komruterdan istifade etmoak
lazimdir. Forz edak ki, 100 satri vo 100 sutunu olan matrisi
kompdutera daxil etmak lazimdir. Burada elementlerin sayi
10000-dir. ©ger bu elementlor 36,23 saklindedirsa, yani

vergule qgeder iki reqem, verguldan sonra iki reqgem ve
vergulin 6zu da daxil olmaqgla 50 000 isare daxil etmak
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lazimdir. Her isaraye 1 san. sarf olunsa, onda 50 000:3 600
yoni butdvlikde 16 saata yaxin vaxt serf olunar.

MOSSLSOLOR

1. Jotox, =1, Sisteminin birge (uyusmayan)
{aoc1 +x,=a’

olmadigi, qgeyri-muayyan oldugu, misayyan oldugu, birge

(uyusan) oldugu butin « -1 tapin.

Halli. Birinci tenlikden x; — i tapib, ikinci tenlikda
yerine yazsaq alarq: (I-a’)x, =a’ -a. Oger a#*l olsa,
onda bu tenliyin yegana halli olar x =-¢/(1+«), bu halda
tonlikler sisteminin yegana halli olacaq:

x =(l+a+a’)/(+a), x,=—a/(l-a)- Oger a=+l1 olar-
sa, onda a=1 va « =-1 hallarini xUsusi tedqiq etmak
lazimdir. ¢=1 oldugda (1-a’)x, =&’ —« tenliyinin sonsuz
sayda halli olar — har bir aded onun hallidir, demsali bu halda
tonliklar sisteminin de sonsuz sayda halli var. ¢ =1 olduqda
(l—ozz)x2 =a’ —a tanliyinin halli yoxdur ve demali tenliklar
sisteminin da halli yoxdur. Belsliklo, naticads aling: a=-1
oduqda tenlikler sistemi birge (uyusmayandir) deyil, a=1
olduqda sistem geyri-muayyandir va o #+1 oldugda muay-
yondir vo « # —1 olduqgda ise sistem birgadir (uyusandir).

2x,—x,+x,=6,
x,—-8+x =x,,
x,—10+x, =0.

Xotti cabri tanliklor sistemini vektor va matris — vek-
tor seklinds yazin.

3. Machullari yox etmakla xatti cabri tonliklor siste-
mini igbucaq soklina gatirarak onun hallini tapin:
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X —x,+x,=4,
2x, —x,+x, =-1,
4x —x, =1
4. Kramer dusturlan vasitasile xetti cabri tenliklar
sistemini hall edin.
2x,—x,+x,=0,
X +x,+x,=7,

3x,—x,+x, =1

5. a, b, ¢ parametrler arasinda hansi minasibat
a 1 1

oldugda |1 & 1| matrisinin tersi yoxdur. Matrisini torsi
1 1 ¢

olmadigi parametrlaerin heg¢ olmazsa bir Gg¢liylni gdsterin.

6. Asagidaki matrislarin har birinin tarsini tapin:

1 0Y(4 1\ (n m) (1 23
o 2)lo 2)lo 1) |1 3 4
0 0 1

7. Bas diaqonal Uzesrindaki n adadlerdan har biri
olan n tertibli kvadrat matrisin determinantini hesablayin.

8. Gostermak olar ki, kvadrat matrislaerin hasilinin
determinanti, onlarin determinantlari hasiline barabardir. Bu

fakti (2 Oj matrisinin kvadrati ve kubu ugun yolxayin.
1 2

9. Bundan avvalki massladan istifade ederak gos-
torin ki, ters matrisin (eger varsa) determinanti avvalki
matrisin derminantinin tersidir.

Gdsteris. ©vvalce gosterin ki, vahid matrisin determi-
nanti 1-a barabardir.
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10. Gostarin ki, agar xatti cebri tonliklor sisteminin
he¢ olmazsa iki halli varsa, onda sistemin hallerinin sayi
sonsuzdur.

11. R? fozasini 6zii-6ziine ceviran xatti cevirma

(lj vektorunu (2] vektoruna, (1j vektorunu isa [3j
0 1 1 2

vektoruna gevirir. Bu ¢gevirmanin matrisini tapin.
Gdésteris. XA=B matris toenliyini hall edin, burada X

. 11 2 3
axtarnlan matris, 4= , B=
0 1 1 2

12. Xaetti tanliklor sistmeinin butiin sarbast hadleri
sifira barabardirse, bu sistem bircins adlanir. Gosterin ki,
belo sistemin sifirdan forgli halli olarsa, onda hamin
sistemin sonsuz sayda halli var.

13. Tutaq ki, o, cevirmaleri R’ fozasinda tesir
edon xatti cevirmalardir va uygun olarag A,B matrislari ilo
verilib. ©ger onlar ardicil, bir-birinin ardinca tetbiq etsak,
onda natice gevirmasi hasil matrisi ile veriler. « -8, -«
cevirmalarinin matrislarini tapin.

14. Gostorin ki, R® fazasinda kollinlar olmayan ixti-
yari iki vektor bazis emala gatirir.

15. Gosterin ki, iki amtaa fozasinda, ixtiyari amtas
dasti (toplusu) iki geyri-mutenasib amtea destinin ax + fy
kombinasiyasi geklindadir. Naezera almaq lazimdir ki, «,/f

manfi olmaya da bilarlar.
Gostaris. ©vvalki masaladen istifada edin.
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Movzu 2.
MUSTOVi UZORINDD VO FOZADA XOTT

Hesab edak ki, duz xatt Uzearinds , koordinat sistemi,
mustevi Uzerinde ve fezada dizbucaqgli koordinat sistemi
haqqinda esas malumatlar malumdur. Hamginin hesab
edaceyik ki, serbast vektorlar («sarbast» istigamatlonmis
parcalar) haqqinda asas malumatlar, ndqtenin koordinatlari
ile onun radius - vektoru arasindaki alagaleri ve digar oxsar
malumatlari da bilirik.

2.1. Mustavi Uzarinda duiz xatt.
Fazada mustoavi vo diiz xatt

1.Mustavi Uzorinda duz xatt, diiz xattin muxtalif
nov tanlikleri. Tutaq ki, Ufigi OX ve saquli OY koordinat
oxlarnnin kasisma noqgtasi O(0,0) noqtasidir (sokil1).

Bu oxlar Uzarinde uzunluq vahidi  secilmigdir, onlari
OM va ON-ls isaro edak.

Saga dogru
istigamatlonmis Ufigi OX Y
uzerinda x koordinatini, (0,2)
yuxariya dogru
istigamatlanmis saquli N .
QY Ulzerinds iso (-1, 0) ¢n- @b
y koordinatini ayiracagiq. IY; N
Sakilde mustavi
uzarinde muxtalif noqgtelar
geyd edilmisdir. Sakil 1.
Mustavi Uzarinda xatti tanliyi ele F(x,y)=0
tonliyine deyilir ki,bu tenliyi xatt Uzerinde olan ixtiyari
noqtenin koordinatlari 6dayir ve xattin Uzarinde olmayan
noqtelarin koordinatlar 6damir. Malumdur ki, ikideyisenli ax
+ by = ¢ xaetti tonliyi mustavi Uzerinde diz xatti tayin edir.
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Muxtalif xatti tenliklarle verilmis duz xatlerin an rasional
usulla neca quruldugunu gdstarok.

A
a y b) Ak
1 ﬂ/T/
NE A
B
A > »
0 3 X 0 X
c) Yy A
=(23)
11
2.0 >
0 X Sokil 2.

Masslon, duz xstti koordinat oxlan ile kasisma
nogtalarine gbra quraq. Duz xstti ax + by =c tanliyi ile
verildikde onu bu cur qurmaq alveriglidir. Misal Ugun
2x+3y=6 duz xattini qurag. Bu diz xattin OX oxu ile
kasisma noqtesini tapmaq uguin y=0 goturak, onda x=3
alariq (sakil 2, a) yeni A néqtasini tapirq.

Analoji qayda ila bu duz xattin OY oxu ile kesisma
nogtesini tapmaq ugun X=0 gabul edearak, y=2 alariq ki, bu
ise B noqtesidir. Bu iki nogteden kegan diz xett ax-

tardigimiz diz xettdir.. Bu diz xsttin tenliyini X,V _¢
3 2
soklinde da yaza bilarik ki, bu da diz xettin pargalarla tan-
liyi adlanir.
Oger duz xatt y= kx+b tanliyi ile verilarss, onu
asagidaki sokilde qurmagq elveriglidir: saquli ox Uzerinda
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B=1( b=1 vahid) (sekil 2, b) ndqtssini tapaq, sonra bu
noqteden Ufiqgi istigamatde 1 vahid saga «gedak» ve k=2
vahid yuxar «qalxarag» K noqtssini tapirq. K va B nog-
talerindan axtarilan Il diz xettini gakak.

Bazi hallarda verilmigs nogteden kegen ve verilmis
vektora (dUz xattin normal vektoru) perpendikulyar olan diuz
xotti qurmaq lazim galir. Tutaq ki, (Xo, Yo) noqtesi ve
ﬁz(a,b) vektoru verilmigdir. Onda diz xattin tanliyi
a(x—x,)+b(y—y,)=0 olar. Ona gore do Ill diiz xattini
(sekil 2,v) qurmaq ugun (2, 1) négtesindan kegon ve (2, 3)
vektoruna perpendikulyar olan duz xatt gekmak lazimdir.

Arayis xarakterli bazi malumatlari da qeyd edak.
©ger duz xatt (X, yo) nogtesinden kecirse, onun tonliyi
a(x—x,)+b(y—y,)=0 sokilinds olar, burada a ve b ix-

tiyan adadlardir. (xo, yo ) vo ( x1, y1 ) ndqtalarinden kegen
diiz xattin tenlyi (¥=%) _ (?=2.) soklindadir.
(xl_xo) (y1_yo)
Bucaq emsallari ks, k2 olan duz xatler arasindaki ¢

bucadl ., - (k,—k,) disturu ile tapilr.
(1 + kl ’ kz)
Duz xatlerin paralel olmasi Ugun zaruri vo kafi sert
onlarin bucaq emsallarinin barabar olmasidir: ks=k, (sakil
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d
y=x y=h
y+)% h
Sokil 3

Duz xstler y=kx+p soklinde tenliklerle verilerss,

onda onlarin perpendikulyar olmasi Ggln zaruri ve kafi serte
kk, =-1, 8g9r ax+by=c soklinde tenliklerle verilorss,
onda ga, +bb, =0 olar.

ax+by=c VO ax+by=_c, duz xsttlerinin kesigsme

néqtesini tapmagq Uciin J4X+DY=¢. tonlikler sistemini
a,x+by=c,
hall etmak lazimdir.

Ufigi diiz xatlerin tenliyi y=h, saquli diiz xatlerin ten-
liyi ise x=d soklindadir: | kvandratin tanbdleninin tenliyi  y=x,
Il kvandratin tenbdlaninin tanliyi iss y+x=0 olar (sakil 3).

2. Telab ve taklifin xatti funksiyalar, tarazliq
giymatlerin terifii Her hansi emteays baxaq. Vahid
amteanin verimis P qiymatina gobra, alicilarin alacagi

amtesnin migdarini p(p) ile isare edsk.D(p) funksiyasi
amtoasnin toleb funksiyasi adlanir. p(p) azalan funksiyadir,

onun taxmini grafiki sakil 4-de verilmisdir. Diger terefden
saticilarin bazara cixardigi emteanin miqgdarini S(p) ilo
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isaro edok. Bu funksiya emteenin toklif funksiyasi adlanir.
Bu funksiya artandir, onun texmini grafiki sekil 5-da verilib.

I)Ak S A D

S
|

@ -=--

v

Ty
=

P P
Sakil 4. Sakil 5. Sakil 6.

Tolab ve taklifin bearaber oldugu qiymeat taraziiq
qiymeti adlanir. Demali, berabesrdlguli p° tarazliq qiymati
tgtin D(p")=S(p") (sokil 6).

Tutag ki, taleb ve toklif funksiyalan xatti funksi-
yalardir (bu farziyye yalniz muayyan mahdudiyyatlarde
mumkun ola bilar).

Masalen, tutaq ki, D(p)=40-p, S(p)=10+2p. On-
da tarazliq qiymeti asagidaki tenliyin hallinden tapilar:
40-p=10+2p; p=10.

3. Budca g¢oxlugu. n olgulu C amtasler fazasina
baxaq.Tutaq ki, p qiymetler vektorudur. Onda X
amtealer dastini (toplusunun) giymati px = ipix,- olar.

i=1

9gar X ve Y dastlerinin (toplusunun) giymatlari ey-
nidirse yazacagiq ki, X~Y. Bu isaro amtasler fozasinda
eynigucluliyl goéstarir, yoni: a) simmetrik: eger X ~Y isa,
onda Y~ Xolar; b) tranzitivlik: eger X~Y ve Y~ Z olarsa,
onda X ~Z olar; c) refleksivlik: ager X ~X ixtiyari X € C
Ucln. ©mtasler fozasinda bir sira basga munasibatler do
fikirlegsmak olar.

iki emtoslor fozasina baxaq. Asanligla gérmek olar
ki, eyni qgiymati olan amtasaler dasti (toplusu)
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¢, px, + p,x, =c tonliyi ile verilmis duz xattin birinci kvad-
ratinda yerlegon L, hissasidir. Bu diz xatt qiymatler vek-
toruna perpendikulyardir. ©ger e <c¢ olarsa, onda
p.x, + p,x, = e tonliyiile verilmis [, duz xatti [ duz xsttine
paraleldir va koordinat baglangicina daha yaxindir.

Tutaq ki, har hansi pul mablegi O fikse edilmigdir.
Bu pul mablagins galir de deyirler. Qiymatleri Q-den gox

olmayan bitin emtealer destine (toplusuna) blidce ¢oxlugu
deyirlor vo B ile isare edirlor. Bludce coxlugunu adi ve
vektor barabarsizlikleri vasitasilo asagidaki kimi tayin etmak
oalr: B(P.Q)={X eC:px, +..+ p,x, <0} vo ya

B(P,Q)={xeC:PX <Q}.

Qiymat daqiq Q-ys besrabesr olan emtsesler dastinin
(toplusunun) c¢oxluguna blidce goxlugunun serhadi deyilir
ve G-ile isare edirlor. Budca g¢oxlugunun serhadini adi ve
vektor barabasizliyinin kdmayi ile tayin etmak olar:

G(p,Q)={xeC:px +..+px,=0} VO Yya B(p,Q)Z {x eC:px= Q}
(Qeyd edak ki, amtaslor fozasi manfi olmayan vektorlar
dastinden (toplusundan) ibaratdir).

Oger amtooler fozasi ikidlguli ve ya Ugdlcull
olarsa, onda blidce ¢oxlugunu ayani tasvir etmak olar. Sakil
7-de muxtelif P qgiymetleri va muxtalif O galirlari Ggun bid-
ca ¢oxlugu tasvir olunmusdur.

A X2 3

1 Q=40 B(P, 50)
Q=20 B(P, 40) P=(2. 1)
P=(2, 1)
% 0=50
0 10 20 x; s@¢o Nl v
VEiinn R To 1 (o [ (g - 1
oxlari Sokil 7. colciili
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fozada bidce ¢oxlugu Ug¢ UzlU piramida olar. Bu
piramidanin Uzlarindan birinin yerlagdiyi mustavinin birinci
oktanta sixilmis hissasi blidce ¢oxlugunun sarhadi olar.

Budce goxlugu B(P,Q), P qiymatinden ve Q gali-

rinden asildir. Galir artdigca bidce c¢oxlugunun searhadi
O0zuna paralel olaraq koordinat baslangicindan uzaglasir,
giymet azalanda da o artir-serhadlerin kesisme noqtesi
koordinat baslangicindan uzaglasir (sakil 7-e baxin).

Misal 1. ki smtes fozasina baxaq. ©ger
Il emtes |-dan diz iki defe X A
cox olarsa, amtoalar dasti
(toplusu) balanslasdiriimig
adlanir. 9gar amtaa dosti

(toplusu) balanslasdirnimis

deyilss, onda har hansi 4 o

amtaanin gosterilmis nisbatdan

artigi heg bir shamiyyet kesb Sekil 8.

etmir va bu halda balanslasdirimis dastin (toplunun) qiy-
mati (faydasl) uygun balanslagdirimis dastin (toplunun)
giymatine (faydasina) bearabardir. Yoxlayin ki, alinan mina-
sibat ekvivalentlik munasibatidir.

Halli. Refleksivlik, simmetriklik va tranzitivlik xasse-
larinin O0danildiyini yoxlayaq. Ekvivalentlik sinfi-ixtiyari iki
elementi ekvivalent olan maksimal c¢oxlugdur. Sakil 8-de
baxilan ekvivalentliyin bir ne¢a hali gostarilmisdir. Kasisma
bucaqglan y=2x duz xattinin Uzarinds yerlagirlar.

4. Fazada miustavi va diuiz xatt. Fozada seath tonliyi
ele F(x,y,z)=0 tenliyina deyilir ki, bu tenliyi seth tzerinde
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olan ixtiyari néqgtanin koordinatlari 6dayir, bu sath Gzerinda
olmayan heg¢ bir ndgtenin koordinatlari ddemir.

Malumdur ki, ugdayigenli ax+by+cz=d xatt
tanliyi fozada mustevini tayin edir. Arayis xarakterli bir nege
malumatlari geyd edak.

OX oxu Uzerinda goéturilmis a noqgtesinden, OY oxu
Uzerinde goturilmus b ndgtasindan ve OZ oxu Uzarinda
goturdimus ¢ noqgtesinden keg¢an maustavinin tenliyi

%+%+% —1 soklindadir. (xo, Yo, o) Ndqtasindan kegan
ve 7 =(a,b,c) vektoruna perpendikulyar olan (bu vektor

mustavinin  normal vektoru adlanir) mustevinin tenliyi
a(x—x,)+b(y—y,)+c(z—z,)=0 kimidir. [ki mistevinin para-

lelliyi Gigln zaruri ve kafi sart onlarin normal vektorlarinin
mutanasib olmasidir.

Saquli mustaviler yeni OZ oxuna paralel olan mus-
toviler by tenliyi ax+by=c sakilindadir. Ufligi mustaviler, yani
OXY mustevisine paralel olan mustavilerin tenliyi z =h
sokilindadir va b.

Fozada duz xatt ¢cox hallarda iki mustevinin kesig-
masi sakilinda verilir, yani diz xatt

ax+by+cz=d ,
ax+by+cz=d .
tanlikler sisteminin halleri goxlugu kimi verilir.

Verilmis (xo, Yo, Zo) V8 (X1, y1, Z1) noqtelarinden ke-
¢on duz xattin tenliyi

(x—x%l_x0)=(y_y%] —yo):(z_z%l ~2)

MOSSOLBLOR
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1. Asagidaki diz xotleri rasional Usul segerak
qurun:
a) 3x+4y=12; b) y=2x-1; c¢) (1,2) noqtesindan kegan va
(2, 3) vektoruna perpendikulyar olan; ¢) x/3+y/5=1.

2. a) (1, 2) vo (4, 5); b) (-1, 0) va (0, 0)
ndqtalerinden kegan diz xattin tenliyini yazin.

3. a) (0, 0) ndégtasindan kegan va bucaq amsall k =2
olan; b) (-1, 0) ndqtasindan kegen ve bucaq emsall k= -1
olan duz xattin tanliyini yazin.

4. Telab va toklifin bir nege xotti funksiyasini
fikirlagin, onlarin grafikini ¢akin ve har bir hal Ggln barabar
cokili giymati tapin. X 4 P (2,5

5. Muxtaslif giymat Ggun ’
baraber p = (2, 5)vektorlari W
(eyni) manfaat xatlorini gokin. 40 p.v.
Masalan, p = (2, ), 9-cu

0 p.
sokilde MN, VW xatlori uygun Py .
olaraq 20 va40 pul vahidina 0 M 14
uygun dayar xatlaridir. Sokil 9

6. Mustavi Uzerinde ve fezada xatleri parametrik
sokilde, her bir esas dayisanlerin parametrdan asililigi
soklinde vermoek olar. Maselan, x=f, y =2t +1 mustevi
Uzerinde y =2x +1 xattini verir. 2x+3y=6, -8x+4y=I16
xatlorinin parametrik tonliklerini yazin.

Cavab: x=3t;, y=2-2t; x=2t; y=4+4t.
7. x=2t, y=3t, z=4t duz xstti 2x+3y+4z=0 mis-
tovisini kasirmi?

8. Zavod iki nOv emtea istehsal edir va A4 intensivliyi
0-dan 1-a gadar dayismekle islaye bilir (1 =1 maksimal
intensivlikdir). A =0-dan A=1- @ gadar (1=1 maksimal
intensivlikdir). 4 =1 oldugda zavoda (20, 40) amtes desti,
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A intensivliyinde isa 4 Q dasti istehsal olunur. Zavodun
istehsal eds bilaceyi amtaa dastini yazin va qgrafiki olaraq
tosvir edin.

9. ki zavod eyni ndv olmagla iki mahsul istehsal
edir. (44 A2) intensivliyi ile igladikde birinci zavod
40, =(104,154), iKinci zavod iss 4,0, =(204,,104,) dastini,
bu zavodlar birlikde ise (10 +4,0,) emtes dsstini istehsal

edir. Hoar iki zavodun birlikde istehsal eds bilacayi emtes
dastler coxlugunu yazin ve grafik tasvir edin.

10. Iki név emtes fazasinda 1-ci amtaanin amtas
destinde 2-ciden 3 dafe c¢ox oldugunu bilerek, onun ya-
ratdi§i ekvivalentliyi nazardan kegirin.

11. (2, 5) giymatlari ile verilmis iki emtes fozasinda
amtaalar goxlugunu qgrafik olaraq gosterin.: a) 40 pul vahid
dayerina barabar; b) 60 pul vahidinden ¢ox olmayan dayare
uygun; c¢) 30 pul vahidinden az ve 40 pul vahidindan ¢ox
olmayan dayara uygun.

12. Asagidaki iki emtes Ugln blidca ¢oxlugunun ve
onun searhadlarinin nece dayisdiyini izlayin: a) yalniz galir
diyigir; b) yalniz bir amtesnin giymati deyisir; c) her iki
amtoaanin qiymati dayisir, onlarin nisbati isa sabit qalir.

13. Iki smtes fozasinda iki giymet vektoru veril-
migdir: P = (2, 3) vo Q =(3, 4). Birincisi alig, ikincisi satig
giymatidir. Barabar menfeatlerin nisbati amtaa ekvivalentlik
munasibatidirmi?

14. (2, 3, 5) qgiymatlerine uygun (¢ amtaa fozasi
verilmisdir: asagidaki giymata uygun amtasler ¢oxlugunu
grafik olaraq gostarin:a)40 pul vahidi; b) 60 pul vahidindan
cox olmayan; c) 20 pul vahidinden az olmayan; ¢) 30 pul
vahidinden az va 40 pul vahidinden ¢ox olmayan.

15. Rusiyanin Markazi Banki 1997-ci il Ggun valyuta
dshlizi misyyan etmigdir. ilin avvalinds dollar 5 500 rubl,
ilin axirinda ise 6 230 rubl (regemlar sertidir). Dollarin
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kursunun 1997-ci ilin glnlerinin uygun apropsima edilmis
némrasina xatti asilihgini tapin.

16. ki emtos fozasinda mitenasib olmayan iki A
ve B amtes destine baxaq. gx + gy kombinasiyasi seklinde

gOsterile bilan butin X dastlerinin ¢oxlugunu tasvir edin,
burada ¢, g menfi olmayan adadlerdir. Uygun goxlugu g

amtoes fozasinda neco tasavvir edirsiniz? Bu halda muts-
nasib olmamagq sertini hansi sert avez edar?

2.2. ikitartibli miihiim ayrilor.

Polyar koordinat sistemi
Duzbucaqgl koordinat sistemina nazearan ikidaracali

Ax* + Bxy+Cy* + Dx+ Ey+ F =0 tonliyi ile tayin olunan xatte
ikitortibli ayri deyilir. iki deracasli tenlik ya cevreni, ya ellipsi,
ya hiperbolani, ya parabolani, ya kasigen duz xatlar cutlinu,
ya paralel ya da bir noqteni, ya da duz xatler cutinu tayin
edir. Bundan basqga, hamin tanliyin halleri ¢oxlugu bos
coxdugq ola bilar.

Misal 1. x° +y°=0 tenliyi kasisen x—y=0 ve x+y =0
duz xetlerini tayin edir.

Misal 2. y°~ 4 =0 tenliyi y — 2 =0 ve y + 2 =0 paralel
duz xetlerini teyin edir.

Misal 3. x° +y’=0 tenliyi O(0,0) noqgtasini tayin edir.

Misal 4. x’+y’+I1=0  tenliyini heg¢ bir noqtenin
koordinatlari 6damir.

1.ikitartibli miihim ayrilar. Morkez adlanan geyd
edilmis bir ndqtesindan, radius adlanan eyni masafede
yerloson mistavi nogtelerinin goxluguna c¢evra deyilir.
Radiusu R, markazi C(xy, yo) noqgtesi olan gevranin tanliyini
cixaraq (sakil 1).
Cevranin ixtiyari M(x, y) négtasi tgun CM=R.
Buradan gevranin tanliyini alarq.
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(x_xo)2+(y_yo)2:R2 Y 4
©ger ¢evranin markaz
koordinat baslangicinda
olarsa, yani xy=0, y,=0 olarsa, c
onda c¢evranin tenliyi kanonik

tonlik adlanan sade goakle
diser: x’+y’=R’

v

0 X
Fokus adlanan verilmis Sakil 1.

cami sabit kemiyyet olan
mustevi ndqtalerinin goxluguna elps aeyilir.

Bu sabit kemiyyati 2 a, fokuslar ise Fy(-c, 0) ve
Fo(-c, 0) — ila isare edak. Ellips Uzarinda olan ixtiyari M(x,
y) nogtasindan fokuslara geder masafaler:
r=FM=,\/(x+c¢c)"+y" Vo A M

r,=FM=,(x-c) +y’ olar.

Ellipsin tarifine asasan c/7\} R
1 +7r, =2a . Buradan: a\F]\Abja'
r=2a-r ;1 =4a’ —4ar, +r; ; -

2 2 2. _
4ar, =4a” +r; — 1" ;dar, =

=4a’ ++(x-c)? +y? —(x+0)? + y?%;
ar, =a’ —xc; a’r, =(a’ —xc)’;
az((x—c)2 +y2)= a* —2a’xc+x’c?;
buradan alarq: (a° —c*)x’ +a’y’ =a’(a’ - ¢?).
Bger a=c olsa, y=0 alanq ki, bu da [F;, FJ]

parcasinin  tenliyidir. ©ger a>c¢ olarsa, onda
a’*—c? =b* (a<c<b) isara edib va barabaerliyin har torafini

a’b’ —a bolsak ellipsin kanonik tanliyini alarq:

2 y7: . 22 _ g2
xéz + 1, a—-c =b".
Bu tanliya asasen deya bilarik ki, ellips koordinat

oxlarina nazesran simmetrikdir. Misbeat, « ve » adadleri
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ellipsin boyuk va kicik yarnmoxlari, 5:4 adadi ise

eksentrisitli adlanir.

£ =0 olduqda alariq ki @ = b, ¢ = 0. Bu halda ellips
radiusu a olan gevradir. ¢ =1 oldugda ise a = ¢, b = 0 olar
vo ellips [F4, F5] pargasina gevrilir.

Fokus adlanan F noqtasinden ve direktris adlanan
m duz xasttinden barabar mesafede yerlosan mustovi
ndqtelarinin goxluguna parabola deyilir (sokil 3).
Tutaq ki, F(p/2, 0) parabolanin fokus ndqtssidir, saquli m

duz xetti ise (- p/2, 0)

o . ) N...|l M
noqtesinden kegir. Bu nogts e 7
saquli koordinat oxuna nazeren :
fokus nogtssile simmetrikdir. :

Bger M(x, y) parabolanin : F
ixtiyari ndqtasidirse, onda :
M| Sekil 3.

MN = x + % -- bu néqtaden

direktrisa gqader masafe,
r=FM =./(x—p)’+y’ - fokusa gader olan masafadir.

Parabolanin terifine asasan bu masafaler barabardir:

JEx=p)y+y’ :x+%.

Buradan parabolanin 2 =7,y tenliyini aling. Lakin

cox hallarda parabolanin adi, mektebdan malum olan
tenliyinden istifade edirler: y = ax” + bx + ¢, burada a, b, ¢

parabolanin  parametrloridir. Parametrlarin ~ muxtalif
giymatleri igln parabolanin grafiki sakil 4 — de verilmisdir.
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Sekil 4.

Adeten parabolanin grafikini qurmag UGgln bir nege asas
momentlorden: simmetriya oxu, koklari, parabolanin teps
noqgtesi, parabolanin gollarinin istiqgamati ve s. istifade edirlor.
Biz hesab edeacayik ki, bu @sas momentler malumdur.

Fokus adlanan verilmis iki F; va F, nogtasindan
masafalarinin forgi sabit kemiyyat olan mustavi ndégtalerinin
coxluguna hiperbola deyilir (sokil 5).

Tutaq ki, bu kemiyyat 2a —ya berabardir. ©ger
F1(-C, 0) vo F,(C, 0) hiperbolanin fokus noqtslari M(x, y)
ise hiperbolanin ixtiyari nogtedirse, onda bu noqgtaden
fokuslara gedar masafe s

b

r=FM=,/(x+c) +)

vo r=FM=+(x—c) +)’
olar. Hiperbolanin terifine
osasan | —r|=2a veya F a

rn—r==%2a.

Ellipsde oldugu kimi bu ifadani
sadalegdirmak, hiperbolanin
kanonik tenliyini alariq:
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2 2 2 2 2
x/z—y ,=c’; ¢ =a -b".
a b

Bu tenliys esasen muayyan ede btlarik ki, hiperbola
koordinat oxlarina nazersn  simmetrikdir.  ikitartibli
ayrilarden igtisadiyyata  tetbigine aid misal gosterak.

Qisman inhisar seraitinde firma 6z amtaasina 6zl
giymat teyin eda bilar, lakin bu halda firma emteaye talabin
dayismasini nazare almalidir. Asagidaki masaleni hall edak.

Misal 5 . Satigin hacmi - y, w giymetinden « M
y=40-2w  disturu ile asilidir. istehsal xerclorinin - J,
istehsalin y - hacminden asililigi  (y)=y?+2y+7 disturu ila
verilir. Maksimal menfeat kriteriyasina asasan istehsalin
hacminin optimal hacmini, manfeatin miqgdarini va xarcleri
tapin.

Hoalli. Masalenin gertlorine asasan manfast
P(y)zyw—J(y)zy(40—y)|2—(y2+2y+7) istehsalin hacminin

kvadratik funksiyasidir. Manfaatin téremaesini tapib, onu
sifira barabar etsak, istehsal hacmini optimallasdiran y*=6
giymatini tapariq. Sonra ise maksimal manfoati - p'=47 ve
istehsal xarclarini - J'=55 tapiriq.

2. ikitortibli ayrilorin optik va handasi xassalari.
Ovvalce optik xassaleri geyd edak:

1) ixtiyari M noqtesinde ellipse toxunan diiz xatt
Fi M, FoM (sakil 6, a) fokal radiuslar ile barabar bucaqlar
amala gatirir.

2) ixtiyari M néqtesinde parabolaya toxunan diiz
xott FM fokal radiusla vo M noqtesinden baglayan, pa-
rabolanin oxuna paralel olan sua emale gatirir (sakil 6, b).

3) Ixtiyari M ndqgtesinds hiperbolaya toxunan diiz
xott F1 M ve F,M fokal radiuslar ile barabar bucaglar amale
gatirir (sakil 6, v).

55



ZERNCI

Ellipsoid, paraboloid, hiperboloid.

indi tesavviir edok ki, ellips, parabola ve ya hiper-
bola fokus ndgtalerinden kegan ox atrafinda firlanir. Alinan
sathler uygun olaraq ellipsoid, paraboloid ve ya hiperboloid
adlanir. Fizikadan bize melum olan isigin aks olunmasi
ganununa asasan aling:

1) oger isig manbayi elliptik guzglnun fokuslarindan
birindadirsa, onda bu manbadan ¢ixan isiq suasi guzgudan
aks olunaraq digar foksa yigilir;

2) oager isig manbayi parabolik glizgunun fokus noqgte-
sindadirse, onda isig suasI guzgudan aks olunaraq, para-
bolanin oxuna paralel istigamatda gedir;

3) ager isig manbayi hiperbolik glizgunun fokuslarin-
dan birinde yerlasirsa, onda isiq suasi bu guzguden aks
olunaraq ele istigamatde gedir ki, digar fokusdan da bura-
xilsaydi, hamin istigamatda gedardi. Parabolik gizgunun bu
xassosine gore projektorun qurulusu teyin olunur. Asa-
gidaki teorem ellips, hiperbola ve parabolanin har birinin
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handasi tabistini tesvir edir vo na ugln bu ayrilor konik
kasiklar adlanir sualina cavab verir.

Teorem. istonilon dairavi konusun onun
topasindan kegmayan miistavi ilo kasiyi
yalniz ellips (xtisusi halda c¢evra),
parabola va ya hiperbola ola bilar.

3. Polyar koordinat sistemi. Slverigli va tez-tez
totbig olunan polyar koordinat sistemini tesvir edak. Polyus
adlanan O  noqtesi ile, bu ndgtadan ¢ixan polyar ox
adlanan OA suasi ila ve uzunlugu 6élgmak Ggln migyasla
toyin olunan koordinat sistemina polyar koordinat sistemi
deyilir. Bundan alave polyar koordinat sistemi verildikde O
noqtasi atrafinda hansi istigamatda firlanmanin musbat
istigamat oldugu da geyd edilmalidir. Adatan saat aqrabinin
aksi musbat istigamat hesab olunur. Tutaq ki, O polyus ve
OA polyar ox (sokil 7) verilmisdir.

ixtiyari M noéqtesine baxaq

vo OM =p ilo isaro edsk. M

OA oxunun OM suasi ile p

tst-uste dusmasi Ugun @

firlana ¢ bucagin ile 9/ A
Sakil 7.

isara edak, yoni
ZAOM = ¢ (radian) p ve ¢ oadadlerine M ndqtesinin

(verilmis sistema nazaren) polyar koordinatlari deyilir. p
adadi birinci koordinat ve yaxud polyar radius, ¢ adadi
ikinci koordinat ve ya polyar bucaq adlanir.

Qeyd edok ki, M noqgtesi O nogtesi ili Ust-Uste
dlsersa, onda birinci koordinat p =0 olur, ikinci koordinat
ise bu halda geyri-muayyoandir (muUayyan giymata malik
olmur). Bazan eyni zamanda dekart ve polyar koordinat
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sistemindan istifade etmak lazim gelir. Bu halda bir
sistemdan digerine kegmak masalasi ortaya ¢ixir: négtanin
polyar koordinatlarini bilerek, onun dekart koordinatlarini ve
torsine — dekart koordinatlarini bilerek onun polyar
koordinatlarini tapmaq. Bu dusturlari tapmaq ¢atin deyildir,
bela ki, (x, y) dekart, (o ,¢) polyar koordinatlardirsa, onda

y=psing
dusturlan polyar koordinatlardan dekart koordinatlarina,

e 2

1gp=y/x

{x=pcos¢ , (1)

dusturlan ise dekart koordinatlardan polyar koordinatlara
kecidi teamin edir.

Misal 6. Noqgtenin dekart koordinatlan (-2, 2) veril-
misdir. Onun polyar koordinatlarini tapin. (2) dusturlarinda
istifads etsek alariq: p =22, p=37z/4.

Misal 7. Dekart koordinat sisteminde duz xaott
y= J3x disturu ile verilib. Asanligla gérmak olar ki, polyar

koordinatlarli onun tenliyi g =+/3 olar.
Misal 8. Radiusu R, markazi polyusda olan g¢evranin
tonliyi polyar koordinat sisteminde — , =g olar.

Ellipsin, parabolanin va hiperbolanin polyar koordinat
sisteminda tenliklarina darslikde baxmagq olar.

4 Xatlorin parametrik tanliklari. Tutaq ki, OXY
koordinat sistemi va bir arqumentli iki funksiya verilmisdir:
x=U@), y=3%) (3)
Sertlesak ki, t—nin har bir giymatinds x va y kamiy-
yetlerine har hansi M noqtasinin koordinatlari kimi baxmagq
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olar. t deyisdikce Umumiyyetle desak, x va y kemiyyatlari do
dayisir vo demsali M noqgtesi mustevi Uzerinde 6z yerini
dayisir. (3) barabarliyi M; néqgtesinin trayektoriyasinin para-
metrik tanliyi adlanir; t argumentine dayigsen parametr de-
yilir©ger M noqtesi her hansi xatt Uzre harokat edirse,
onda (3) dusturlan parametrik olaraq hamin xatti teyin edir.
Misal 9. a) x=4¢, y=-3t+3 dusturlan 3x+4y=12

dUz xattinin parametrik tanliyidir;
b) x=Rcost,y=Rsint dusturlan, merkezi koor-

dinat baglangicinda radiusu R olan ¢evranin parametrik
tonliyidir;
c) x=acost, y=hbsint disturlar a ve b olan ellip-
sin tanliydir;
2
c) yzt,X=% - ise y’ =2px parabolasinin para-

metrik tanliyidir.

MOSSOLBLOR

1. y=ax’ +bx+c parabolasinin grafikini qurun.

Halli: Qrafiki xarakterik ndqgtslera asasen qururlar.
Bunlara asagidakilar aiddir:

a) parabolanin kokleri - ax’+bx+c=0 tenliyinden
tapilir (kdkleri olmaya da biler);

b) parabolanin  tepa noéqtesi — onun absisini
2ax+b =0 tenliyindan tapirlar;
c) koordinat oxlan ile kesisma noqgteleri — bu

ndqtanin koordinatlar (O.C) - dir;
¢) simmetriya oxlari — absisi x:—éa olan saquli

duz xett;
d) eger a >0 olarsa, parabolanin gollari yuxariya, a <0
olarsa, asagiya teraf yonelib, a =0 olarsa, onda parabola
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duz xette cgevrilor. (sokil 3-de parabolanin tipik grafikleri
goOstaerilib).

2. xy =d hiperbolasinin grafikini qurun. d >0 olarsa,
onda hiperbolanin bir ganadi 1-ci kvadrantda, digar ganadi
iso 3-cu kvadrantda yerlasir (sakil 8, a); d <O olarsa, onda
hiperbolanin qanadlan 2-ci ve 4-cU kvadrantda vyerlagir
(sekil 8, c). Cox hallarda koordinatlari mutleq giymatce
baraber olan iki ndqteni tapmaq kifayst edir: d >0 oldugda
bir ndqteni 1-ci kvadrantda, digar noqgteni (simmetrik) isa 3-
cu kvadrantda, d <O oldugda isea bir noqgteni 2-cCi
kvadrantda, digerini (simmetrik) ise 4-cu kvadrantda
tapirlar.

3. Her gun eyni emteadan eyni migdarda alan in-
sanlar grupuna baxaq (masalan, sigaret ¢akanlorin aldig-
lari siqareti). Nezarda tutulur ki, giymatlar cuzi dayigir. ©ger
giymatlar ahamiyyetli deraceda dayigerss, onda yeni
migdarda sigaret almaq zarurati yaranir. Bu insanlarin he-
min amtaaye telabi ile giymat arasindaki asilihi§ tapin.
Hamin amtaanin alinmasi Ugun gundalik xarcloenan muxtalif
pul migdarina goras talebin grafikini ¢akin.

b) yA

v
v

Sakil 8.
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P giymatinin har hansi intervalda deyismasina uygun
D telabi D(p):% dusturu ile ifade olunar, burada Q —

pulun migdaridir. Sakil 9-da taxmini grafikler gostarilmisdir.

DA

A

> P Sakil 9.

4) Polyar kooridnat sisteminde saquli ve Ufigi duz
xott tanliklerini verin.
5) Polyar koordinat sisteminde asagidaki funk-
siyalarin grafiklerini qurun:
a) r=¢ (Arximed spirali);

b) r= % (Hiperbolik spiral);

c) r=10sin3¢ (Uglagakli qizilgll).
6) Asagidaki xatleri parametrik sakilde gdsterin:
x+y=1, x’+y* =16, x*—y*=9
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Movzu 3.

IQTISADIYYATDA XOTTi MODELLOR
3.1. Optimal planlagdirmanin xatti modeli

1. Optimal planlagdirma masalasi. Bu modelin asas
torkib hissasi 2-ci movzuda verilmisdir. Onlarl gisa sakilda
tokrar edoak. Tutaq ki, muessise m nov resursdan n nov
mehsul istehsal edir. Bele ki, j—ci ndv mehsulun bir
vahidinin istehsali Gguin /—ci nOv resursun a; vahidi serf
olunur, yeni a; ile j—cu ndv meahsulun istehsal tgun i —cu
ndv resursun sarfi normasi isara edilmisdir.

Serf normasindan duzsldilmis A =( a;) matrisi sarf
normasi matrisi ve yaxud texnoloji matris adlanir. Nazero
alaq ki, bu matrisin j — cu sUtunu A; j— cu mahsulun bir
vahidinin istehsalina serf olunan resursu tamamile tasvir
edir, i — ci setirise i—ci resursun har mahsul vahidinin
istehsali igln serfini va ya vahid intensivli har texnologiyani
tosvir edir. Tutaq ki, ¢; kemiyysti j — cu msahsulun bir
vahidinin  satigindan alde olunan xususi menfastdir. Bu
xususi manfestler C =(c,---,c ) sdtir-vektorunu smala

cotirir. Onda C-X=cx +---+cx hasili x=(x,... x) vahidi

ilo ifade olunmus mahsulun satisindan alde olunan maen-
foot olar (burada X — sutln vektorudur, yazilig sadaliyi tgln
bazan onu satir vektor sakilinde yazacayiq). Bu manfaati
P(x) ils isare edak.

Tutaq ki, b; ile anbarda olan i —ci resursun miqdari
isara edilmigdir (vahidlerinin sayi). Bu ehtiyat kamiyyatlori
B=(b,---,b ) sokilinde yazaq (B sutun vektorudur). Onda

AX < B matris-vaektor bearabarsizliyi gosterir ki, istehsal
planina baxarkan resurs ehtiyatlarinin mahdudlugu nazera
alinmalidir. ©gaer bu barabarsizlik 6denarse, demali X plani
Ucun resurs ehtiyatlart B kifayetdir ve bela plan real ve ya
mimkdn plan adlanir.
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Asagidaki optimal planlagdirma masaslesine baxaq:
Istehsalin ele X' =(x,,---,x ) planini tapmal ki, mim-

kin plan olsun ve butun mumkun planlardan an ¢cox man-
foati temin etsin. Bu masalani asagidaki kimi yazirlar:
¢x, +---+c,x, > max,

n-"n

a, x, +-+a,x, <b

a,x, +---+a,x, <b,

xx,20,
va ya matris- vektor sakilinda

P(X)=C-X > max,

AX <B,

X>0
(X >0 mahdudiyysti masalenin mazmununu nazare alir, 0
-ise X —la eyni Ol¢ulu sifir sutun - vektorudur).

a,x, +--+a,x, <b

a,x +--+a,x <b,

xx,20,
vo ya matris-vektor sakilinda:

AX <B,

X=>0
sertlorini 6dayan butln planlar goxlugunu D ile isare edak
vo onu mumkun g¢oxlug (mumkin planlar g¢oxlugu)
adlandiraq. Onda yuxarida gosterdiyimiz xatti program-
lagsdirma (XR) masalesini asagidaki kimi ifade ede bilsrik:
mumkidn planlar ¢oxlugunda P(x)=c-x  funksiyasinin

. : . P(x) > max,
maksimumunu tapin. Matris-vektor sakilinde D
xen.

2. Xatti programlasdirma haqqinda bazi itmumi
malumatlar. Optimal planlasdirma masalssi xatti program-
lagsdirmanin (XP) an muhim masalalerinden biridir. Igtisadi
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sorh vermadan XP masalesini bele ifade etmak olar: de-
yiganlorin xetti mahdudiyyatlari gertlerinda xatti funksiyanin
ekstremumlarini tapin. Dayisenlarin butin xatti mahdudiy-
yatlari 6deyan qiymatlar goxlugu mimkdiin ¢oxluq adlanir.

MOmkin c¢oxlug Olglisi masalenin dayisanlarinin
saylina bearaber olan xotti adadi fezada ¢oxuzlu cisimdir.
Ekstremumu axtarilan xatti funksiya ise meqgsad funksiyasi
adlanir.

Bu gayda ile formalasmis daqiq riyazi masala xatti
programlasdirmanin dmumi masalasi adlanir. Ekstremum
noqtasi ise (ager o varsa) XP masalesinin optimal halli
adlanir. Qeyd edak ki, mimkin goxlugun ixtiyari noqtesi
XP-nin halli ve yaxud miimkiin halli adlanir.

Xaotti programlasdirma kegmis SSRi-de 30-cu illerin
(XX osr) sonunda yaranmisdir. Iqtisadgi-riyaziyyatgl alim
L.V.Kantorovi¢ bu masalalerin bir sira névunld qurmus ve
onlarin halli Gsullarini gostermisdir. 1975-ci ilde hamin elmi
islerine gora L.V.Kantorovig iqtisadiyyat sahasinde Nobel
mukafatina layiq gértulmuasdir ki, bu da XP masalalarinin
bdyuk shamiyyatine dalalat edir.

Sirf riyazi noqteyi-nezarden XP masalalerinin xusu-
siyyati ondadir ki, burada ekstremum téremenin tatbiq
komayi ile arasdinimir. Dogurdan da sade XP masalasina

baxaq: x—1— max, R
0<x<3 Y

Magsad funksiyasinin y=x-1
toremaesi 1- @ barabar
oldugundan tadqiq
olunan intervalda
bbhran noqtaleri yoxdur ,
vo klassik sxemlo Sekil 1.
ekstremumlari tapmagq

mumkun deyildir (sakil 1). Lakin maqgsad funksiyasinin
maksimumu x=3 noqtasindadir ve bu noqtse teyin oblastinin

v

0 3 X
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daxili ndqtesi deyildir (tdremanin kdmayi ile ekstremumlarin
tapilmasi Usulu meaktab programinda da baxilmigdir, 6.1-a
da baxa bilarsiniz).

Praktikada bazan eloe XP-masalalarini hall etmak
zorurati yaranir ki, resurslarin ve mahsullarin sayl had-
dinden ¢ox olur (yuzlerls ve minlarla). Bels masalalari hall
etmak UgUn guclu riyazi Usullar yaradilib va bu tip masalealar
kompduterlerin vasitesila hall olunur. XP masalalarini hall
etmak Ugun an mashur Usul 1949-cu ilde amerikan riya-
ziyyatcisi Dj. Dansiq terafinden kasf olunmus simpleks
Usuldur. Asagidaki iki teorem XP-nin va simpleks Usulun
nazari asasini toskil edir.

XP-nin | asas teoremi. XP masalasinin optimal
halli yalniz ve yalniz o halda var ki, magsad funksiyasi
mumkiin ¢oxlugda ekstremum istiqamatinde mahdud
olsun.

Bu teorem Umumi halda dogru olmaya da biler.

Masalan, y:A funksiyasi (0,+) coxlugunda asagidan

0-la mahduddur, lakin bu goxlugda onun minimum noqtesi
yoxdur.

XP-nin 11 asas teoremi. ©gar XP masalasinda
maqgsad funksiyasi ekstremum giymatini alirsa, onda
ekstremum noqtasi miimkiin goxlugun har hansi kiinc
noqtasidir.

Kinc ndgtasinin daqiq tarifi sade deyildir va bize heg
lazimda deyil. Yalniz yadda saxlamaq lazimdir ki,
ekstremumun axtanldigi mimkin ¢oxluq — goxuzli cisimdir
ve bu cismin tapa noqtaleri kiinc noqgtelaer hesab edilir. Bu
kinc noqgtsler sonlu saydadir. Simplek Usul ise mumkun
coxlugun kinc nogtslerinin axtarilan ekstremum noqtesine
yaxinlagsmaga dogru istigamatlenmis segimdir.

Novbati kiinc nogtesinin tahlili zamani simplek Usul
asagidakilar gdstarir:

1) bu ndqts — axtarilan ekstremum noéqtesidir;
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2) masalenin maqsad funksiyasi geyri mahduddur,
vo demali ekstremum noqteleri yoxdur. Bu da o demakdir
ki, masalonin halli yoxdur;

3) hansi kinc ndéqtesinin tedqiq olunacagini (bu
sortle ki, magsad funksiyasinin sonraki kiinc noqtesindaki
giymati ekstremuma daha yaxin olsun).

XP masslesinin simpleks Usulu ile adi alla halli
Simpleks cadvallar adlanan xususi cedvallar saklinds tertib
edilir. Lakin onlarla mahdudiyyst va bir o gqeder do dayi-
sonlar oldugda XP masalasini adi yolla hall etmak oldugca
murekkab olur, bu zaman komputerin tetbigi sadaca olaraq
zoruri olur.

3. ikideyisanli XP masalesinin grafik lisulla halli.

Asagidaki XP masalasini hall edak:

S(xl,xz): 2x, +2x, - max,

3x,+x, <6,
x, +2x, <6,
X;,%x, 2 0.
X2
A
I
- X .
0 | 2.\ X
L1 L2
Sakil 2.
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Mdasteavi Uzerinda koordinat sistemi goéturak (sakil 2).
Bela ki, baslangic nogtesi O(0,0), x; oxunu saga dogru
ufliqi, x2 oxunu ise yuxariya dogru saquli istigamatlandirak.
Mimkin D c¢oxlugunu qurmaga baslayaq.

3x, +x, <6 barabersizliyini serhadi 3x,+x, =6 duz
xotti olan yarimmustavi noqteleri O6dayir. Bu diz xatti
qurmagq ugun an sads yol onun koordinat oxlari il kasisma
ndqtasine gdére qurulmasidir (bax band 1, hisse 2.1). Bu
noqteler (2,0) ve (0,6) nogqtaleridir. Lazim olan yarimmus-
tovini misayyan etmak dc¢lin hamin diz xatt Uzerinde
olmayan har hansi nogtenin masalan, O(0,0) ndqts-
sinin3x, + x, < 6 barabarsizliyinde koordinatlarini yerina yaz-

saq, berabarsizlik dogru olardi. Bunu oxla gosterak. Demali,
I yanmmustevi O(0; 0) 06zinds saxlayan axtarilan
yarimmustavidir. Analoji olaraq ikinci mahdudiyyet tadqiq
edirik vo Il yarimmustavisini alariq. Har bir dayisanin manfi
olmamasi basga iki yarismmustevinin da qurulmasina
imkan verir: Saquli oxdan sag teref va Ufligi oxdan yuxariya
torof. Dord yarimmustavilarin kesismasi axtarilan mimkin
coxlugu- OABC dordbucaqh verar. Onu ylngllce strixlayak.
indii hemin goxlugda S(x1,x2) magsad funksiyasinin mak-
simumunu tapmaq lazimdir. XP-nin |l asas Teoremindan
istifade etmak olar.

Aydindir ki, maksimum néqtasi O, A, B, C tepa nog-
talerindan biri ola biler. O, A, C ndqtslerinin kooridnatlar
asan tapilir: O(0, 0), A (0, 3), C (2, 0). B noqgtesinin ko-
ordinatlarini tapmaq Ggln asagidaki tenliklar sistemini hall
etmak lazimdir: (3x, +x,=6 ,

{xl +2x,=6

Sistemi hall ederok tapirq: x :% X, :l% . indi

bu noqgtelarde magsad funksiyasinin giymatlerini hesabla-
yagq: S(O):O,S(A):6,S(B):3% . S(C)=4. Gorlindiyl ki-
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mi maksimum 3%- 8 berabardir ve bunu B(%’l%)

noqtasinds alir. Lakin adstan maksimum, adstan tapa
nogtalarini segmakla tapilimir.

2x1+2x, = e tanliyi ile verilmis L. xattina, yani S(x;,
Xp)= e — ya baxaq: gorunduyu kimi L. -xattinin har bir
ndqtasinde S funksiyasinin giymatleri eynidir va e - yo
berabardir. Buna gore de L. xattine S funksiyasinin e
soviyyo xatti deyilir. Sokil 2-doa iki saviyye xatti L1, L, gos-
torilmisgdir. Qeyd edak ki, saviyya xatlari kasigmirlar,
baxdigimiz halda onlar paralel duz xatlerdir ve har biri 6z
normal 7 =(2,2) vektoruna perpendikulyardir. Bu normal
vektor S funksiyasinin artma istigamatini gosterir. Ona gore
de maksimumu taparkan axtariginda seviyya xattini normal
vektor istiaamatinda harakat etdirmak lazimdir.

a) 4 —3x, +3x, —» min
17 2x, +5x, 210
— x <3
- I X,x, 20
- >
b) X2 A

X, +Xx, = max

%\\‘ ~ x, =1
AQ;_\IL\

1 = X, +x, 22
;\(' X;,X, 20
0 N\ x:
Sakil 3.

Bu halda tadqgiq edilan funksiyanin qiymatlori
artacaqg. Saviyya xattinin mimkun ¢oxlugla kesisdiyi axirinci
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nogte maksimum noqtssi olacag. Bizim halda bu B
néqtesidir. Belolikle cavab: x, =0/, x, =12/ ; max 5 =39/ .

©ger masalada xatti funksiyanan minimumunu tap-
magq telab olunsaydi, onda saviyye xattini normal vektorun
aksi istiqamatinda harokat etdirmak lazimdir.

Riyazi analizin Umumi teoremlarinden alinir ki, agar
XP masalasinde mimkin c¢oxluqg mahduddursa, onda
maqsad funksiyasi bu ¢oxlugda ham maksimumunu, ham
de minimumunu alir. ©gaer mumkuin ¢oxluq geyri-mahdud
olarsa, onda ekstremum olmaya da biler. Bu halda XP ma-
sealasinin halli yoxdur. Sakil 3-de minimumun tapiimasina ail
maesale goOsterilmigdir (sakil 3, a). Hemin gakilde bir
masalanin da halli gostarilmisdir: meaqgsad funksiyasinin
geyri-mahdud olmasina asasen maksimum istiqamatinde
maskimum noqtesi yoxdur (sakil 3, b).

4. Tam adadli XP masalalori. XP—nin bir mass-
lalerinde dayisanlarin bir negasi ve yaxud hamisi tam adadli
olur, yeni onlarin giymatleri yalniz tam adadlar olur. Mase-
lan, transformatorlar hagqinda massaledsa (1.2 bdlmasinda
bax) ve ya asagida gatirilen 3,4 masalalarinda oldugu kimi.
XP-nin bele masalalarini hall etmak adi masalaleri hall
etmokdan c¢ox murakkabdir. Adi mesalaler dedikda tam
adadli mahdudiyyatin olmadi§i masalaler nazarde tutulur .
Beloe masaloalarin hall Gglin xususi Usullar tertib olunub,
masalan «budaq ve serhad» adlanan Usul. Yalniz XP
masalasinin hallinde oldugu kimi, burada da saviyys xattini
ekstremum istigametinde hareket etdirarak axirinci
tamadadli ndqtani tapmaq lazimdir. Bununla da axtarilan
optimal tamadadli halli tapmis olariq (asagidaki 2-ci
masalaye bax).
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MOSSOLSLOR

1. XP masalasini hall edin:
1998x, + x, +5x, — max,

X +x, +x; =27,
2x, +2x, —2x, =10,
X,X,5,X; 20,
x, =1
Halli. Birinci barabaerliyi 2-ya vurub, ikinci
baraberlikls toplasaq, alariq:
2x, +2x, =32, x, +x,=16.
Buradan, xs=77 . Magsad funksiyasinda x; ve x>
—nin amsallarinin ¢ox farqgli oldugunu nazers alsaq, bela
naticaya galirik ki, x; ¢ox bdylk , x>—isa ¢ox Kigik olmalidir.
Son neticeda alariq: x,=1, x;=15. Magsad funksiyasinin
maksimumu 30026 olar.

2.Tam adadli XP masalasini grafik Usulla hall edin:
10x, +9x, - max,
3x, +2x, <24,
7x, +20x, <140,
2x, <11
X1, X2 - tam adadlerdir, x,,x, >0.

Maselonin  mumkun g¢oxlugunun tasviri nadir ve
onun neg¢a elementi var?

Halli. ®vvalce mumkin ¢oxlugu tam adadli gertini
nazera almadan tapaq. OABCD besbucaqlisini alariq
(sokil 4).

Her iki koordinati tam adad olmagla, bu besbucag-
linin nege ndqtesi oldugunu misayyan edak. Belo ndgtalerin
sayl 39 -dur. Hamin ndqgtaler ¢oxlugu masalenin  mimkin
coxlugunu teskil edir (tam adadli olmaq serti ils). O
ndqtasindan (10, 9) normal vektorunu gokak.
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Bu vektora perpendikulyar Xo4 -
olan diiz xatti, onun gosterdiyi ~] A
istiqamatda harakat etdirak. B
Axirinci tam adadli nogtani
tapmaga calisaqg. Bu (5, 4)
noqtasidir. Magsad
funksiyanin maksimum
giymati tam adadli gaortini
nazere almagla 95-a
barabardir.

=

C

v

ol b 1128 X

Sokil 4.

3. Tikinti trestinde 2 agir ve 10 yungul ekskavator
var. Ug tikinti idaresinde onlara ehtiyac var. Bir agir ve bir
yungul ekskavatorun sutkaliq isi (kub metrle) asagidaki
kimidir: (150, 40), (180, 25), (200, 30).

Bir tikinti idaresinde 5-den g¢ox ekskavator gon-
dermak olmaz. Har bir tikinti idaresine gondarilon agir ve
yungul ekskavatorlarin sayini musyyenlasdiren masalani
tortib edin va hall edin, bu sertlo ki, ekskavatorlarin bir
sutkalig cam gakilda isi maksimum olsun. Qeyd edak ki, bu
masale tam addali programlasdirma masalasidir.

4. 40-dan az olmamaq sertile 2x3 ol¢ulu ve 60-dan
az olmamagq sertile 5x5 dlgulu demir lIdvhalarden minimum
sayida 13x6 m Olguli demir I6vhaleri duzsltmak Ggln xp
masalasi tertib edin ve bu masalani hall edin. Nezara alin
ki, bu masela tam adadlidir.

Gostoris. Boyuk ldvhalerin kicik ve orta Iévhalera
bolinmasinin butin mumkun Usullarina baxin.

3.2. Xotti programlasdirmada ikililik

ikililik nazariyyssi bitiin xatti programlagdirmanin
markoazi hissesini tegkil edir. Bu nazeriyys iqtisadiyyatda
genis tatbiq edilir.
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1. Ticarat masalasi. Texnoloji matrisi A, menfeatda
xususi galir vektorlan C va resurs ehtiyatlari B olan muas-
sisanin bir dovradaki isine baxaq. Uygun optimal plan-
lagsdirma masalasi genis sakilde asagidaki kimi olar:

¢x; +...+c¢,x, > max

n n
a,x, +...+a,x, <b,,

(1)

a,x, +...+a, x, <b,,

Xpseens X, 20.

Farz edak ki, mlUassisani sahibinin yanina alici galir
vo resurs ehtiyatlarinin bir hissasini ve ya hamisini ona
satmag teklif edir.

Niya de olmasin? Normal igtisadiyyatda qeti inkar
yoxdur, har sey giymatdan asilidir. Resurslarin strafinda
alver basglayir, daha daqiq desek resurslarin giymatlan-
dirilmasi baslayir, bels ki, alver bazarda getmir, ona gore do
muassisa sahibinin ve alicinin muxtslif fikirleri ola bilar. i -cCi
resursun giymatini y ilo isare edsk. Alici 6z magsadini

muayyanlaesdirib: na gadar mumkindir az xarc ¢aksin
yani: yb +...+y b — min

Musssisa sahibinin ise 6z fikirleri var. Baxin o, deyir
j- ¢l mahsulun bir vahidi Gglin man c, manfaatini alde
edirem, bu vahid meahsulu istehsal etmak Uglin (al/_,,_,,am,)

muxtalif resurslarin bir vahidini xarclayirom. Buna gore da
aglabatandir ki, ya, +.+ya >c, olsun. Bu munasibat
J m-m J

butiin név mahsullar Uglin dogru olmaldir. Alicinin va
saticinin arqumentlarini birlasdirsek, yeni XP masalasini
alarq:
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yb +...+y b — max,

ylall+"'+ymamlgcl’ (2)

Viserty ¥, 20.

Bu messale avvalki (1) masalasine nazeren ikili
masala adlanir va birlikds ticaret masalasini taskil edirlor.

Qeyd edak ki, avvalki masalenin har bir mahdu-
diyystina garsi, yeni har bir resursa qarsl uygun olaraq ikili
dayisen qarsl goyulmusdur. Goéstaracayik ki, har iki mase-
lanin optimal halli var. ikili deyisen verilmis resursa uygun
optimal giymatin resursun ikili giymati adlanir.

2. ikili masalanin simmetrik cutliiyii. Masalo (2)-ni
matris-vektor sokilinde yazaq. Bunun uglUn resurslarin
qiymatlorini satir-vektoru saklinde gosterek: ¥ =(y,,...,y ).

(1) baslangic masalesini de onun yaninda yazsaq,
ikili masalanin simmetrik cutllyunu alanq:

P(x)=C- X — max, S(Y)=Y - B— min,
AX <B, YB>c, (3)
X220 Y>0
Baslangic masalada oldugu kimi ikililiyi tertib etmayi
tokrarlayaq:

1) magsad funksiyasinin ekstremumunun tipi dayisir;

2) baglangic mesaslenin her bir mahdudiyyatina ikili
masalenin bir dayisani gargl qoyulur;

3) baslangic masalenin sarbast hadlari ikili masalanin
maqsad funksiyasinin dayisanlerinin emsallari olur;

4) mahdudiyyatler sisteminda har bir emsallar sutunu,
ikili masalanin mahdudiyyatlerini formalasdinr, lakin barabar-
sizliyin tipi deyisir. Baslangic masalenin maqgsad funk-
siyasinin dayisanlarinin amsallari ikili masalanin uygun be-
rabarsizliklarinin sarbast hadleri olurlar.
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ikili meselenin tertibinin bu algoritmi XP-nin (2)
sokilinda yazilmig ikili masalasi ugln da yararlidir. Belsliklo,
verilmis XP—nin ikili masalesinin  tertibi Ggln bu masala
maksimumu tapmaq ugundurse, onda onu (1) sekilinds,
agar minimumu tapmaq Ugundursa, onda onu (2) sakiline
gatirmak lazimdir, bundan sonra ise gostarilmis alqoritmlo
ikili masala qurulmalidir.

Masalan, verilmis XP masalasinin ikili masalasini
yazaq:

10x, —3x, —2x, — min,

X, —Xx,23,
I-x +x,<0,
X,x,,x,20
Bu mesealade minimumu tapmaqg teleb olundugu
{igiin biittin berabarsizlikleri (>) sekiline getirok. Onda XP

masalasina ekvivalent masala alariq:
10x, —3x, —2x, = min,

X, —x, =3,
X —x, 21,
X,x,,x,20

Bundan sonra ikili masaloni tartib edak:
3y, +y, > max,

v, +y, <10,
=) <_3’

3. Ikililik teoremlari. ikili masalanin vektor-matris
formasinda simmetrik cutliytune baxaq:
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P(X)=C-X — max, S(Y)=Y-B — min,
AX < B, YB>C,

X2>0 Y>0
Baslangic masalenin mumkin goxlugunu D ila , ikili
masalenin mimkiin coxlugunu ise D’-ls isare edak.

Ikililik nazeriyyasinin asas barabarsizliyi.

Baslangic masalenin ixtiyari mimkin X va ikili ma-
selanin ixtiyar Y halli tgun

P(x)<S(y) (4)

Isbati. Her iki masaleda dayisanlar manfi olmadig

Uclin asagidaki barabarsizlikler dogrudur:
P(X)=c-X<(YA)- X =Y -(4X)<Y-B=5(Y)

Osas berabersizlikden g¢ixan natice. ©ger ikili gutlik
masalalerinin birinin mumkidn ¢oxlugu bos deyilse, onda
diger masalenin magsad funksiyasi 6z mimkin ¢oxlugunda
ekstremum istigamatinde mahduddur.

Isbati. Tutaq ki, baslangic masslenin muimkin
coxlugu bos deyil, yeni D-de her hansi X° nogtesi var.
Onda asas barabarsizliya gora ikili masalanin  mumkuin
coxlugunun ixtiyar Y noqgtasi glin S(v)> P(XO) olar.

Miimkdin hellsrin optimalliq kriteriyasi.

Tutaqg ki, X* va Y* baglangic va ikili masslenin mim-
kin hallaridir. Bu hallerin optimal olmasi Ggun zaruri ve kafi
sort hamin masalalarin magsad funksiyalarinin giymatlarinin
barabar olmasidir.

Isbati. Forz edak ki, P(X *)=S(Y *).

isbati edok ki, X* maksimum néqtesidir (Y* un
minimum noqtesi olmasi analoji gayda ila isbat olunur).
Tutaq ki, X baslangic masalenin har hansi mimkin noég-
tosidir. Onda esas berabersizliys gore P(X)< (Y *)= P(X *).
Bunu da isbat etmak taleb olunurdu.

Kriteriyanin ikinci hissasi asagidaki teoremlarin
naticasidir:
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Ikililiyin 1-ci teoremi.

Oger ikili masalalerin birinin optimal halli varsa, onda
o biri masalanin de optimal halli var ve maqgsad funksiya-
larinin ekstremal giymatlari barabardir.

Bu teoremin isbati ¢gox murekkabdir va bize lazim
deyil. Bu teorem basqa iki teoremle birlikde XP-nin ikililik
nazariyyasini togkil edir.

Ikililiyin 2-ci teoremi.

Baslangic X* ve ikili Y* masalalarinin mimkin hal-
larinin optimal olmasi Ugln zaruri ve kafi sert asagidaki ¢
grup munasibatlerin har birinin yerina yetiriimasidir (yaddan
gixarmayin ki, x — suttin vektorudur, y - isa satir vektorudur):
1) Y*(B-AX*)=0 ve (Y*4-C)x*=0;

2) iy:(bi —iaﬁxjjzo ve Zm:(zm:ajyj —cj)x; =0

3) Ixtiyari j=1,..,m Ugln ager y. >0 olarsa, onda ixtiyari
j=1..,n Ucln ia.,x*:b. olar, ager y > olarsa, onda
g oJ i J

j=1

m

Za,,y: =C

7 | grup munasibatlerin zaruri ve kafiliyini isbat edak.
Zarurilik. Tutaq ki, X* ve Y*-optimal hallardir. Ikililiyin

asas barabarsizliyine asasen alariq: C-X <Y -B.

C-X <(rax =y (ax’)<y B

oldugundan ikililiyin  birinci teremina osasan
CX <Y B olar. Demali biitiin barabarsizliklar hagigatde
beraberliklardir: yeni CX* < (Y"4)X" =y"(4X")<Y'B
beloliklo alariq ki, ¥"(B—AX")=0ve (¥'4-C)x" =0
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Kafilik. Tutaq ki, Y (B—4X")=0 ve (Y 4-C)x" =0.
Onda Y'B=Y"(4x") vo (y'4)x" =cx’, Y -B=C-X"

Optimalliq kriteriyasina asasan deyas bilarik ki, x* ve
y* - optimal hallardir.

Il va Il grup munasibatlerin ekvivalentliyinin isbati ile
kifayatlonak. Tutaq ki, Il qrup munasibatler 6denir. Yalniz

sol minasibatlers baxaq. -, b‘_ia“x’f)zo ceminin har
pary z 1 = vy oJ

bir toplanani menfi deyildir, demali butin cemin sifira
barabar olmasindan har bir toplananin sifira barabar olmasi
cixir. Bu ise o demakdir ki, «ixtiyarl ;=1,...m» ugun Il gqrup

sol mdunasibatileri 6damir. Gdstera bilarik ki, 1l qrup
munasibatleri yerina yetirilmasinden alinir ki, Il qrup
munasibatlerin sol tarofi sifira berabardir.
Ikililiyin 3-cii teoremi.
Optimal planlasdirma masalesine baxaq:
P(X)zC-X—)max,
AX<B, X>0
Bu messleni B maselas adlandirag. Tutaq ki, B —
resurs ehtiyatlari vektorunun konkret B’- giymetinde

X*(Bo)z(x;) optimal planinin har iki terafi ciddi misbatdir.

B° — masalasinin ikili masalesinin optimal hellini ¥" (B ) ile
isaro edok. Onda ele ¢>0 varki, |B _BO‘ < ¢ oldugda:

1) B optimal planlasdirma masalasi tUg¢ln buraxilan
mahsullarin gesidi avvalki kimi galir (migdar etibari ile de-
yismasi mumkundur);

2) bundan alava, B masalasina ikili olan masalenin
optimal halli deyismaz qalir, yoni y"(B): y*(BO);

3) B masalasinin maksimal manfaati

P'(B)=P(B')+3y (b —p) dustird il ifads olunur,

burada P'(B") B° masalasinin maksimal menfaatidir.
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Bu teoremin isbati cox murekkabdir ve biza lazim
deyil.

4. ikililik nazariyyasinin igtisadi mezmunu. Bu
nazeriyyade baxilan markazi masala resurslarin qiymati
masalesidir. Bu giymatler bazar giymetleri deyil, istehsal
muessisasinin yalniz daxili noqgteyi-nazerinden texnoloji
matris va manfeatda xUsusi galir ile tayin olunan muassisa
strukturunda resurslardan semarali istifade menada basa
dusulur. Qiymetlandirma vyalniz istehsalin bir tsiklinde
istifade edilan resurslar tGgun aparilir. Bu isa realligi dizgin
aks etdirmayan gortilik, abstraktliq elementidir. Buradan
resurslarin giymatlandiriimasinin asas suali meydana gixir.
Bu ve ya diger resursun bir vahidinin alave olaraq isteh-
salata calb olunmasi na gader manfaat verar? Konkret ola-
raq bu sual asagidaki demakdir?

B resurs ehtiyatlari vektoru ile verilmis optimal
planlagdirma masalasinae baxaq. Maksimal manfeati tapaq.
ikili y* mesalesinin optimal hallini tapaq. Svveller gos-
tordiyimiz kimi ikili masalonin dayisanlerinin optimal qiymat-
lari resurslarin ikili giymatlari adlanir. Baxdigimiz néqteyi-
nazarden mahz resurslarin ikili giymatleri onlarin giymet
dlgtsudir. Ikililiyin  3-cli teoremi de bunu tesdiq edir. Dog-
rudan da teoremin sortloeri daxilinde istehsalata serf olunan
alava bir vahid /-ci resursun maksimal manfeati onun ikili
qiymeti geder artirir. ikililiyin 3-cii teoremi basga bir miihiim
fakti da tesdiq edir. istehsal olunan mahsullarin gesidinin
istenilan dayisikliyi istehsal tgin agrili kegir. Bela ki, yeni
mahsul ndvu Ugun alici tapmagq, artiq istehsaldan ¢ixarimig
mahsullar haqqginda alicillara izahat vermak, istehsal
yenidan qurmaq, dazgahlarin bazilerini deyismak, fohlalori
yenidan dyratmak va s. Lakin ikililiyin 3-cl teoremina gore
muayyan sartlar daxilinda ehtiyatlar dayismakle, buraxilan
mahsullarin ¢esidini deyismaz saxlamaq olar va burada
keyfiyyot deyil, yalniz musyyan kamiyyat dayigikliyi ola
biler. indi ise ikililiyin 1l teoreminin igtisadi menasina baxag.
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Bunun Ugln ilkin (baslangic) optimal planlasdirma
masalasina baxaq.
Onun optimal plani X" =(x’) ve ikili mesalonin

optimal plani Y~ =(y;) olsun. 3-cii qrup minasibatlera na-

zor salaq.
Yay >e olarsa, onda j—ci texnologiyani manfs-
j=1

atsiz (faydasiz) adlandiraq. Bu adin manasi aydindir, belo

ki, bu texnologiya vasitesile bir vahid meahsul ¢, qader

manfaat verir, buna searf olunan resurslarin giymati ise
m

Zay-yj gadardir, yoni manfeatden ¢oxdur.
Jj=1

Bu sebabden de 3-cu qrup munasibatlar birmanali
tosdiq edir ki, optimal planda bir dena da olsun manfaatsiz
texnologiyadan istifade olunmur. Digar tarafdan 3-ci qrup
«istanilen i =1,..,m » munasibatlerine asasen demak olar ki,
ager resurslar optimal planda tam istifade olunmamisdirsa,
onda onun ikili giymati sifira barabardir. Resurslarin ikili
giymati musbat olduqda, bu istehsalatin zaif cahati adlanir.
3 -cU grup munasibatlera goéra istehsalatin zasif cahati olan
resurslar optimal planda tam sakilde istifade olunmalidir.
ikililik nazariyyasinin asas (4) barabarsizliyini

n m
Dk <D b
=1 i=l

Bunu iqtisadi noqteyi-nezarden serh edak. Bu bera-
barsizliyi agagidaki kimi saerh etmak olar: agar biz saticinin
arqumentlori il raziyigsa, onda istehsal olunan bir vahid
mahsula serf olunan resurslarin giymati bir vahid mahsulun
satigindan eolde olunan manfestdan az olmamaldir, eyni
zamanda istehsalatin heg¢ bir mimukuin plani imkan verma-
malidir ki, resurs ehtiyatlarinin Gmumi giymatinden ¢ox
menfest alde olunsun. ikililiyin 1-ci teoremi tosdiq edir ki,

79



yalniz optimal plan resurslardan lazim olan manfaati tamin
eda biler.

MOSSOLBLOR

1. XP masalasinin ikililiyin 2-ci teoremina gora halli.
Tutaq ki, XP masalasi verilmisdir:

4x, — 8x, > max,

x, +x, <1,

2+x +x,20,

X,,%,,%, 20
Bu mesalada (¢ dayisan oldugundan onu grafik hall

etmoak olmaz. Bu masalani ikililiyin 2-ci teoremina asasen

hall etmak olar. Masalenin ikili masalasini quraq, bunun
ucln butin barabarsizlikleri (<) sokline gatirak:

4x, — 8x, = max,

x, +x,<l, ‘yIZO,
-x, —x, <2, ‘yZZO.
X,,x,,x, 20.

ikili mesaleni yazaq:
y, +2y, = min,
Yi— ), 2 0’
y, 24,
-y, 2-8,
Yisy, 2 0.
Bu masals ikideyigenlidir. Onu qgrafik Usulla hall eda
bilerik.
Cavab: y1=4, y»=0
Indi ise baslangic masalenin hallini ikililiyin 2-ci
teoreminin kdmayi ile tapaq.
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3-cU grup munasibatleri bele sarh edak: oger dayi-
sonlarin optimal qgiymatleri sifirdan ciddi boyukdiursa, onda
ikili masalenin Gygun mahdudiyyatleri onun optimal halle-
rinin komponentlarine barabarlik sakilinde daxil olar ve
torsine agar masaloenin mahdudiyyatlari ciddi barabarsizlik
soklindadirse, onda ikili dayigenin optimal qiymsati sifira
barabaer olar.

ikili masalanin Il ve Ill mahdudiyyatleri ciddi bsra-
barsizlik oldugundan, x,=0, x3=0 olar. y; >0 oldugundan
X1+x>=1 va demali x,=1 olar.

2. XP measalasi Ggun ikili masalani qurun:

4x, +3x, —30x, = min,

x, —6x, 21,
2—-x,+5x,<0,

X,,%,,%, 20

(1, 2, 0) va (4, 3) nogtalerinin uygun olaraq baslangic
va ikili masalalarin optimal hallari oldugunu yoxlayin.

3. Verilmis XP masalasi ugln ikili masalani qurun,
onu hall edin va sonra ikililiyin 1l teoreminin komayi ila
baslangic masalenin hallini tapin:

12x, — max,

- X, —2x, +x, 21,
2x, —x, +2x, <4,
X,X,,%, 20

4. Bank 3 ay muddatinde 1 milyard rubl sarbast
resursa malikdir. Bu resurs istiqraz almaga serafr olunsa
29%, banklararasi bazara serafr olunsa 17 %, valyuta alib
sonradan konvertasiya edilse 14% galir gatiror. Maksimum
faiz galiri qazanmaq Ugln masala tertib edin, onun ikili
masalasini qurun.

Resursun ikili giymati nece olar?

5. Agac emali zavodunda (bax 1.2) transformatorlar
haqqinda mesealada asagidaki suallara cavab verin: Hansi
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resurs istehsalin «zaif yeridirn? Resurslarin ikili giymati ne-
cadir?

3.3. Leontev va Neyman modellari

1. Leontev modeli. ilk olaraq sahslerarasi balans
modelina vo ya amerika iqtisadgisi Leontev (1906-1999)
modelina baxaq. Tutaq ki, xalg tesarrufatinin butin istehsal
sektoru n temiz sahaya bolunmusdldr. Temiz saha serti
anlayisdir — xalq taeserrufatinin az ve ya ¢ox daracada butdv
hissasidir, masalan, energetika, masingayirma, kend tesar-
rufati ve s.

Tutaq ki, a, j- ci sahaya sorf olunan j-ci sahanin

mahsulunun miqdardir.

Vi - i-ci sahanin mahsulunun hacmidir, c¢- qeyri
istehsal sferasinda istehlak olunan j-ci sahanin mahsulunun
istehlakidir.

Aydindir ki,

Ci:K_iai/
Z=(5,-j) matrisi 06zunde kifayat qeder ¢ox

informasiya ehtiva edir. Bela ki, onun j-ci satri butln xalq
tasarrifatinda j-ci mahsulun istifadasini xarakteriza edir, j-
cu mahsulun ise j-ci sahani xarakteriza edir: na ve hansi
migdarda istifada olunur.

indi ise olglisiiz kemiyystlora kegoek. Tutaq Ki,
4 :c% bu j-ci mahsulun bir vahidinin hazirlanmasi Ggln /-ci
sahsnin mahsul vahidinin miqgdandir. a, - edadleri j-ci
sahanin birbasa sarfiyyat amsallan adlanir va bu sahanin
texnologiyasini xarakterize  edir. % - odedi ise qeyri

istehsal sferasinda istehlak olunan i-ci sahanin mahsulunun
miqdarnidir.
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Leontev modeline baxmaq ucgun iki vacib ferziyyani
geyd edak.

Birinci farziyye ondan ibaratdir ki, istehsal texno-
logiyasi deyismaz qalir. Belsliklo, A=(a,) matrisi sabit gabul

olunur.
Ikinci ferziyya ise mdvcud texnologiyanin xattilik
xassasini gabul edir, yani j-ci sahanin x hacmde mahsul

istehsal etmasi ucln xa, miqdarda resurs teleb olunur. Bu

talebin mahiyyati ondan ibaratdir ki, har bir saha istenilon
hacmda 6z mahsulunu istehsal eds bilar, bu sertls ki, zeruri
migdarda resurslarla temin oluna bilsin. ©sl manada ise bu
bele deyildir, gunki har bir sahanin istehsal imkanlari emak
resurslar ile ve asas fondlarla mahduddur. Baxdiginiz
soraitde optimal planlagdirma masalesi ile resurslarin
optimal istifade olunmasi arasinda Umumi masalalr goxdur.
Xususi halda, tutaq ki, x = (x)) - sahslarda istehsal hacmi

vektorudur, onda i%x,- - bu sahalarin istehlak etdiyi mah-
j=! ‘

sullarin hacmidir. Nezarda tutulur ki, istehsalatdan kanarda
yalniz C=X-AX qalir. Baxdigimiz modelds an vacib masala
Leontev modelinin mahsuldarhigidir. Tutaq ki, geyri-istehsal
sferasinin talabati C vektoru ila ifade olunur.

Bu serti tamin edan istehsal vektoru varmi? Yeni
asagidaki tanliyi 6deyan vektor varmi?

C=A4AX-X (1)

Aydindir ki, igtisadi menasina gora bu vektor manfi
olmamaldir.

Buna gore de deyirlor ki, Leontev modeli mahsul-
dardir bu gertle ki, 4AX — X =C tanliyi istanilen ¢ >0 Ugun
manfi olmayan halle malik olsun.

Teorem. A matrisli Leontev modeli yalniz va
yalniz o halda mahsuldar olar ki, (E-4) - torsi olan va
manfi olmayan matris olsun.
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isbat etmok olar ki, Leontev modeli ham ds o
zaman mahsuldar olar ki, agar o ciddi musbat har hansi
istehlak vektorunu dogursun; buradan bele ¢ixir ki, ham da
istonilan manfi olmayan istehlak vektoru da yarana biler.
Leontev modelinin gdsterdiyimiz bu mahsuldarliq kriteriyasi
igtisadi noqteyi-nezardan alverigli deyildir. Ona gora da
basqa bir mahsuldarliq kriteriyasina baxag.

Tutaq ki, Leontev modeli m x n Olgulid A matrsi ila
verilib; {ln} coxlugunu N ile isare edak.

Forz edoek ki, S N wager istenilon jeS ve
ieN/S Ugln a,= 0 olarsa, onda deyirler ki, S altgoxlugu

izole  olunmusdur. S altgoxlugunun izole  olunmasi
anlayisinin aydin igtisadi izahi var: némrasi S — @ daxil olan
saha, ndmresi S — @ daxil olmayan sahanin istehsal etdiyi
mahsulu istifads etmir.

©ger matrisin N ve g - dan basqa izola edilmis
altgoxlugu yoxdursa, onda matris ayriimaz adlanir. Ayril-
mazlig mavhumunun aydin igtisadi izahi var: istenilen saha
dolayi yolla olsa da butin sahalerin mahsullarindan istifade
edir. ©ger a;#0 olarsa, onda j- ci sahe i—ci sahanin

mahsulundan istifade edir. 8ger a,; =0 olarsa bels, onda j—

ci saha i—ci sahanin meahsulundan birbasa istifade etmasa
da matris ayrilmaz oldugda els zencir tapmagq olar ki, butin
sahalar bir-birinin mahsullundan istifade edir. Ayrilmaz
matrisler tgin mahsuldarliq sarti bele olar: ager har satrin
elementlarinin cami vahidden bdylk deyilse ve he¢ olmasa
bir setir uglun vahidden ciddi kigikdirss, onda — Leontev
modeli bele matrisle mahsuldardir.

2. Leontev modelinde Marksin amayin dayar
nazariyyasi. ©mak resurslarinin istifadesi ve paylanmasi
masalaleri ¢ox vacibdir, bele ki, onlann halli ictimai
istehsalin semaraliliyini musyyen edir. Leontev modelinda
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bu masalalar genis sakilda isiglandirilir. Har bir j—ci sahaye
1,>0 adadi garsI qoyaq. l_/. - adadi verilmig vahid intensivli

texnoloji prosesda telab olunan amak resurslar itkisini ifade
edir. Modellesdirma maqgsadindan asili olaraq l_/. - adadi
(j=1,--,n) adam-glin (adam-saat) ve yaxud da isleysnlerin
say! ile olgulur. Tutaq ki, L=(/,---,[ ) - vahid intensivli
texnoloji prosesda amak resurslari vektorudur. Aydindir ki,
L >0, L vektorunu daxil etdikden sonra Leontev modelini
(A, L) citliyG il tesvir etmak olar. ©ger xalq teser-
rafatinin Umumi amak resurlarinin cemi T olrsa, onda
asagidaki ekstremal masalani alarq.

Tutaq ki, C vektoru geyri-istehsal sahasinda axirinci
taleb deyil, yalniz onun mutenasibliyini ifade edir. Ona gore
de hesab edaceyik ki, |C|=1. Mehsul komplektinin sayi «

olan va demali bitin mahsulun hacmi aC olan, asagidaki

optimal plana baxaq:
o — max,

X - AX 2 aC, (2)

L-X<T,

X,a>0
Oger A matrisi mahsuldardirsa, onda (2) masalasi
mumkunddr, yani onun mumukin hallari goxlugu bos deyil.
Dogrudan da mahsuldarliq sertinden alinir ki, X-AX=C
tonliyinin manfi oimayan X° hallivar. T>0 oldugundan,
elo 2>0 varki, L-AX"<T -dir. Demali (1X°,1) vektoru

(2) masalasinin mimkin haller goxluguna daxildir. Aydindir
ki, X mUmkuin ¢oxlugda mahduddur, bels ki, har bir 1,>0

oldugundan X —in har bir komponenti mahduddur. Buradan
alinir ki, ¢ mahduddur ve XP—nin asas teoremina asasan
(bax bdlma 3.2.) (2) masalasinin optimal halli var. Diger
terefden « -nin maksimal giymati A -dan kigik deyildir, ona
gbra da « -nin bu maksimum giymati musbatdir.
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(2) masalasi Ugun ikili masalani quragq:

a — max, qT —> min,
aC—(E-4)-x<0,  P=0.PC=zl
L. X<T, q>0, gL—P-(E—A4)>0,
X,az20 P,q20

qT — min,
vo ya P-C2>1,

qgL—P-(E-A4),

P,g>0

burada P — vektor, q — ise adaddir.

ikililik nezeriyyesine esasen P vektorunu ve g ade-
dini uygun olarag amtaalerin obyektiv qiymati va amak
resurslarinin giymati kimi sarh etmak olar. A matirisinin

xassesine gére  (E-A4) >0 olar. Baglangic ve ikili
masalenin optimal hallerini X*, a* ve P* g* ilo isare

edok. isbat etmok olar kii C>0 ve C=#0 oldugda
X*=(E-4) C>0.

Artiq aydinlasdirdiq ki, a*> 0. Onda ikililiyin 1-ci ve
2-ci teoremina asasan (bax bdlme 3.2.) alariq:

P*.C*=1, o = qT*> 0
Vo
q*L=P*(E- A) L-X*=T

p*L=P*(E - A) oldugundan tapariq ki, P*=qg*L(E—A)"
g*-u tapmaq Ugun P*-un giymatini p*C=1 - barabarliyinde
nazare alsaq, onda ¢*IL(E—A) C=1, yoni g*=1/(L(E - 4)"C).
Sonra  P*-u tapa bilerik: P*=L(E—AY'/(L(E-4)'C)  (bu
kasri ixtisar etmak olmaz!).

Alinmig hallsrin igtisadi menasi necedir? P*C=1

oldugundan bir komplektin dayari (giymati) vahide be-
raberdir, demali, «* amtas komplektinin giymatidir. Diger
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torofden q*T, T vahid amayin har birine g* olmagla dde-
nilon Umumi amak haqqidir. Belslikle, a*=¢*T barabarliyi

toleb va toklifin dayer ifadesinde bearabarliyini gosterir. Yoni
buraxilan son mahsul hacminin qiymati, istehsal prosesinda
istirak edan insanlarin amak haqqr kimi aldiglarn pulun
Umumi cemina bearabardir. Qeyd edak ki, ¢ vektorunun j —
ci komponenti [, - j—ci sahanin bir vahid mahsulunun
istehsalina sarf olunan emak masrafidir.

Bu mahsulu istehsal etmak (glin avvelca har bir i —

ci mahsulun g, vahid mahsulunu va s. buraxmaq lazimdir.

Neticade alaniq ki, L(E — A)" vektoru har bir sahads vahid
moahsul istehsall Gglin emak sarfi vektorudur. indi yada
salaq ki, P*:L(E—A)’l/(L(E—A)’IC) yeni giymatler smok
sorflori il mitanasibdir.

Bu netice bir ¢ox gorkemli igtisadgilanin nazer -
diqgatini calb etmakdadir, bela ki, Marksin amak dayaeri
nazariyyasi ile bu natica ¢ox oxsardir. Marksin adi ¢akilen
nazeriyyasine gora oemtaanin dayerinin asasinda bu
amtoonin istehsalinda istirak edan zeruri amayin Umumi
miqdari durur.

3. Neyman modeli. Umumi Neyman modelins
baxaq. (C, K) cutliyu ile tesvir olunan iqtisadiyyata baxaq,
burada C amtoaslar fozasi, K ise musyyan miqdar amte-
alerin basga migdar hamin emtaalari emal edan istehsal
proseslarinin  goxlugudur. Burada amtss dedikde ham
istehsalin ilk faktorlari (torpaq, emak) ve xammal (neft,
komdur), ham da istehsalin son meahsullari, xidmeat ve s.
nazards tutulur.

Tutaq ki, amtaalarin say1 n — dir, onda C-n olgull
fazanin menfi olmayan ortantidir. Istehsal proseslorinin
coxlugu K 06z sesasinda sonlu sayda (Qi,...,Qm) pro-
seslarindan ibaratdir ki, bunlara da bazislar deyilir. Har bir
bazis prosesi C — dan olan bir cut vektordan Q=(A; B;)
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ibaratdir (burada A; ve Bj—sutun vektorlandir, sadelik G¢un
onlar satir kimi yazacagiq).

Q; prosesinin mahiyysti beladir: o, 4,=(a; ) vektoru
seorf edir ve B;=(b; ) vektorunu buraxir, ysni A; vektorunu
B; vektoruna emal edir. Manalarina gore butin A; B;
vektorlari menfi deyildir. A=(A4,...,An ), B=(Bj,....Bn)
isaralerini gabul ederak alarig ki, qurdugumuz modelin
texnologiyasi manfi olmayan A,B matrisler cutllyu ila verilir.
A martisi serfiyyat matrisi, B matrisi ise buraxilis matrisi
adlanir. Bazis proseslerinin  kombinasiya edarak yeni
proseslsr almaq olar. Manfi olmayan z;, i=1,...m adadini
goturak va yeni istehsal prosesi tayin edok:

21Qs+...+ ZnQm, - burada serfiyyat vektoru > z, 4,
k=1

buraxilig vektoru iss szBk olar; alinmig istehsal prosesini
k=1
qisa olaraq ( Az, Bz) kimi isare edek. Z=(z,) siitin
vektoru intensivlik vektoru adlanir. Alinan prosesin daha
genis ¢coxlugunu K ile isare edak.
Qeyd etmak lazimdir ki, 0 ,..,0 bazis prosesleri real

saholera, zavodlara, fabriklore uygun olduqda, her bir
(X,Y)eK elementi bu sahalerin, zavod, fabriklarin birlik-

da is rejimi prosesini ifads edir. Burada X serfiyyat vektoru,
Y — ise buraxilis vektorudur. ©vval baxdigimiz Leontev
modeli n=m, B=E oldugda Neyman modelinin xUsusi
halidir. Neyman modelinin asas bazis prosesi birden ¢ox
sayda mahsul buraxa bilar. Aydindir ki, Neyman modeli
ham da xattidir.

MOSSLOLOR

1. Leontev modelina aid standart masala hall edok.

Qeyri istehsal istehlak vektoru c:(l
3

j va sahsalerarsi ba-
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lans matrisi A_{/ /] verilmisdir. Verilmig istehsal vek-

% N

torunu tamin edan Umumi mahsul vektorunu tapin.
Halli. Melumdur ki, X =(E — 4)"'C. Ona gére de

(E—A) matrisinin tersini tapmaq lazimdir. Bunun Ggin

isteniloan Usuldan istifade etmak olar, masalan minorlarin
kémayi ila (bax bélma 1.3.)

e {0 ?] s

2. Neyman modelina aid standart masale hall edak.

Texnoloji proseslarin matrislori A:(S 2), B:(S SJ veril-

4 10 5 15
misdir, giymat vektoru P:(l,S) ve baslangic ehtiyatlar
vektoru 52(14) Bir istehsalat tsiklinde buraxilan

28

mahsullarin dayerini maksimallagdiran texnoloji proseslarin
intensivliyini tapaq.
Halli. Tutaq ki, Z:(ZlJ - axtarilan intensivliyin sutin
ZZ

vektorudur, onda asagidaki xeotti programlasdirma
masalasini alariq:

30z, +80z, — max,

PBZ — max, vaya 5z, +2z, <14,
AZ<S 4z, +10z, <28,
z,z,20
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Bu masalani grafik Usulla 7> A
hall edak (sakil 1).
Maksimum noqtesi (0; 2,8)

va bir tsiklde buraxilan 2,8
mahsulun maksimal dayeri
224-3 barabardir. N

3. Asag@idaki matrislarin
hansinin ayriimaz oldugunu

. (30 >
tapin: 5 x\ >
2 Sakil 1.

B RN TIN
1) A o |0 Y

2 1

/ %) Lo 25k
Ayrilmaz matrislerin mahsildarliq kriteriyasina asasan
(bax band 1, bdlma3.1.) yuxaridaki matrislerin hansinin
mohsuldar oldugunu tapin. Verilmis kriteriyanin igtisadi

mazmununu izah edin.
4. Mahsuldar Leontev modeli Ggln bir negce matris

yazin.
Gostoris. Ayrilmaz matrislerin meahsuldarliq kriterii-
yasindan istifada edin.

5. Tutaq ki, Leontev modeli {% %J matrisi ile veri-

1 1

s h
lib. Onun mahsuldar oldugunu yoxlayin. Tutaq ki, (2 OJ
20

umumi buraxihsdir. Qeyri — istehsal, istehlak vektoru neca
olar?
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6. Texnoloji proseslerin  matrisleri  verilmisdir:

A= 21 , B= 32 Neyman modelinde giymatler
1 3 4 4

vektoru P=(3, 5). Texnoloji proseslerin z;=2, z,=3 inten-

sivliyinde talab olunan ehtiyatlar ve buraxilan mahsulun

miqdari neca olar.

Movzu 4. _
ARDICILLIQLAR V3 FUNKSIYA,
LIMITLOR VO KOSILMAZLIK

4.1. Ardicilhqlar

1. Coxluglar nazariyyasinn elementlari. 1872—ci
ilde goxluglar nazeriyyasinin yaradicisi alman alimi K.Kantor
coxlugu «bizim intuisiyamiz ve fikirlarimizde yaxsi ferglenan
obyektlorin vahid tam gokilde birlasmasi» kimi tayin etdi.
Coxluglara misallar: muayyan auditoriyada olan talabalar
¢oxlugu, batin tam adadler goxlugu ve s.

Coxlug elementlerden ibaratdir. Elementlori bazen
noqtsler da adlandirirlar (masalen, adad oxunun noqtaleri).
Bger a elementi A goxlugunun elementidirsa, onda deyirler
ki, a daxildir A-ya ve bele yazirlar a € A. ©ger a elementi
A coxlugunun elementi deyildirse, onda a A-ya daxil
deyildir va bels yazirlar a ¢ A. Bazen A goxlugunu vermak
ucun onun elementlarini sayirlar, masalen
B={1,3,5,7,9}.

iki coxlug o zaman berabar adlanir ki, onlar eyni
elementlerdan ibarat olsunlar. ©gar A c¢oxlugu B coxlug-
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unun bir hassesidirsa, onda onu B ¢oxlugunun alt ¢oxlugu
adlandinrlar vo A < B kimi yazirlar. @ simvolu bos ¢oxlu-

gun, yani heg bir elementi olmayan ¢oxlugun isarasidir.
Ox isarasi mantiqi naticenin isarasidir. <> isaresi iso

mantiqi ekvivanetliyin isarasidir. Masalan, AcC B ve
BcC—>AcC; AcBve Bc A< A=B.

{x, P(x)} yazilisi P(x) -in xassalerine malik olan
bitin x — lar goxlugudur.

A ve B coxluglarinin birlegsmasi {x:xeA ve ya
xeB} coxluguna deyilir voe AU B kimi isars edilir; kasis-
mesi ise {x:xe4 ve xeB} goxluguna deyilir ve 4N B
kimi isara edilir.

Sonralar mixtelif haqiqi adadler goxlugundan istifa-

da edacayik. Onlari sadalayaq:

1) Natural edadler goxlugu N ={1,2,---};

2) Tam adadler ¢oxlugu Z ={--,—1,0,1,---};

3)Rasional adadler ¢coxlugu Q = {n/m;n,me Z, m # 0}
(Butliin bu goxluglar haqigi adadlar goxlugunun alt ¢oxlug-
laridir);

4) [a, b] pargasi,|a, b]= {xeR: a<x<b};interval
(a,b)={xeR:a<x<b};

5) a noqgtesini 0zunda saxlayan istenilen interval
a ndqtasinin atrafl adlanir.

o0 (sonsuzlug) simvolundan bazi isaraler lgln isti-
fade etmak alverislidir. Masalan, 0 - dan bdyuk haqiqi adad-
lor goxlugu [0, o) kimi isare edilir ve s.

Coxlugun elementlerini saymaq olarsa, yani natural
adadlerle ndmralemak olarsa, onda goxluq hesabi adlanir.
Oks halda coxluqg hesabi olmayan adlanir. Yuxaridaki

goxluglardan N, Z, Q hesabi, [a, b| pargasi, (a, b) interval
ise gqeyri a # b olarsa hesabi deyildir. Butiin haqiqi adadler
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coxlugu da hesabi deyildir (bu goxluglarin hesabi olma-
digini isbat etmak lazimdir).

2. Ardicilhq. Natural adadler goxlugunda verilmis
x, = f(n) funksiyasina ardiciliq deyilir ve {xl,xz, } sok-
linde isare olunur. Ardiciliga misal olaraq adadi silsilani
a,=a,+d(n-1) vo b,=bgq"" handasi silsiloni gdstermek
olar. Bazan ardiciligi (x,) kimi isare edirler. Butin ne N
ucin ele M(m) adadi tapmaq mumkun olarsa Kki,
x, <M(x, >m) olsun, onda (x,) ardiciligi yuxaridan (asa-
gidan) mahdud ardicilliq adlanir.

Yixardan ve asagidan mahdud olan ardiciliga sa-
daca olaraqg mahdud ardicilliq deyilir.

Masalon, x"=3n ardicilhgi - mahduddur. Dogrudan

da asagidan bu ardicilliq sifirla, yixaridan ise 3 adadi ile
mahduddur; x, =nsinn ardiciligi  yixardan mahdud deyil

(bunu isbat etmoak sada deyil).
x,<x,, (x,<x,.) (x,) ardicihdi artan (azalmayan)

adlanir, x,>x,, (x,>x
ardicilliqg adlanir.(x,) azalmayandirsa ve ya artmayandirsa,

onda ona monoton ardicilliq deyilir. Ardaciliga aid an yaxsi
misal banka qoyulmus artan pul mablegidir. Banka pul
goyuldugda bank bu puldan (misyyen menada) istifade
etmok imkani alde edir. Slverigli xidmat Uc¢un pul 6demak
lazimdir. Bank bu puldan istifade uUglin musteriye faiz
Odayir.

Misal 1. Banka p% - le S rubl pul qoyulur. ¢
vaxtindan sonra faizlerle baraber musteri S = S(1+ pt/100)

migdarda pul alir. Belsalikle yigilmis pul mablagi ile vaxt
arasinda xatti asiliiq var. Bazen faiz 6denisi bir nege ilden
sonra aparilir. Bu halda yigilmis mablag baslangic haddi S,
hadler ferqi (s - »/100) olan adadi silsils olar.

) olarsa, (x,)azalan (artmayan)

n+l
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Misal 2. Tutaq ki, murekkab faiz édenilir. t middat-
den sonra alinan mebleg S, =(1+ pt/100) olar. Demali

yigilmis mablagle t muddasti arasindaki asilihq Ustli funk-
siyadir. ©ger yigilmig mablag bir neg¢s ilden sonra
Odenilerse, onda bu mableg baslangic haddi S, ortaq
vurugu (1+ p/100) olan handssi silsiledir.

Har iki halda S yigim cem (mablag) adlanir.

Muddstsiz istigrazin bazar deyarini tapag. Bu istiqraz
ucun oOdanig apariimir, har il talon galiri verilir. ©goar 1000
dollar nominalinda olan istigraza 3% talon galiri verilirse
onda bir ilds istigraz sahibi 30 dollar galir slde edir. Tutaq
ki, inflyasiya tempi 2%-dir. Onda istiqgrazin bazar dayari
birinci haddi 30 va ortaq vurugu 1/(1+2/100) olan handaesi
silsilanin cemini barabar olar. Naticede 1530 dollar alariq ki,
bu da istigrazin bazar giymati olar.

Bu muhakimalarda inflyasiya nazara alinmamisdir.
Oger bir dast emtaa bir ilden sonra 9, bahalasarsa, onda

deyirler ki, bir ilde inflyasiya ;9 -8 barabardir. Basqa sbzloe
desak pul mablaginin real dayaeri bir ilde (1+r% ) defe aza-
lir, n —ilden sonra isa (1+r/100)" dafe azalir.

Tutaq ki, bir ilde faiz normasi - P%, inflyasiya ise —
r% -dir. Onda bir ilden sonra S mablagi P% artir, lakin bu
mablagin alicilig gabiliyyti (1+r/100) defe azalar, demali
onun real dayeri:

S(1+ p/100)/(1+ r/100) = S(100+ p)/(100+r) olar.

Buradan sade natice alinar — pul mablaginin real

P>T " olduqda, artr,

dayeri: y\» =7, olduqda, deyismaz galr,
p<r oldugda, azalr
BOlbatds, bu giymat taxminidir. Konkret gseraitde ham
alici, ham de satici ¢ox faktorlari nezare alir, buraya ele-
mentar soaxsi faktorlardan baslayaraq dovlst institutlarinin
stabilliyine qgeder cox faktorlar daxildir. Istigrazlarin ve
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aksiyalarin bazar giymatini myayyenlasdirmak imumi halda
nazari ahamiyyat kasb edir. Praktikada ise basga cur
haroekat edirlor: tutaq ki, faiz deracasi P, illik talon ddanisi
q, istigrazan nominali A, onun bazar giymati / — dir. Onda
gA = pl ve | =qAd/p taparq.

3. Ardicilligin limiti va siranin comi. 9gar istoniloen
£>0 Ugun ele K e N tapmag mumkundurse, ixtiyari n > K

ucun xn—A|<g olsun, onda A adadi ardiciliginin limiti

. . |
adlanir va bele isars olunur: lim(x,)=4. Masslon, x,=—
Nn—>0

" n
ardiciliginin limiti  0-a beraberdir. Dogrudan da istanilen
£>0 geyd edok. Tutag ki, Ke N eledir ki, k>1/¢.

Asanligla gérmak olar ki, ‘%—0‘<8 barabarsizliyi ixtiyari

n > K ugln ddenilir.
Heandaesi silsilenin cemi, sonsuz adadi sirala aid ¢ox
tez-tez rast golinen misaldir. Tutaq ki, (a,) har hansi adadi

ardiciligdir. Bu ardiciligin ilk n sayda hadlerinin cemina
baxaq: S, =a,+---+a,. ©gar bu ardicilligin limiti olarsa,
onda bu limite g, +---+a, +--- ardicilhigin cemi deyilir. 8ger
limit yoxdursa, onda sira dagilan adlanir (egar limit + o0 va
ya —oo olarsa, onda deyirlar ki, sira sonsuzluga dagilr).
Mesaslon, 0+1/2+1/4+1/8+--- sirasinin cemi vahide

barabardir. Dogrudan da bu siranin ilk n haddinin cemi
S,=1-1/2". Demali, lim(1-1/2")=1. Bu ise terife esasen

baxdigimiz siranin cemidir. Bir ¢ox muhim hallarda
ardicilh@in limitinin varligini asagidaki teoremin kémayi ile
muayyanlesdirirlar.

Teorem 1. Tutaq ki, (x,) ardiciligi monoton

azalmir (ve yaxud artmir). ©gar bu ardicillig yuxaridan
(asagidan) mahdud olarsa, onda onun sonlu limiti var;
aks halda ardicilliq + co(—x©) - a yaxinlagir.
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4. Bazarin horumg¢ak toruna banzar modeli. Bu
bir emteaden ibarat sade bazar modelidir. Alicilar terafindan
p qgiymatindan asili olaraq amtaaye talab funksiyasin D(p)
ilo isara edak, S(p) - ise saticilar terafinden yena amtaanin
giymatinden asili olaraq taklif funksiyasidir. Séhbat yalniz
bir amtsadan ibarst bazardan getdiyi dc¢ln tarazliq
soraitinde D(p)==S(p) olar.

Realligda bu tenliyin yegana p  halli olar ve ele {cliik
(p',D", ") var ki, D"=D(p’),S =S(p") tarazliq seraiti
yaradar. Bu tarazliq seraitinin axtarilmasi prosesi «yoxlayib
askar etmak» adlanir. D, S

4

b1 P3 p= p2
0 2 49/8 64 15/2 p

v

Sekil 1.

Bu modelin xUsusi halina baxaq, yani tutaq ki, taleb
vo toklif funksiyalan xatti funksiyalardir. Farz edak Ki,
masalan, teleb funksiyasi D=0-P (sokil 1), toklif funksiyasi
ise  S=2+p/4 soklindadir. Telab funksiyasina tars olan
funksiya P=10-D olar. Bu funksiya giymatle talebin asiliigini
verir. Qiymatla teklifin asiliigini iss S funksiyasinin tersi,
yani p=4S§-8 verir.

Tarazliq giymati p=6,4 olar. Tarazlig giymatinin «yox-
lugunun agkar edilmasini» izloyak. Tutaq ki, ilk giymat Pi
=2 - dir. Bu qiymatda talab teklifden ¢ox oldugundan, yani
D=8 > S;= 5/2, onda qgiymet p, —e qader artar, bels ki,
S1=D, olana qadar. Saticilar S,= 31/8, yani D, - den ¢ox
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toklif edirlor. Bu ise qiymetin p3=49/8-a qader dismasina
sabab olur va s. Hesablamalar ¢cox tez murakkablasirse da
keyfiyyat aydindir — tarazliq nogtesinin «askarlanmasi»
prosesi gedir.

5. Leontev modelinda birbagsa ve tam masrafior.
Leontev modeline 1-ci bandin 3.3.bdlmasinda baxmisdiq.
Yada salag ki, bu model A matrisi — birbasa maesraflar

matrisi ile verilir. Bu matrisde @; j - ci sahanin bir vahid
mahsulunu istehsal etmak Ug¢ln sarf olunan J — ci sahanin
vahid mahsulunun miqdandir. d; adadi j —ci sahsnin

birbasa serf amsallari adlanir ve bu sahanin texnologiyasini
xarakterize edir. Tutaq ki, X =(x,) Umumi mahsul vek-

tordur, onda AX istehsal prosesinda sorf olunan resursdur

vo qeyri — istehsal sferasi Ugln galir C =X —-AX. Lakin C
istehsall Ugun sorf olunan resurs AC olmaldir. Onlarin

istehsall Uglin iss 4(AC) = A*C resurs taleb olunur, onlarin
da istehsall ligin A(4>C)= A4’C va C resurs lazimdir. Be-

lalikla, tam masraf sonsuz ZA” -C sirasinin cemina bera-
n=0

bar olar. Bu siranin hadrleri sonlu Olculi sttun vektorlar
oldugundan bu siranin cemi 4" -C vektorunun 1-ci, 2-Ci va s.
komponentlarinin vektor cemi kimi tapilir. Lakin isbat etmak

olar ki, ager ZA" -C sirasinin cemi varsa, onda onu
n=0

(E-4)'C (1)
hasili kimi hesablamaq olar.
Sonsuz azalan handasi sisilonin cemi dusturu ile
analogiyaya diggat edin:
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b+bg+bg’+ e teee= 3 bg" = b . Bu dustur yalniz ve
Z; %l—q)

yalniz  |¢|<1 oldugda dogrudur. Bele bir oxsarlig (1)

dUsturu tgln de var.

Onda 4 adadi A matrisinin mexsusi adadi adlanir,
ager sifirdan ferqgli els y vektoru tapmaqg mumkuin olsa ki,
AY =AY olsun. Bele vektora maxsusi adede uygun
mexsusi vektor deyilir. (Qeyd edok ki, 4 - ya géro Y
vektoru birgiymatli tayin olunmur, bu vektora mutenasib
olan, istenilan vektor da verilmis 4 maxsusi adadina uygun
maxsusi vektor olar).

Asagidaki middeaani isbat etmak olar:

A matrisi Leontev modeli yalniz ve yalniz o za-
man mahsuldar olar ki, matrisin A, <1 gartini 6dayen
maxsusi adadi olsun, hem da bu maxsusi eded mutlaq qiy-
matce butin maxsusi adadlerden bdylk olsun. ©ger
matrisin belo adadi olarsa, onda isbat etmek olar ki,

limA" =0 va (1) disturu dogrudur.

n—>0

/1

Misal 3. A= [? ?J matrisinin maxsusi adadini
Ve s

vo maxsusi vektorlarini tapaqg. Terife asasen Y vektoru ve

A maxsusi adadi AY =AY, ve ya (A-AE)Y =0 tenliyini

o0damalidirler. Onda asagidaki bircins tanlikler sistemini

aling:
(142}, + /39, =0

(1/6), +(¥ = 1)y, =0

Bu cabri tanlikler sisteminin sifirdan fargli hallinin
olmasi Ugun onun determinanti sifra barabar olmalidir:

b1 04 )
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Bu tenliyi hall edarak iki maxsusi adad taping:
A, =1/6 ve 4, =2/3. Sonra har bir maxsusi adeda uygun

maxsusi vektoru taping: y, =(,-1), y,=(2,1)

MOSSLOLOR

1. Tutaq ki, iki amtes fazasinda giymat vektoru
= - 1 — 1 i isi =
P (2 4, 4 4) ganunu ila dayisir. X = (5, 10) amtaa

n

dastinin dayarinin dayisme ganunu tapin. Sabit 60 gsaliri ile
giymatden asili olarag bidca ¢goxlugunun nece dayismasini
tasvir edin.

Halli:  ©mtaa dastinin deyari
C,=P,-X=(2-1/n)5+(4-1/n)10=50-15/n ganunu ile de-
yisir. Blidca  c¢oxlugunun  sag kenar  nogtasi
a, =60(2—1/n)=60n/(2n —1) olar ve bu négte 30-a yaxin-
lagir, on yiksak kenar ndgte b =60/(4—1/n) ise 15-0
yaxinlasir. Bidca goxlugunun neca dayigmasi aydin olur.

2. Asagidakilar hesabi goxlugdurmu:
a) butlin tam cut adadler goxlugu;

b) m+n\/§, m,n - tam adadlerdir sakilli butin adadler
coxlugu;
c) maxraci 3 olan butln dizgln kasrler?

3. Gésterin ki, x, =n’ +12n +120 ardiciligi artandir;
y,=(7-n)/n azalandir; z =n’-30n+200 monoton
deyildir.

4. Asagidaki ardiciliglarin  hansinin  mahdud
oldugunu va hansinin mahdud olmadigini gdstarin:

a) x, =(n+60)/n; b) y, =(n* ~40)/n;
¢) z, =2n’[(4+n); q) v, =ncosn.
5. Isbat edin ki, iki ve hetta sonlu sayda msahdud
ardicilhgin cemi, fergi ve hasili d@ mahdud ardiciligdir.
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6. i(1/2" _1/3") sirasinin camini tapin.

=1

7. lim(\/n +1 —\/Z) limitini tapin.

n—»0

8. A" ardicilhd@inin  limitini  tapin, burada

A:[l/z ;)j gOsterin. A-ni 2-ci, 3-cu quvvete yuksaldin.
1 1/2
Onda basa dusarsiniz ki, axtarilan limit nays barabardir?

9. 50 dollarhlg nominali olan istigrazin bazar
giymatini tapin; illik infilyasiya 2% va kuponun faizi 4 %
oldugunu nazera alin.

10. Buidca goxlugunun gelirin O =40 +1/n doyis-
masindan asili olaraq ve dayismeaz (2,5) giymatleri ilo neca
dayisdiyini tesvir edin.

11. D=10-2p teloeb funksiyasi ve §=4+ p taklif
funksiya ile, baslangic giymet 1 olan bazarin hérimgak
toruna banzer modelina baxin.

12. Isbat edin ki, rublun kursunun azalmasi .id—
xalgllara, kursun artirimasi isa ixracgilara slverislidir. Infl-
yasiya soraitinde rublun sabit kursu kime alverislidir
(idxalgilara yoxsa ixracgilara)?

4.2. Funksiya

1. Funksiyanin imumi anlayisi. Tutaqg ki, X va Y
coxluglar verilmisdir. Ferz edak ki, har hansi f Usulu ile

her bir x € X elementina qgargl bir y= f(x)eY elementi
garsl qoyulur. Onda bele f uygunlugu teyin oblasti
D(f)= X, doyisme oblastt R(f)< Y olan funksiya ad-

lanir. Burada x asili olmayan dayisan va yaxud funksiyanin
arqumenti, y= f(x) isa funksiyanin giymati va yaxud asili
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dayisen adlanir. Masalen, y=+/x—1 funksiyasinin tayin
oblasti [, ) ve giymetler oblasti R(Y) =0, «) - dur.

{(x, f(x)):xeD(f)} cutler goxlugu f funksiya-
sinin grafiki adlanir.
Tutaq ki, y= f(x) - funksiya, D(f) ve R(f) -

onun uygun olaraq teyin oblasti ve qiymatler oblastidir.
ixtiyari y € D(f) Uglin har hansi ele x € D(f) segak ki,

f(x)=y olsun. Onda g: y — x funksiyasi: f funksiyasinin

torsi adlanir, har iki funksiya isa qarsiligh ters funksiyalar
adlanirlar. Mesalan: loqariflik y =Inx funksiyasi ilo x=¢”

ustld funksiya qarsiligl ters funksiyalardlir.

©n ¢ox yayllmis funksiyalar ham tayin oblasti ve ham
da giymetlar oblasti adadler olan adadi funksiyalardir. Belo
funksiyalarin grafiki koordinat mustavisinde har hansi
noqteler goxlugudur.

Funksiyalan analitik Usulla, cedvallarin komayi ils,
grafiklarin kdmayi ile ve har hansi alqoritmin kdémayi ile
(masalen, komputer programlari ile) vermak olar. Funksiya
analitik Usulla verildikde dayiganlar arasindaki asilihq dustur

ve teyin edilir. Masalon, y:x2 dusturl tayin oblast
(— o0, + o) olan funksiyani verir.

Funksiya cadvael Usulu ile verildikde arqumentin va
ona uygun funksiyanin giymatleri miayyan cadval sakilinde
verilir. Masalon, yaxsi malum olan trigonometrik funksiya-
larin cadvali, logarifmler cadvalleri ve basqalari.

Funksiya grafik Usulla verildikde dayigenlar arasinda
asihhg grafikin kdmayi ile tesvir olunur. Masalen, muzey-
lorde zamandan asili olaraq temperaturun ve rutubatin
dayismasini tesvir edan 6zuyazan cihaz. Hazirda banklarda
faiz deracslerini komputerdsa hesablayirlar, geyd edak ki, bu
alqoritm ¢ox murakkabdir ve onu her hansi dustura
gatirmak asan deyildir.
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2. igtisadiyyatda istifade olunan bazi funksional
asililiglar. Birinci iki funksiyaya baxmigdir (bax band 4,
bélma 4.1.). Sakil 1. a, b — do bu funksiyalarin taxmini
grafiklari verilmigdir, yani taleb funksiyasi — D telabin har
hansi emtaanin p giymatinden asiliigi; teklif funksiyasi — S
taklifinin amtaanin p giymatindan asiliigi. Hoam da asagidaki
funksiyalara baxilir: faydaliliq funksiyasi (sokil 1.v)

— her hansi saxs Ugln x migdarda, u faydaliliga
malik amtaanin hamin saxs terafinden subyektiv adadi
giymatlendiriimasi;

Bir faktorlu istehsal funksiyasi (sakil 1.q)

— istehsal olunmus mahsulun y hacmi ile x resursu
arasindaki asililiq; xarcler (masrafler) funksiyasi (sakil 1,d)

— x vahid mehsulun istehsal ils | istehsal xarci
arasindaki asililig.

Vergi tarifi (sokil1,e)

— N vergi tarifiilo illik Q gaeliri arasinda asilliq.

a) b <)

! p ! P !
¢ yV ) T'_/ e) N
| > > >
b X

Sekil 1.
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Axirincidan basqa butin bu funksiyalar analitik ifade
etmak c¢ox g¢etindir. Zerurat olugda onlan bdyuk zshmat
hesabina tapmaq olur. Axirinci funksiya ise butin cemiy-
yote yaxsi malumdur va qanunvericilikde tasdiq edil-
misdir.

Hazirda vergi tarifi asagidaki kimidir: eager Q - 30
min rubl olarsa, onda 12% vergi verilir; agar Q-30 min-rubl
olarsa, onda Q-30 min rubldan slave 15% tutulur: Q- 60
min rubldan ise alave 20% tutulur ve s.

3. Elementar funksiyalar. Sabit, quvvat, Ustll, lo-
qariflik, triqgonometrik va ters trigonometrik funksiyalar asas
elementar funksiyalar adlanirlar. 9sas elementar funk-
siyalardan sonlu sayda hesab amallarinin kdmayi ile alinan
funksiyalar elementar funksiyalar sinifini tagkil edirlar.
Yerde qalan butlin funksiyalar geyri-elementar funksiyalar
adlanirlar. Qeyri-elementar funksiyalar igerisinde ¢ox sadse,
masalan «isare (signum)» funksiyasi da var:

-1 x<0 oldugda,

y=sgnx=<0 x=0 oldugda,
1 x>0 oldugda.

Osas elementar funksiyalari yada salaq. Xatti
funksiya - y=kx+b (sokil 2,a). Bu funksiyanin grafiki

bucag emsali k olan, ordinat oxundan b qgader parga
ayiran dlz xattdir. Xatti funksiyanin xisusi hali y =k x -dir.

Onun grafiki kooridnat baslangicindan kegan diiz xattdir.

a) yt b) y 4

}ba tgar =k \J

v
v
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) ya ¢) y4 X d v,

A 3x
1/
\ X X v

Sakil 2.

Sekilde hamgcinin asagidaki funksiyalarin qrafiklori
verilmisdir: kvadratik funksiya yza)c2 + bx + ¢ (sakil 2, b)
grafiki paraboladir; ters mitenasib asiliq y=a/x (sokil

2,c) qgrafiki hiperboladir; qlvvet funksiyasi y=x", neZ

(sokil 2,q) Ustlli funksiya y=a”, a>0 (sekil 2,d). Sakil 3-do
triqgonometrik funksiyalarin grafiklari verilmisdir.
yA

y=CosX 7w/ X

Sakil 3.
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4. Birdayisonli funksiyanin xassalari. ©ger ixtiyari
xeD(Y) ugin  y(x)=y(-x)  (¥(x)=-p(x)) olarsa,
onda tayin oblasti 0—a nazeren simmetrik olan y = y(x)
funksiyasi cut (tek) funksiya adlanir. Cut funksiyanin grafiki
ordinat oxuna nazaran, tak funksiyanin grafiki ise kooridnat
baslangicina nezeren simmetrikdir. Maeselon, y =x’

funksiyasi ciit, y=x" ise tek funksiyadir. Ele T>0 odadi
tapmaqg tUgln mimkan olsa ki, y(x +T)= y(x) beraberliyi
ixtiyari x € D(Y) dogru olsun, onda y(x) funksiyasi dovri

funksilya adlanir. T — adadlarindan on Kigiyi funksiyanin
dovru adlanir. Malumdur ki, trigonometrik funksiyalar dovri
funksiyasidir.

©ger x, <x, oduqda y <y, (y,>y,) olarsa, onda
y(x) funksiyasi X goxlugunda artan (azalan) funksiya adla-

nir. Masalen, amtaanin toklif funksiyasi onun giymatinden
asili artan funksiyadir, amteenin talab funksiyasi ise onun
giymatinden asili azalan funksiyadir. Faydalliq funksiyasi
ise emtaa miqgdarinin artan funksiyasidir.

Bger x, <x, oldugda, X,,X, € X, » <y, (1 2»)
olarsa, onda y(x) funksiyasi X c¢oxlugunda azalmayan
(artmayan) funksiya adlanir. Masalan, vergi funksiyasi illik
galirin azalmayan funksiyasidir, bele vergi tarifi muteraqqi
adlanir. Artan, azalan, azalmayan, artmayan funksiyalar
monoton funksiyalar adlanirlar.

Oger ele M(m) varsa ki, ixtiyari xe X Ggln
y(x)SM(y(x)Zm) olsun, onda X c¢oxlugunda y(x)
funksiyasi yuxaridan (asagidan) mehdud funksiya adlanir.
Ham vyuxaridan ve ham de asagidan mahdud olan
funksiyalar mehdud funksiyalar adlanir. Masalen, sinx ve

cosx funksiyalan butin aded oxunda mehdud funksi-
yalardir.
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Y (x) funksiyasinin grafiki X gabariq goxlugunda ga-
bariq (¢bkiik) adlanir (sakil 4)

NN

qgabariq cokiik
Saokil 4.

Yeni ixtiyari a, be X va istenilen 0< A <1 Ugin

yv(da+(1—-2A)b) < y(a)+ (1—-A)y(b)

(y(2a + (1= )b) = Ay(a) + (1- 1) y(b))

Maesalan, istehsal (birfaktorlu) funksiyasi ¢okuk, taklif
funksiyasi ise gabariqdir.

dogdru olarsa.

MOSSOLSLOR

1. Asagidaki funksiyalarin teyin oblastini ve deyisma
oblastini tapin:

a) y=+2-x; b)y:%x2—3x+2); v)y:%inx; q)y=\/m

Cavab. Tayin oblastlari:

CZ)(—OO,z); b)x¢132 ;V)x-_/—'ﬂ'k, kEZa Q)[la OO)

2. Tutaq ki, D= D(p) emtosys taklif funksiyasidir,
toklifden asili olaraq bu funksiyanin tersi olan gqiymet
funksiyasini tapin. Bu funksiyani teklif funksiyasinin
grafikine gbra neca tapildigini izah edin.

Halli: Tutaq ki, sakil 5-da teklif funksiyasinin grafiki
tasvir olunmusdur. Malum oldugu kimi bu funksiya
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azalandir. Bu funksiyanin tersi olan p = p(D)funksiyasini

grafike gora bele tapma lazimdir. p (D) funksiyasinin teyin
oblasti D (p) funksiyasinin giymatlar
goxlugudur. Her bir D 4
9eR(D) ugun D (p)

funksiyasinin grafikini

kasana gadar dluz xatt

galdiraq, sonra kasisma w
ndqtasindan sol terafa

ordinat oxu il kesisana

gadar qorizontal diz xatt v )
kegirak. Alinan w noqtesi .
tors funksiyanin V-ya Sakil 5.

uygun giymati olar.

3. f(x) funksiyasi 6z qgrafikinin bir nega ndqtasi ile
verilib:(0,0), (2,4), (4,-4),
(6,2). Qonsu nogtalerle onun grafiki bu néqtslari birlagdiran
diz xatt pargasidir. Bu funksiyani tesvir edin.

Gostoris. (x,, y,), (x,, ¥,) noqtalerinden kegen diiz
xott tenliyindan istifade edin (bax bolma 2.1., punkt 1).

2x 0<x<2 oldugda,

Cavab: y=< 12—-4x 2<x<4 oldugda,
—-16+3x 4<x<6 oldugda

Funksiyanin xatti interpolyasiya ideyasi mahz
bundan ibaretdir — funksiyani iki noqtasi arasinda bu
ndqtalerdan kegoan xatti funksiya ile evez etmak.

4. Osas elementar funksiyalarin grafiklarini yada
salin. Asagidaki funksiyalarin grafiklerini taqribi qurun:

a)y=—1+2x; b) y=x"—-8x+7,

v)y=sin2x; g)y=In(x=5); d)y=2"; e)y=+/x" -1
5. Asag@idaki komputer programina baxaq:
girig x;
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i=1 ucun 3 gadar hazirlamaq

x=2x+1;

y=x>+4

CIXIS Y;

Subhasiz ki, verilmis x Ugun komputerun verdiyi y

adadi hear hansi funksiya ile hayata kecirilir. Bu funksiyani
dustur vasitesils ifade eds bilarsinizmi?

6. y=x>—1 funksiyasi citdirmi?, y=+x funksi-
yasi monotondurmu?, y=x’—4 funksiyasi qabarnqdirmi?,
y =sin(2x + 1) funksiyasi dovrudurmu?

7. Tutaq ki, S =s(p) amtesnin taklif funksiyasidir.

Onun tars funksiyasini — teklifdan asili olarag giymaeti musy-
yon edan funksiyani tapin. Taklif funksiyasinin grafikine gore
bu tars funksiyanin nece tapiimasini serh edin.

8. Menasina go6ra istehsal funksiyasi artan
olmalidir. Bu funksiyanin tersinin manasi necadir?

9. Tutaq ki, W =w(Q) illik Q galirinden verilan ver-
ginin miqdandir. Bu funksiyanin tersini serh edin. Muts-
roqqi vergi oldugda onun grafiki tagriban neca olar?

10. Galir vergisinin faiz deracesi funksiyasi tag-
riban bels tayin olunur. O —dan Q — & qader galirden p, %,

sonra Q4 gader gelirden p,% va s.
Muxtelif intervallarda bu funksiyani dusturlarla verin.

1. y(-2)=0, y(0)=1, y(1)=5 oldugda kvadratik
y= ax’ + bx + ¢ funksiyasini tapin.

Qeyd. Funksiyani baslangic funksiyanin grafikinin
uc verilmis noqgtasindan kegon kvadratik funksiya ile avaz-
lanmasi, baslangic funksiyanin kvadratik interpolyasiyasi
adlanir.
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12. Tutaq ki, funksiya asagidaki sakilda verilib:

0 —0<x<0,
y(x)=12x 0<x<2,
4 2<x

Bu funksiya gabariqdirmi, ¢okukduirma?
13. Asagidaki funksiyalardan hansi 6z tayin oblastin-
da mahduddur:

a)y =In(2x/(x + 1)) ; b)y =In(sinx); v)y=~/2";
¢) Tornkvis funksiyasi — «zariri esyalara» taleb funksiyasi,
«zanginlik asyalari» funksiyasi:

y=ax/(x+b);
y=ax(x—c)/(x+b)
burada a, b, ¢ qiymetlerden asilidir, x ise galirdir.

14. Tutaq ki, M — pulun Gmumi mablagi, V — onlarin
dovriyyesidir (bir ilde har bir rubl, dollar nege dafe hesab-
lamalarda istirak edib), Y—milli mahsul ve ya gslirdir, p isa
giymatlerin saviyyasidir. Butin bu kamiyyetlari alagalendi-
rorak, pul dovriyyasinin tenliyini alariq — klassik pul nazariy-
yasinin asas tanliyi. Bu tenlik  Figer tonliyi  adlanir:

_PV
M = %/
Toahlil edin: bu kemiyyatlerin bazilsri, digarleri deyis-

madikda neca dayisir; masalen, pul kutlasinin miqdari de-
yisdikde giymet saviyyasi nece dayigar?

4.3. Funksiyanin limiti

1. Funksiyanin limitinin terifi. ©ger >0 adadine
qargl ele 5 >0 adadi tapmagq mumkun olsa ki, 0<\x—a <0

olduqda, f(x)—A‘<g olsun, onda A adadi x a - ya

109



yaxinlagdiqda (x —a) f(x) funksiyasinin limiti adlanir. Bu
bele yazilir: A=1im f(x).

Qeyd etmak lazimdir ki, terifds funksiyanin limit nog-
tasinda tayin olunmasi telab olunmur, lakin funksiya limit
noqgtesinin har hansi etrafinda teyin olmaldir (limit nogtesi
istisna olmaq sertile).

©ger x >a va x<a olarsa, onda yazrlar ki,
x—a—0; eger x —>a ve x> aolarsa, onda yazirlar ki,
x —>a+ 0. Uygun limitlare funksiyanin a ndgtasinds sol ve
sag limitleri deyilir. Bu tariflorde nazarda tutulur ki, funksiya
a nogtasinin sol ve sag tersfindaki har hansi intervalda
tayin olunub. Funksiyanin ikitersfli (x — a) limitinin olmasi

ucun zeruri va kafi sert har iki birtarafli limitin olmasi ve
onlarin Ust-Uste dusmasidir. Ayrica aydinlasdiraq ki,
x—o f(x) funksiyasinin limiti nadir. ©ger ixtiyari £>0
Uclin ele K € N tapmaqg mimkiin olsa ki, x > K oldugda
\f(x)—A\<g olsun, onda 4=Ilim f(x). Analoji olaraq

x——00 - da funksiyanin limitina terif verilir.

Taassuflor olsun ki, limitin bele forma terifi alimlarin
asrlarle ve hatta minilliklarle axtariglarinin - 6zlarinin limita
kegmak Ucgln intuitiv tasavvurlarinin deqig formalasdirmagq
arzularni itirir.

Funksiyanin limiti mudsyyan manada ardiciligin
limitina gatirile biler. Tutaq ki, x >a—-0; f(x) funksiyasi a
limit néqgtasinin sol tarafinde olan har hansi intervalda teyin
olunmugdur. Onda (x,) ardiciligini sonsuz sayda Usullarla
eloe tayin etmak olar ki, onlarin sol limiti x olsun. O zaman:
ager xgﬂnof(X)=A olarsa, onda soldan a-ya yaxinlasan

ixtiyari (x,) ardicilhdinin limiti A-ya berabar olar. Bunun
tarsi do dogrudur—agar soldan a -ya yaxinlasan ixtiyari (x,)
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ardiciligi Ggtin  f(x,) ardiciligi da eyni bir A limitina yaxin-
lagarsa, onda lim f(x)= 4 olar.

x—=a-0

2. Sonsuz kigik va sonsuz boylik funksiyalar.
x—a (vo yaxud x—>a-0 va yaxud x—»a+0, VO ya-
xud x—ow, Vo ya x—-») olduqgda limf(x)=0 olarsa, onda

f(x) funksiyasi sonsuz Kigik adlanir.

x—>a (v yaxud x—>a-0 vo yaxud x—a+0, VO ya-
xud x—o, Vo ya x—-») oldugda lim|/(x)|= olarsa, onda
f(x) funksiyasi sonsuz boyuk adlanir.

Masaloen, y=1/x funksiyasi x —0olduqgda sonsuz bo-
yukdur, bela ki, li_r)r(1)|l/x|:oo,x—>oo oldugda isa sonsuz ki-
cikdir, ona gorae ki, }1330 1/x=0 .

Sonsuz kigik funksiyalarin xasselerine baxaq:

1) ager eyni goertlor daxilinds f(x) ve g(x) - sonsuz
kicilon funksiyalardirsa, onda hamin gartlar daxilinda
f(x)+g(x)- da@ sonsuz azalan funksiyalar olar.

2) agar her hansi sertlarle f(x) sonsuz kigik funk-
siyadirsa va g(x) - bu sartlarin 6dandiyi X ¢oxlugunda mah-
dud funksiyadirsa, onda onlarin f(x)-g(x) hasili d@ hamin

sonsuz azalan funksiya olar.
3) ager f(x) ve g(x) eyni gertlor daxilinde sonsuz

kicik funksiyalardirsa, onda onlarin hasili f(x)-g(x)-de hamin

sortlar daxilinde sonsuz kigik funksiya olar.
4) ager f(x)-sonsuz Kigik funksiyadirsa, onda 1/f(x)-

sonsuz boyuk funksiya; ager g(x) sonsuz boyuk funksi-
yadirsa, onda 1/g(x)- sonsuz Kicik funksiya olar.
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Sonsuz kigik funksiyalarin miiqayisasi

Tutaq ki, f(x) ve g(x) - har hansi gertlor daxilinde
sonsuz kigilen funksiyalardir va tutaq ki, lim(f(x)-g(x))=h

var. Onda:
1) h=1 oldugda f ve g ekvivalent sonsuz kicik

funksiyalar adlanir ve bele yazilir: f ~ g;

2) ager 0<|h|< olarsa, onda f ve g eyni tortili
sonsuz kigik funksiyalar adlanir ve bels yazilir: f=0(g) ve
ya g=0(f)

3) eger 1 =0 olarsa, onda f funksiyasi g-ya noze-
ron yuksak tartibli sonsuz kigik funksiya adlanir va belo
yazilir: f=0(g);

4) ager |nj=x olarsa, onda g funksiyasi f- o ne-

zoran Yyuksak tartibli sonsuz kigik funksiya adlanir ve belo
yazilir: g =0(f)

3.Limitlorin o@sas xassolori. Lemma. ©Oger
limf(x)=A4 olarsa, onda f(x)=A4+« olar, burada «

sonsuz kigik funksiyadir.
Ters lemma. O©ger f(x)= A+« olarsa, burada o -

sonsuz kigik funksiyadir, A - ise sabitdir, onda lim f(x)= 4

olar.
Limitlerin agsagidaki xassaleri var:
1) ager ¢ sabit funksiya olarsa, onda limc = ¢ olar.

2) oger har hansi gertlor daxilinde limf(x) va
limg(x) varsa, onda lim(f(x)+ g(x))=1lim f(x)*limg(x)

olar, geyd edok ki, bu xasse istoniloe sonlu sayda
funksiyalar tGgln dogrudur;
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3) eger limf(x) ve Ilimg(x) varsa, onda
lim( £ (x)g(x)) = (lim £ (x))limg(x)) (eyni sertler daxilinds);
geyd edoak ki, bu xassa istenilan sonlu sayda funkssiyalar
liciin dogrudur; xiisusi halda lim £ (x) = (lim f(x))" disturu

dogrudur;

4) ager lim f(x) va limg(x)#0 varsa, onda
lim(f(x)/gx)= =(limf(x)/(limg(x))  (eyni sortlor
daxilinds);

5) ager f(x)<g(x)<h(x) olarsa, va lim f(x),
limg(x), limA(x) varsa, onda lim f(x)<limg(x)<lim#A(x)
olar.

Netice. ©ger f(x)<g(x) olarsa, lim f(x), limg(x)
varsa, onda lim f(x) <limg(x) olar.

Misal gosterok ki, funksiyanin muayyan noqtede
limiti yoxdur.

Misal 1. y=sinl/x funksiyasina baxagq, bu funksiya

(0, 1) - da tayin olunub. x, :%ﬂn) ,ne N ardiciligina ba-

xaq; aydindir ki, y(x,) olar. indi z, =1/(z/2+m) , neN
ardiciligina baxaq. Aydindir ki, y(z,)=1 olar. Buradan cixir

ki, baxdigimiz funksiyanin x—0 oldugda limiti yoxdur.
Qeyd edsak ki, limit néqgtasi funksiyanin teyin oblastina daxil
deyildir. Bir gox hallarda limitin varigini agagidaki teoremin
kodmayi ile muayyan etmak olur.

Teorem. Tutaq ki, x > a—-0 funksiya monoton
azalmayandir (ve ya artmayandir). ©gor bununla
barabar funksiya yuxaridan (asagidan) mahduddursa,
onda x > a—-0 oldugda funksiyanin sonlu limiti var,
aks halda funksiya oo(—o0)-a yaxinlasir.

4. Birinci va ikinci gorkamli limitler. x—0 - da
lim(sinx/x) limitine baxaq. isbat etmek olar ki, bu limit
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vahida barabardir. Bu limit birinci gérkamli limit adlanir.Bu
limitin shamiyyati ondan ibaratdir ki, bu limitin basga ¢ox
sayda limitlerin tapilmasina imkan yaradir. XUsusi halda
aling ki, x ve sinx x— 0 oldugda ekvivalent sonsuz Kigik

kamiyyatlardir. Belsliklo, 1irr01sinx =0

Misal 2. limcosx - limitini tapag.

x—0
cos =1-2sin’(x/2) oldugundan alarq ki,
limcosx =1-2limsin*(x/2) =1

x—0 x<0

x —oo- da [1+1jx limitine baxaq. isbat etmak olar
X

ki, bu limit var. Onu xUsusi e adadi il isare edirlar. Bu adad
tagribi olaraq 2.71-e berabardar. Bu limit ikinci gorkemli
limit adlanir. Bu limitin de shamiyyati ondan ibaratdir ki,
onun kdmayi ila bir gox digar limitleri tapmagq olur.

Masalon, 1im(1+1/n)”:e bele ki, aydindir Kki,

n—»o0

lim(1+1/n)" = lim(1 +1/x)"

MOSSLOLOR

1. limsinx - limiti tapin.

Halli. Bilirik ki, sin(a+z)=sina-cosz+sinz-cosa
Birinci gorkamli limitden istifade ederak isbat etmak
olar ki, limcosz=1,limsinz=0 . Bunlan nazero alsaq

z—0 z—0

alariq ki, sinx =sina-limcosz+cosa-limsinz =sina

x—a z—0 z—0

Natica: Istonilon a ndqgtesinde limsinx limiti sinx
funksiyasinin limit nogtesindaki giymatina barabardir.
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2. Asagidaki limitlari tapin:
a)ling(sinSx/x); b)lin(}(l—cosx)/xz; v) lim((x + @) /(x - a))"
Halli. Birinci iki limiti hesablamaq Ucgun birinci
gorkamli limitdan istifade edak.
a) lin(}(sin 5x/x)= 11113(5 sin5x/(5x))=5 lin(}(sin y/y)=5;
X! X yo>

b) ling(l—cosx)/x2 =1ing(2sin2 x/2)/x2 =
:2/4lin8(sinx/2)/(x/2)2 =1/2

«3» limitini tapmaq Ugun ikinci gorkamli limitden
istifade edok:

((x+ @)/ (x-a)) = ((1+20)/(x— )" = (1+ 2a) (r—a)) V2]

+/
Buradan alariq ki, lim(1+%)(l Z =e™

3. isbat edin ki, limsinx - yoxdur.

X—>0

4. isbat edin ki, tayin oblastinin istanilen négtesinda:

a) limcosx = cosa ; b) limzsgx = tga ; v) limx" =a”;
xX—a x—a xX—a

q) lime* =e”; d) limlnx =Ina
xX—a xX—a

Goéstoris.  «a» halinda cos(x+a)=cosx-cosa—sinx-sina
dusturundan, qalan hallarda ise uygun dusturlardan istifade

edin.
5. Limitlerin xassalerine asasan asagidaki limitlerin

varligini gosterin:

a) lim(x+1)/x; b) lim(2x*x+1/x*); v) lim(x-cosx)™*;

X—>0 X—>0 x—0

q) lim( al j; d) 1im("°”).
x>0\ COSX x—0 X
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6. Rusiyada maliyya piramidalarinin ¢icaklondiyi
dovrde (1993-1994) «Tibet» konserninin gabul mantaqe-
sinde 3 ayliq 100% daracasi ile pul gabulu haqqinda elan
asilmisdir. (Qeyd edak ki, 100% odema illik deyil, yalniz 3
aylig muddata aparilir, yani 3 ay muddatinds verilon pulun
iki defe artimina s6z verilirdi). Az middate ise o0danilecek
pulun mablagi uygun olaraq azalr, yani 1,5 aya-50%, 3
haftaye — 25 % va s. Buradan alinir ki, ager pulu 3 heftays
goyub, vaxt tamam olanda pulu géturtb yenidan qoysan va s.,
onda 3 aya qoyulmus pul (1+0,25)* ~2,44 defe artir. Sger
pulun goyulub goturiimasini har hafte aparilsa, onda 3 aya
pulun mablagi (1+0,0875)" ~2,71 dafe artir. 3 aya pul

artiminin maksimal artma amsali neca olar?
4.4. Funksiyanin kasilmazliyi

Realligda bele hallar olur: seraiti xarakterize eden
parametrlor az dayigsdikde, seraitin 6zU de az dayisir.
Burada asas seraitin dayismasi deyil, onun az deyigsmasidir.

1. Funksiyanin kasilmazliyinin torifi. Kasilma noqtalori.
vy = f(x) funksiyasi a noqgtesinin muayyan atrafinda

tayin olunubsa ve limf(x)= f(a) olarsa, onda f(x)

funksiyasi a noqtesinde kasilmez adlanir. Oger
lim /(x)= f(a) (vlimo f(x)= f(a) ) olarsa, onda f(x) funk-

siyasl a noqgtesinde soldan (sagdan) kasilmaz adlanir.
Qeyd edok ki, burada nazarde tutulur ki, funksiya a
noqtesinin muayyan sol(sag) strafinda teyin olunmusdur.
Hom da qeyd edoek ki, funksiyanin ndgtede kasilmazliyi,
hamin noqgtaye soldan ve sagdan kesilmazlikle eyniglic-
lGdur. ©ger intervalin batin ndgtelerinds funksiya kasilmaz
olarsa, onda deyirler ki, funksiya intervalda kasilmazdir.
Oger funksiya (a, b) intervalinda kasilmaz olarsa, a
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noqtesinds soldan, b ndqtesinde sagdan kesilmazdirsae,
onda deyirler ki, funksiya [a, b] parcasinda kasilmazdir
(a>b).

Misal 1. Asagidaki funksiyalar bitlin aded oxunda
kasilmaz funksiyalardir: y = ¢ - sabit funksiya, xatti funksiya
y=kx+b, cosx, sinx quvvat funksiyasl x",ne N Ustli funk-
siya a*, a>0.

Funksiyanin kasilmaz olmadigi ndqtelere kasilma
ndqtaleri deyilir. ©gar a noqgtesinda funksiyanin sonlu limiti
(ikitorafli limiti) varsa, lakin bu limit funksiyanin hamin
noqgtadaki qiymetinden farglidirse (ve yaxud bu ndqte
funksiyanin teyin oblastina daxil deyildirse), onda a noqtasi
aradan qaldirila bilan kasilma ndqtasi adlanir. ©ger
funksiyanin b néqtasinda sonlu birtarafli limitlari varsa, lakin
onlar ust-Usta dugsmurse, onda b nogtesi 1-ci ndv kasilma
ndqtasi adlanir. ©gar ¢ ndgtasinda funksiyanin he¢ olmasa
bir sonlu birterafli limiti yoxdursa, onda ¢ ndqtasi 2-ci ndv
kasilma ndqtasi adlanir.

Misal 2. x=0 noqtesi y=sinx/x funksiyasinin ara-

dan qaldinla bilen keasilma noqtasidir, bele ki, hamin
ndqtede funksiyanin ikiterafli limiti var, lirrolsinx/x:l lakin

funksiya bu ndqtads tayin olunmayib.

-1 x<0
Misal 3. y=sgnx=< 0 x=0
1 x>0

«signum» funksiyasi ug¢un 0 nogtesi 1-ci ndv kesilme noqte-
sidir, bela ki, limsgnx=-1, limosgnle har iki birtarafli

x—>=0 X—>+
limit var, lakin onlar barabar deyil.
Misal 4. 0 ndqtasi 1/x funksiyasinin 2-ci név kasilma
noqtesidir, belo ki, lim1/x=-o0, lim1/x=00

x—>+0 x—>-0

Misal 5. Dirixle funksiyasi adlanan funksiya tgun
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1, 1, 8ger x rasionaldirsa,
d(x)=

0 0, oger x irrasionaldirsa
har bir ndqgts 2-ci ndv kasilma noqgtesidir.

2. Kesilmaz funksiyalarin xassalori. Asagidaki
xassalori geyd edak:

1) eger f(x) ve g(x) funksiyalar a nogtesinde ke-
silmez funksiyalardirsa, onda f(x)+g(x), f(x)-g(x) Ve
f(x)/g(x) (g(a)=0 sertilo) funksiyalar da hamin négteds
kasilmoaz funksiyalar olar;

2) oger u=g(x) funksiyasi a noqtesinde kasil-
mazdirse va y= f(u) funksiyasi g(a) noqtssinds kasil-
mezdirse, onda y = f(g(x)) mirekkeb funksiyasi a ndqte-
sinda kasilmaz olar;

3) elementar funksiyalar 6z teyin oblastlarinda kasil-
maz funksiyalardir;

4) veyerstras teoremi: ager funksiya pargada kasil-
mazdirse, onda bu pargada 6zunun an boyuk ve an Kigik
qiymatloerini alir;

5) boltsano-Kosi teoremi: tutaq ki, funksiya [a, b]
parcasinda tayin olunub va kasilmazdir, bu parcanin lg
nogtslerinde mauxtslif isareli qiymatlor alir; onda elo
c € (a, b) nogtesi tapmaq olar ki, funksiya hamin néqgteda

sifira barabar olar.
6) asimptotlar: egerogm MN =0 olsada, burada

MN M noqtesinden hemin diiz xette gader olan masa-
fadir; [ dlUz xatti y = f(x) funksiyasinin grafikinin asimptotu

adlanir;, OM - bu ndéqtedan koordinat baslangicina gader
olan masafadir (sakil1).



v

Asimptotlar saquli ve maili olurlar. ©ger 1im|f(x)| =0

olarsa, onda funksiyanin grafiki saquli asitota malikdir (sakil
1-da diz xatti, tenliyi x =a).

Maili asimptot Uglin OM — o« sertli x> ve ya
x—>—oo sortlori ile avez etmak olar. Birinci halda ise
soltarafli adlanir (sakil 1. m, n). Maili asimptotlarin xUsusi
hali Ufigi asimptotlardir. Axirda qeyd edak ki, elementar
funksiyalarin teyin oblastinda kasilmazliyinden limitlori
tapmagq ucgun istifada olunur. Bels ki, agar f(x) funksiyasi

a nogtesinds kasilmazdirse, onda lim f(x)= f(a).

3. Kesilmoazliyin iqtisadi tesviri. Igtisadiyyatda
istifade edilan funksiyalarin aksariyyati kesilmaz funksiyalar
olmasi bize igtisadi mazmunlu hékmlar ¢ixarmaga imkan
yaradir.

1. Sekil 2. a-da N vergi tarifinin toxmini qgrafiki
verilmisdir.
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a) N4 b) P4

o » A

O 0 0 O sz é
Sokil 2.

Parcanin Uclarinda o kesilendir va bu kasilma
ndqtaleri 1-ci névdur. Lakin galir vergisinin 6zt P(sakil 2, b)
illik O galirinin kasilmaz funksiyasidir. Xisusi halda buradan
cixir ki, ager iki sexsin illik gsalirleri bir-birinden az
forglenirsa, onda onlarin 6dadiyi vergi de bir-birinden az
forglenar. Maraglidir ki, bu fakt aksar insanlar terafinden
tabii gebul olunur va onlar bu haqda haetta fikirlegmirlarde.
Kas bu hamige bels olaydi. Na vaxt ki, bubele olmur, yani
natice baslangic sertlerinden masalani xarakterize edan
parametrlarden kasilmaz asili olmadigda bu masala korrekt
olmayan adlanr.

2. Oz menalarina géra D(p)- teleb  funksiyas,
S =s(p) teklif funksiyasi p -den kesilmaz asilidir. Demali
giymatin kicik dayismasi telab ve taklifi de kicik dayismesina
sabab olacaq. Bu prosesi darinden tehlil etdikda psixoloji
sabablardan de masalan, talabin sigrayisla dayisdiyini gora-
rik. Qiymatlar haddinden ¢ox artdiqda, insanlar doézurler va
taleb kicik miqdarda artir.

Noehayeot giymet musayyan haddi kec¢dikda. Talabin
sigrayisma dayigdiyini gorarik. Bu serait ¢cox hallarda valyu-
ta vo maliyye bazarlarinda g¢alisan maliyyagilere yaxsi ma-
lumdur.
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3. istigrazlarin bazar giymetini taparken biz faktiki
olaraq asagidaki disturu gixarmisdiq: S = Np(100+7)/(100r),
burada N- istigrazin nominali, p-faiz deracasi, r - inflyasiya
tempidir. Bu dUsturdan gérunar ki, S faiz derecasi p - den
asili elementar funksiyadir demsali kasilmaz funksiyadir.
Buna gbére da faiz derecasi kigik dayisdikds, istiqgrazin
bazar giymati de kicik dayiger.

MOSSLOLOR

1. "e-¢" dilinde y=|x| funksiyasinin kasilmazliyini
gosterin.

Halli. ©gar bu funksiya elementar olsaydi, onda
elementar funksiyalarin kasilmazliyine aid Umumi mud-
daadan istifade etmak olardi (bax 2. 4.2.). Lakin bu funksiya
elementar olmadigindan onun kasilmazliyini xisusi Usulla
-x, x<0

x, x>0

Tutaq ki, a#0. a noqgtesinin 0 daxil olmayan elo

atrafi var ki, tedqiq edilon funksiya y=x ve ya y=-x funk-

siyasl ilo Ust-Uste dusur. Ona gore de onun kasilmazliyini
sifir nogtesinde isbat etmak lazimdir. Istenilon ¢>0 Ugun

elo 5>0 tapmaq lazimdir ki, |x/ <& oldugda [y|<e& olsun.

isbat etmak lazimdir. Qeyd edak ki, y :{

Bunun Ggilin £ = 0 goétirmak kifayatdir.

2. Tutaq ki, E(x) - «x —in tam hissasidir», F(x) — isa
«x—in kasr hisseasidir». Bu funksiyanin grafikini ¢akin, hansi
noqtelerde funksiyanin kasila oldugunu aydinlasdirin va
kasilma noqgtslarinin xarakterini musyyan edin.

Halli. Her iki funksiyanin grafiki sakil 3—de verilmisdir.
Qrafikden goérunur ki, E(x) funksiyasi sagdan har ndqtade
kasilmoazdir, o cumladan tam n-lar Uglun funksiya n-e bara-
bar oldugu Ugln kasilmazdir. Eyni zamanda n ndgasinda
sol limit n-1 tam adadinda kasilondir va butin bu kasilma
ndqtaleri birinci névddr.
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F(x) - funksiyasi sagdan E, Fa
har bir ndqgtada kasilmazdir,
o cumleden tam n -ler ugln, E(x)
bu ndqgtalerds funksiya sifira —
barabardir. Tam ndqtsalerda Fx)
soldan limit 1-e barabardir. —>‘ <
Demali F(x) funksiya har 4 ' A
bir tam giymatda kasilendir v
va bukasilendir va bu
kasilma noqtaleri 1-ci
névdr. Sakil 3.

Y.
v

3. «¢—0» dilinde y=x* funksiyasinin kesilmazliyini

isbat edin.
4. y=0(x) funksiyasina baxin. Onun qgrafikini qurun.

Hansi noqgteler onun kesilme nogqteleridir.  Kasilma
noqtalerinin xarakterini tapin.

5. Tornkvist funksiyasinin — «ilk zeruri asyalar» ve
«zangilik easyalari»-na telab funksiyasinin asimptotlarini
tapin:

_ _ax(x—c) iv-
y_ax(x+b)’ y= %C+b)’ burada a, b, ¢ qiy
matlerdan asilidir, x — isa galirdir.
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Movzu 5.
TOROM®S V3 DIFERENSIAL,
IQTISADIYYATDA LIMIT KOMiYYOTLORI

5.1. Funksiyanin toromasi

1. Funksiyanin téramasinin tarifi, onun fiziki ve
handasi manasi. Tutaq ki, f(x) funksiyasi verilmisdir f(x)
funksiyanin D(x) teyin oblastindan har hansi x noqgtesini
fikse edsk. Tutaq ki, x' — teyin oblastindan g6tirilmus
basga bir négtadir, onda x’ — x farqi arqumentin artimi ad-
lanir voa Ax -la isare olunur, funksiyanin giymatleri forqi -
f(x")— f(x) isa funksiyanin artimi adlanir va Af(x) ila isara

olunur.
y = f(x) funksiyasinin x noqtesindaki Af(x) artiminin

arqumentin Ax artimina olan nisbatinin arqumentin artimi
Ax— 0 sertile limitine f(x) funksiyasinin x noqtesinda
toramasi deyilir ( @ger bu limit varsa).

Toremeni y'(x) ve ya f'(x) -le isare edirler. Téremanin
tapilmasi prosesi diferensiallanma adlanir. Belaliklo,

f’(x):Af(x%x nisbatinin fiziki menasi [x, x+ Ax] par-
g¢asinda f(x) funksiyasinin dayigsmasinin orta suratidir,

lim Af(x)Ax:f’(x) iso funksiyanin x noqtasinds suratinin

Ax—0
ani dayigsmasidir. Masalan, ager f(x) funksiyasi x

zamaninda har hansi bir cismin getdiyi y yoldursa, onda
y'(x) téramasi harokatin surstidir. ©gar funksiya istehsal

olunan mehsullarin  migdarinin  zamandan  asiliigini
gostarirse, onda térema amek mahsuldarligini gosterir.
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Sekil 1.

Handasi olaraq Af(xKx nisbati S bucaginin tangesidir

(sokil 1), B bucagi A ve B ndqtelerinds grafiki kasanla

OX oxu arasindaki bucaqdir. ©gar Ax — 0, onda B noqtesi
A ndqgtesine yaxinlasar ve S bucadl a bucagina ya-

xinlasir. a bucagi grafike toxunanla OX oxu arasindaki
A .
bucaqdir va demali Eir% f(x%x:grjtgﬂ:tga. Buradan

aling ki, f'(x)=tga =k (téremenin hendssi manasi),
burada k x nogtesinde  f(x) -in grafikine toxunanin
bucag emsaldir. Belalikla, Xxp noqgtesinde y= f(x)
funksiyasinin  qgrafikine  ¢ekilean  toxunanin  tanliyi

y=y, +y'(x)(x—x,). ©ger x  nbgtesinde
funksiyasinin artimi (1) Af(x) = AAx+ aAx soklinde gosterile
bilerss, onda y=f(x) funksiyasi x ndqtasinda

diferensiallanan adlanir; burada A — sabit, a« sonsuz
kicilon funksiya (Ax —0).
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Teorem 1. Har hansi noqtada funksiyanin
diferensiallanan olmasi ligiin zaruri va kafi sart hamin
noqtada onun toramasinin olmasidir.

Zoruriliyin isbati.  Tutaq ki, y= f(x) funksiyasi x
noqtasinds diferensiallanandir. Onda Af(x) = AAx + aAx,

burada « sonsuz kigilan funksiyadir. Buradan aling Kki,

Af(x)Ax=A+Ol . Belalikle, ters lemmaya asasan (bdlma

4.3, p.3) Eir})f(X)Ax = A, yani funksiyanin téremasi var.

Kafiliyin isbati. Tutaq ki funksiyanin téremasi var:
1y e AF () L
f(x_)gglo AX Yuxarida qeyd etdiyimiz lemmaya

asasan (bdlme 4.3, p. 3) Af(x)Ax=f'(x)+a, Ax—>0 «a-

sonsuz  kigilen  funksiyadir. Buradan  aling ki,
Af (x) = f'(x)Ax + aAx , yoni funksiya x noqgtesinds dife-
rensiallanandir.

QEYD. isbat zamani aldiq ki, diferensiallanan funk-
siya ugun (1) baraberliyini  Af(x)= f'(x)Ax+aAx saklinde
ds yazmaq olar, burada Ax—0 «a - sonsuz Kigilon funk-
siyadir.

Teorem 2. Ogar funksiya noqtads diferensialla-
nandirsa, onda hamin noqtada kasilmazdir.

Isbati. ©ger y= f(x) funksiyasi x ndqtesinde dife-
rensiallanandirsa, onda Af(x)= f'(x)Ax+aAx, burada

Ax—>0 «a - sonsuz Kigilen funksiyadir. Buradan aling ki,
gmof(x) =0, yani x ndqtesinds funksiya kasilmazdir.

2. Toramanin iqtisadiyyata tatbiqi.

Serf olunan resursun x hacmindan asili olan, vahid
zamanda istehsal olunan meahsulun hacmini gosteran bir
faktorlu ve ya bir resurslu y= f(x) istehsal funksiyasina
baxaq. Bu resurs ¢ox hallarda—canl insan amayinin mig-
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darini gostarir ki, bu da adam — saat ve ya iscilerin sayi ile
ifade olunur. Tutaq ki, bu seraitda firmanin iscilarinin say a
—dir. Adeten istehsal funksiyasi diferensiallanan oldu-
gundan, f(a+1)~ f(a)+ f'(a) olar. Bger iscilerin sayl a
boyukdurss, onda yuxaridaki texmini baraberlik kifayat
geder daqiq olar. Bu halda f'(a) ne demakdir? Bu yeni

iscilorin vahid zamanda istehsal etdikleri alave mahsuldur.
Tutaq ki, v - vahid mahsulun giymatidir, p isa vahid zaman-
da iscginin aldigi emak haqgqidir. Onda ager vf'(a) > p

olarsa, 0 zaman bir nafar da is¢i géturmak lazimdir, bels ki,
o is¢i firmaya 6zunun aldigindan ¢ox galir gatirir. Mirokkab
olmayan bu gayda bu universal xarakter dasiyir ve igtisa-
diyyatin qizii qaydasi adlanir. Umumiyystle, baxdigimiz
soraitde istehsal funksiyasinin a noqgtesindeki toremaesi

igtisadiyyatda f(a%orta amak mahsuldarligindan forgli

olaraq emek mehsuldarliginin limit qgiymati adlanir.
Ovvaller daxil etdiyimiz bazi funksiyalara baxaq
(b6lma 4.2, p.2) va onlarin téramalarinin iqtisadi manalarini
tayin edak.
Taleb funksiyasi D = D(p)- har hansi amtaaya D to-

labinin onun p giymatinden asiliigi D(p) — nin téremasi bir
vahid qgiymet artimina gore telabin artiminin taxmini
giymatidir. Malumdur ki, giymaet artdigda telab azalir. Lakin
aslinda toremanin mutleq giymsati gosterir ki, qiymatin bir
vahid artmasi alicilar tarefinden telabin azalmasini gostarir.
Toklif funksiyasi S =S(p)-her hansi amtesnin p

giymatindan taklifin asiligi S(p) — nin téreamasi giymatin bir
vahid artinimasindan emtaaye taklifin artinlmasinin texmini
giymatini gosterir. Faydaliiqg funksiyasi U(x)-her hansi
soxsin onun ugln amteanin x miqdarinin subyektiv adadi
qgiymaeti—U’'(x) téramasi daha bir vahid amtas alds etmayin

alave faydalihginin texmini qiymatini verir. Vergi tarifi — N
verginin illik Q gslirindan asilihginin faizle ifadesi. Tutaq ki,
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P verginin qiymatidir, bunu illik Q galirinden vermak
lazimdir. Onda P- nin toremaesi N vergi tarifi olar. y = f(x)
funksiyasinin téremasi x zamanda gedilon y yolun ani
suratidir, istehsal funksiyasinin téremasi amak mahsul-
darliginin limit giymatini verir ve s. igtisadiyyatda haddinden
¢ox shamiyyatlidir bu suallara cavab vermak: amtaanin
qgiymati 1 % artarsa, ona taleb nec¢as faiz dayigar? ©mtaanin
giymati 1% artarsa, ona olan teklif nesa faiz dayiser? ve. s.
Bu suallar va onlara cavablar yeni anlayis daxil etmayi telab
edir: «arqumenta gora funksiyanin elastikliyi» vo ya nisbi
torema. y=f(x) funksiyasina baxaq. Tutaq ki, Ax

arqumentinin artimi, Af(x) funksiyasinin uygun artimidur.
Onda A% - arqumentinin nisbi deyismasi, Af()%(x) funk-

siyasinin deyismasi olar. ((Af(x)/f(x))/(Ax/x)j - funksiyanin

nisbi dayigsmasinin arqumentin nisbi dayigsmasina olan
nisbetine  [r, x+Ax] pargasinda arqumente  gére
funksiyanin orta elastikliyi deyilir. Bu nisbatin Ax >0 - da
N e ((Af(x X "(x

limitine, yani gil})(( ()] f( %Ax/x)):f( )(y(x)/x) -9y
funksiyasinin arqgumente nazaren x noqtesinda elastikliyi
deyilir va E” ils isara olunur. Belslikle, ager amtasys tole-

bin elastikliyinin giymati 2-ye barabardirse, bu o demakdir
ki, verilmis giymati 1% qaldirdiqda tsleb 2 % azalir. ©ger
buraxilan mehsulun amaya elastikliyi 1/2 - © barabardirss,
bu o demakdir ki,buraxilan meahsulu 1% artrmaq ugun
iscilorin miqdarini 2% atirmaq lazimdir.

Misal 1. D = 40 — 2p telab funksiyasi Ugun p = 4 ol-
duqgda telabin giymaete gbre elastikliyini tapin.

Foll: &7 ) = (D'(%(4)/4) = %=
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3. Diferensiallanma qgaydalan (funksiyalarin torama-
larinin tapilmasi).

Osas elementar funksiyalarin téremalari.
Sabit kemiyyat: ¢' =0 ;

Qiivvet funksiyasi: (x*)' =ax“™" ;

Ustlii funksiya: (¢*) =a*Ina ;

Osasl e olan ustlu funksiya: (e*) =e" ;

Natural logarifmli logarifmik funksiya: (lnx)':%c;

Loqarifmik funksiya: (log, x)'=(I/x)Ina ;
Trigonometrik funksiyalar:
(sinx)'=cosx ;(cosx) =-sinx;

r_ 1 . r_ -1
(gx) =V o sletgxy="V . .
Diferensiallanmanin struktur qaydalari.
1. Camin téremasi: ((f(x)* g(x)) =f'(x) £ g'(x) ;

!

2. Hasilin téremasi: ((f(x)g(x)) =f'(x)g(x)+ f(x)g'(x);
3. Nisbatin toramsi:

(f(x)/g(x))’ — (f’(x)g(x)_f(x)g,(xyz( ) :
g7 (x

4. Mirakkab funksiyanin téremesi:(Uf(x))’ =U'(f(x)f"(x);
5. Tars funksiyanin tdremasi: y’=%c,.

N o bk~ owobd-=-

Bu gaydalarin isbatina darsliklarde baxmagq olar.

Qeyri — askar ve parametrik funksiyalarrin téremaleri.

Tutaq ki, y=y(x) funksiyasi qeyri-agskar gokilde
F(x, y)=0 tonliyi ilo verilmigdir. Bu funksiyanin téremasini
tapmaq Ugun bu bsraberliyi x — @ gore diferensiallamaq,
sonra alinan tenliyi y' - & gore hall etmak lazimdir.
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Misal 2. e’ + y+cosy=2+sinx geyri-agkar funksi-
yanin téramasini tapin.

Halli. Verilmig barabarliyi x— 8 gora diferensiallayaq,
sonra iss y' -i tapaq:

e’ y'+y —(siny)y' =cox; y. = cos%ey f1-siny)

Bgar funksiyanin ve arqumentin giymsatloeri parametr
adlanan komakgi t kemiyyatindan asil olarsa, onda deyirlar
ki, y = y(x) funksiyasi parametrik sakilda verilib: x =x(z) ve
y=y(x). Parametrik funksiyalarin téremalarinin tapilma
gaydasi: oger x'(t) va V'(t) varsa, onda
v =y 0/x@0) (X(0)=%0.

Misal 3. Parametrik sokilde verimis  y(x) funk-
siyasinin y' - téremasini tapin: x(¢) =¢* +4¢’, y(t)=1t> +1.

Helli' x'(t) ar +12t%, y'(t)=2t, demali,

v, =26((46> +12¢) /2t +60)

Yliksok tortibli tremalar. y = f(x) funksiyasinin tore-
masi y'(x) hamin arqumentden asili yeni funksiyadir. Bu

funksiyanin téremasi (f'(x))’ baglangic f(x) funksiyasinin
ikinci tartib téremsi adlanir va y"(x) ve ya f"(x) - le isara

olununr. Analoji olaraq 3-cu, 4-cu va s. tertib téremaler
tayin olunur.

MOSSLOLOR

1. y =[x funksiyasinin x=0 ndgtesinde tdremasi yox-

dur. Sakil 2- de goOsterdiyimiz kimi sifin 6zinds saxlayan
muayyen intervalda onu parabola ile avez etmak lazimdir
ki, alinan funksiyanin her yerda téremasi olsun.

129



Healli. Parabolani y = x*> +a

soklinds axtaraq. Onda (x, y)

noqgtesinde parabola ile grafikinin X,y)
sag terafinin kasisma ndqtesinda

asagidaki sistem dogru olar: ‘

v

x2 +a=Xx k| 2
rrel Sokil 2.
Bu sistemi hall edib tapariq: x=1/2, a=1/4, bura-

x| X[ >1/2,
X+1/4 |H<1/2.

2. Diferensiallama gaydalarindan istifade edaroek
asagadaki funksiyalarin téremalarini tapin:

dan axtarilan funksiyani alariq: y = {

a) y=2x*+3)*, b) y=sin(2x+x%),c)y=¢€" ,
q) y=tg(5x+1), d)y=+x"+2x+3 , e)y:(ln(sin2 x))l.

3. Faydaliiq funksiyasi iki serti 6édemsalidir: onun
birinci tertib téremasi misbat olmalidir. ikinci téremaesi ise
manfi olmalidir. Bunun manasi beladir: amtes arzuolu-
nandir, migdari ¢ox oldugca giymatlidir, faydalidir; lakin is-
tehlak olan eamtesnin miqgdan artdigca onun faydalilig
azalir. Gosterin ki, asagidaki funksiyalar bu sartleri 6dayir:

a) y=Inx, b) y:\/;.
4. p giymatinden asili olan D=10/p toleb funksiyasi

Uclin telabin giymeate gore elastikliyini asagidaki noqgtslerde
tapin: 1, 2, 5, 10.

5. p qiymatinden asih S =5p taklif funksiyasi tugun
talklifin giymete gora elastikliyini asagidaki noqgtelerds tapin:
1, 2,5, 10.

6. y=2x" -1 funksiyasinin grafikine absisi 0, 2 , 4
olan ndqtalerda ¢akilmis toxunanin tenliyini tapin.

7. Dairenin radiusu saatda 2% artarsa, onun sahasi
hansi suratle artar?
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8. Eyni bir limandan eyni zamanda A paroxodu 30
km/saat surstle simal istiqamatina, B paroxodu 40 km/saat
suratle sarq istigamatina ¢ixir. Hansi suratle onlar bir— bi-
rindan uzaqlasacaq?

5.2. Diferensiallanan funksiyalarin xassalari

1. Diferensiallanan funksiyalar haqqinda teo-
remlar. Ferma teoremi. ©gar y= f(x) funksiyasi a

noqtesinds diferensiallanandirsa, yeni f'(a) varsa ve bu
ndqtanin har hansi strafinda f(x) < f(a) (f(x)zf(a)), yoni
f(a) hemin atrafda funksiyanin an bdéylk (an Kkigik)
giymatidirss, onda f'(a)=0.

Isbat.
()= tim{a (a)/ax) = tim (a7 (a)/ax)= fim (a7 (a)/ )=,
belo ki, eyni zamanda lim (A7(a)/Ax)<0 V@ lim (Af(a)/Ax)<0
( lim (A7(a)/Ax)20 V@ lim (A1 (a)/Ax)> 0).

Ferma teoremi téremanin komayi ile funksiyanin
ekstremumunu tapmaq ugln asas teskil edir. Bu teoremls
alagadar funksiyanin ekstremumunun terifini verak.

Sger a négtesinin her hansi strafinda  f(x)

funksiyasinin giymati f(a) an boyuk (an kicik) olarsa, yani

bu négtede  f(x)<f(a) (f(x)>f(a)) berabersizliyi
ddenarse, onda f(a) qyimeti maksimum (minimum)

adlanir. Argumentin uygun a qiymati maksimum (minimum)
néqtesi adlanir. Funksiyanin maksimumlari (minimumlari)
onun ekstremumlari, maksimum ve minimum noqtelari ise
ekstremum néqtalari adlanir.

Riyaziyyatcilar arasinda ekstremumun terifi Ggun fikir
birliyi yoxdur. Bu terif bizim kurs Ggun on yararl terifdir.
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Roll teoremi. ©ger y= f(x) funksiyasi [a, b] par-
gasinda kasilmez, (a.b) intervalinda diferensiallanan
funksiyadirsa va f(a)=f(b) olarsa, onda ele ce(a.b)
nogtasi vardir ki, onun toremasi sifira barabar olar.

Isbati. Veyerstras teoremina asasan (bdlme 4.4.n.2)
funksiya [a,5] pargasinda 6ziiniin an bdyiik va an kigik giy-
matlerini alir. Bu giymatlerden he¢ olmazsa birini funksiya
parcanin daxili négtesinde alir. ©ks halda f(a)= f(b)

oldugundan funksiya pargada sabit olar va onun téramasi
batin noqtelerde sifir olar. Beloalikle ekstremum ndég-
talerindan biri daxili ndgtedir. Ferma teoremina gora térama
hamin néqtada sifir olar.

Lagranj teoremi. ©ger y = f(x) funksiyasi [q4,5]
parcasinda kasilmaz, (a,b) intervalinda diferensiallanan
funksiyadirsa, onda elo ce(a,b) noqtesi var ki,
/()= /(a)= '(cNb—a) ofar.

Isbati.  F(x)= f(x)-xf(b)- f(a)/(b—a) funksiyasina
baxaq. Bu funksiya Roll teoreminin bitlin gertlerini ddayir,
demali ele ¢ e(a,b) noqtesi var ki, F'(c)=0 olsun ve ya

f'(c)=(f()- f(a))/(b-a), bunu da isbat etmak telob

olunurdu. Lagranj teoremini orta giymet haqqginda teorem
de adlandirirlar: f'(c)- f(x) funksiyasini [4,5] parcasinda

dayisaninin orta suratidir.

2. Funksiyanin diferensiali. Diferensiallanan
y = f(x) funksiyasinin artimini
Af (x)= f'(x)Ax + aAx (1)
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soklinds yazmaq olar, burada « -sonsuz kigiloen funksiyadir
(Ax—>0). y=f(x) funksiyasinin x néqtesinde artiminin ax-a
nazaran xotti bas hissasina onun diferensiali deyilir:

dy = f'(x)Ax (2)

Argqumentin Ax artimini dx kimi da isara edirlar, onda
(2) disturunu bele yazmaq olar: dy= f'(x)dx. Bu bera-
berlikden gorunur ki, toremeya hem da funksiyanin dife-
rensialinin arqumentin diferensialina nisbati kimi de baxmagq
olar: f'(x)=dy/dx.

Diferensial Ugun diferensiallanma dusturlarinin ana-
logu dogrudur (bax bdlma 5.1.m.1). ©ger (1) disturunda
ikinci deracali aAx toplananini atsaq tegribi Ay ~ f'(x)Ax ve
ya Ay~ f'(x)dxberaberliyini alariq ki, bu berabarlikden de
toqribi hesablamalarda ve murakkab asiliiglarin xattileg-
diriimesinda istifada edilir.

Misal 1. Radiusu r olan dairenin sahesi S =zr’-dir
©ger radiusu Ar qgader artirsaq, onda S-in AS artimi
radiusa r va r+Ar olan konsentrik gevralerin arasinda
galan dairavi halganin sahasi olar.

AS = (r + Ar) — m* =2 Ar + n(Ar) ifadesindan
alariqg ki, » >0 — da AS-in bas hissasi 2zrAr olar ki, bu
da ds-diferensialidir. Diferensial anlayisindan tebii olaraq
xotalarin hesablanmasinda istifade etmok xUsusi ilo
alveriglidir. Masalan, tutaq ki, x kamiyyatini olgurik ve ya
bilavasita hesablayiriq, ondan asili olan y kamiyyatini isa
yzf(x) dusturu ile teyin edirik. x kemiyyatini Olgarkan
adaten Ax qoader xataya yol verilir ki, bu da y kamiyyatini
Ay xatasina sabab olur. Bu xatalarin ¢ox kigik oldugunu
nazers alaraq Ay =dy gebul etmak olar, bu da o demakdir
ki, artimi diferensialla avaz etdik.
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Misal 2. Kuranin radiusunu hansi nisbi xata ile
olgmak lazimdir ki, onun hacmini 1% daqiqlikle teyin etmak

olsun.
Halli. Malumdur ki, v=(§jm»3. Demali, & _34

v r

Serte gors Gl <0,01 oldugundan dr < Gj-o,m.
1%

r
1
Cavab: 5% deqiqglikle.

Tutaq ki, y = f(x) - ixtiyari funksiyadir. Farz edak ki,
bu funksiyanin a noqgtesinde téremesi var. Onda
g6stardiyimiz kimi  f(x)~ f(a)+ f'(a)x—a) teqribi bsrabarliyi
dogrudur, x a-ya na gadar yaxin olsa bu barabarlik bir o

gadar daqiq olar. Belsliklo, istanilan murekkab funksiyani
togribi olaraq xatti funksiya ile avez etmak olar. Bu

yanasmaya f (x) funksiyasinin xettilesdiriimasi deyilir. Qra-
fiki olaraq bu yanagsma o demakdir ki, funksiyanin grafiki a
ndqtasinde ona g¢oekilan toxunanla avez olunur. Masalan,
tutaq ki, y=f(x) manfaatini isciloerin x sayindan asiliigini

gOsterir. ©gar muayyen vaxtda isgilerin sayr a kifayet
gadar bdyukdurss, onda toqribi barabarlik
yzf(a)+ f’(a)(x—a). Gosterir ki, x a-dan az ferglanende
manfasat iggilerin sayindan xatti asili olur. Funksiyanin
diferensiali dy:df(x) 0zU da arqumentin funksiyasidir. Bu

funksiyanin diferensialina verilmis funksiyanin /I tortib
diferensiall  deyilir ve asagidaki kimi isare olunur:

d(dy)=d(df(x))=d’y =d’ f(x); axinnci funksiyanin diferen-
siali Il tertib diferensial ve s. adlanir.

Misal 3. y = (x+1)4 funksiyasinin Il tertib diferensialin
yazag. Bunun Ugun bu funksiyanin Il tertib téremasini
tapaq. y"=12(x+1)*. Demali, d’y =12(x+1)’dx’.
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3. Teylor goxhadlisi va diisturu. Tutaq ki, y = f(x)
funksiyasi har hansi C nodqtesinde n-ci tertibe gader
toramasi olan funksiyadir. Bu o demakdir ki, funksiya her
hansi (a,b) intervalinda (ce(a,b)) n-1-citortibe gadar bitln
toramaleri olan funksiyadir, va ham de n-ci tertib tdremasi
da var.

Bu funksiya Ugun Teylor coxhadlisini yazaq:

P(c)= f(c)+ f'(c)glx_ch f"(c)(;_c)z +ot e —e)” .

n!

Ardicil olaraq P(c),P'(c),P"(c)....,P")(c)-ni hesabla-
yaraq gorarik ki, bu ¢oxhadlinin ve onun n-ci tartibe gader
toramaloerinin (n-tartibli torama daxil olmagla) ¢ noqte-
sindaki giymatleri f(x) va onun téremalarinin giymatlarina
barabar olar. Ona gore da asas var ki, bu ¢goxhadlinin f (x)-e
¢ox yaxin oldugunu hékm edek. r(x)= f(x)-P(x) galid bu
yaxinh@in dlgl deracasidir. isbat etmak olar ki, x —c¢-de
gostarilan gartlerle r(x) qalgi (x—c)" -9 nisbaten sonsuz

kigilon funksiyadir, yeni r(x)= O((x—c)”) :
Buna gora da yaza bilerik ki,
f(x):f(c)Jr f’(c)(x _C) + f"(c)(x - C)Z n
I! 2! (3)
f(")(c)(x _ c)( ) . 0((x B c)")
n!

(3) dusturu Peano formali galiq hadli Teylor diisturu
adlanir.

Bu dustur asagidaki dusturun tabii Umumilagmis
formasidir:  f(x)= f(c)+ f'(c\x—c)+0(x—c), bu ise f(x)
funksiyasinin ¢ noqtesinds differensiallanmasi ifadasidir.
Bgar ¢ =0 gotursak, Teylor dusturu daha sada sokile dusaer:

+..+
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"0y  £"(0)x? ()™
1(5)=110)- SO SO TR ) (4)

(4) dusturu Makloren ddisturu adlanlr.

Misal 4. Tutaq ki, f(x)=e", onda f(")(x):ex isto-
nilen n Ggln dogdru olar. Bu halda f(”)(O):l oldugundan
(4) dusturuna asasen alariq:

[ N S
21 (3
Arayis magsadi ile Sinx ve Cosx funksiyalarinin

Teylor dusturunu verak:
3 5

. _ R 2n+l ) .
Sznx—x-(3!)+(5!) ...+0(x ),
Cosx=1-5—+ 2 _ ol
OSX = -@4‘@—...4' X
MOSOLOLOR

1. y= IOk% funksiyasinin 8 noéqgtasinda, y :1/2/‘]\%

funksiyasinin k=2000 noqtesinde xattilegsmasini yazin (M va
h-parametrlaridir).

2. y=x", y=+Jx+l, y=Ih(x+1), y=e"",
y=Cosx” funksiyalarinin IV hadde qoadar daqiqlikle

Makloren dusturunu yazin.
3.a) tgx funksiyasinin o noqtesinds, b) Crgx funk-

siyasinin % noqtasinda Ill hadda gadar daqiqglikle Teylor

dusturuna yazin.
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Movzu 6 o
FUNKSIYALARIN TaDQIQI,
QRAFIKLBRIN QURULMASI

6.1.Funksiyalarin ekstremumlari
va onlarin tapilmasi

1. Funksiyanin ekstremumu va onun tapilmasi.

Funksiyanin ekstremumunun terifi 5.2-da verilmisdir.
Bu anlayisin vacibliyini nezare alarag onu bir daha yada
salaq. ©ger a noqgtesinin har hansi bir atrafinda f(x) funk-
siyasinin giymati an bdylk (an kicik) olarsa, onda bu
giymete funksiyanin maksimumu (minimumu) deyilir, yani
bu etrafda f(x)< f(a) (f(x)> f(a)) berabarsizliyi 6denir.
Arqumentin uygun « qgiymatine maksimum (minimum)
ndqts deyilir. Yada salaq ki, agar ndgtanin har hansi atrafi
batinlikds funksiyanin teyin oblastina daxil olarsa, bels
ndqtaye tayin oblastinin daxili néqgtasi deyilir. a ndgtasinda
f'(a)=0 vo yaxud f'(a) yoxdursa, onda a noqtasi f(x)
funksiyasinin béhran ndqtasi adlanir. ©ger a noqtesi daxili
noqtadirse ve f'(a)=0 olarsa, onda bu noqgtsys f(x)
funksiyasinin stasionar noqgtesi deyilir.

Teorem 1. (Ekstremumun zaruri sarti.) ©gar f(x)
funksiyasinin daxili ¢ noqtasinda ekstremumu varsa,
onda a noqtasi f(x) funksiyasinin bohran noqtasidir.

Isbati. a ndqtesi daxili ekstremum noqtesi oldu-
gundan, onun her hansi otrafinda f(x)< f(a) ve ya
f(x)> f(a) olar. ©ger f'(a) yoxdursa, onda a - torife
asasan bohran noqtesidir. ©gar f'(a) varsa, onda Ferma
teoreminin sertlari 6danir ve bu halda f'(a) =0 olar.

Teorem 2. (Ekstremumun birinci kafi alamati).
Tutaq ki, f(x) funksiyasi a noqtasinin muayyan
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atrafinda kasidmazdir va ola bilar ki, « istisna olmaqla
hamin atrafda diferensiallanandir. Onda:
1) ©ger x<a olduqda f'(x)>0 ve x>a oldug-

da f'(x) <0 olarsa ¢ maksimum noqtasidir;

2) 9ger x<a olduqda f'(x)<0 va x>a oldug-
da f'(x)>0 olarsa, onda a funksiyanin minimim noqte-
sidir.

Teorem 3. (Ekstremumun ikinci kafi alamati).
Tutaq ki, f(x) funksiyasi va onun f'(x) va f"(x) tora-
malari a noqtasinin miayyan atrafinda kasilmazdir ve
f'(a)=0.Onda:

1) ©gor ["(x)<0 olarsa a funksiyanin maksi-
mum noqtasidir;

2) OBger f"(x)>0 olarsa a funksiyanin mini-

mum noqtasidir.

Bu iki elamatin isbatina darslikloerde baxmaq olar.
Ekstremumlarin tapilmasi Ggun tesvir olunan Usullara alava
olaraq Uilson dusturuna baxaq.

2. Uilson diisturu. ideal ambarin isine baxaq. Belo
ambar 0z mustarilarine muntazem olaraq sabit M suratle
vahid vaxtda vahid amtes (xammal yarimfabrikat va s.)
gonderir. Vahid ehtiyatin vahid vaxtda saxlanma xarcini h
ilo isaro edok. Ambar uzunlugu T olan dovrlerle islayir
(sekil 1). Dovrun avvallinde ambar hacmi Q olan ehtiyat
gatirilir. Bundan alave ambar Q- dan asili olmayan K faktur
xarclari ¢akir. Masale. A
vahid vaxtda xarclerin Q
minimumlasdinimasindan
ibaratdir. Q hacmi ile \
dévranin uzunlugu Q/M olar,
demali vahid vaxtda faktura :
xarcleri KQ/M olar. T t
Nazare alsaq ki, ambarda olan Sakil 1.
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ehtiyatin orta migdari Q/2 olar, onda vahid vaxtda sax-
lanmanin orta xarci hQ/2 olar. Belslikle, com saklinde orta
xarc vahid vaxtda G =KM/Q+hQ/2 olar. Minimumu tap-

maq udgln toremeni tapaq ve sifira berabar edsk:

G'=-KM/Q*+h/2=0, buradan o= [2KM/n. lkinci tertib

térameni tapaq ve isarasini yoxlayaq: G"=2km/0* >0.
Q=.2kM/h - Uilson disturu adlanir. Minimum xarc

G =~2KMh.

Misal 1. Ambara sementi 1500 tonlug barjalarla
gatirirler. Faktura xarclari 2000 dollardir. Saxlanma xarcleri
bir sutkada har ton tgin 10 sentdir. Her sutkada ambar 50 t.
sement buraxir. Bir ddévrde saxlanma xarclerini tapin. Bir
partiyanin optimal hacmi na qadar olar?

Halli. Ambarda saxlanilan sementin orta hacmi
xorci 75 dollardir. Bir dovra 30 gundur. Demali, bir dovrde
saxlanma xeorci 2250 dollardir. Bir partiyanin optimal
hacmini Uilson dusturu ile hesablayaq:

0 =2KM [h =/2-2000-50/0,1 ~1420¢

Qeyd. Bir ¢ox praktiki vacib hallarda diferensial
hesabinin Usullari ekstremumlarin tapiimasina ve tadqiqina
imkan vermir. Masalon, xatti programlasdirma masalaleri
ucuin mahz bu hal goruruk (bax 3.1 p.2.)

3. Birresurslu firma nazariyyasi. Forz edok ki,
firma bir amtes istehsal edir vo onun miqdarini y ils isara

edak. Bunun dgun yalniz bir resursdan istifade olunur. Fir-
ma 6z istehsal funksiyasi ile y=F(x)-lo tamamile xarak-

terize olunur. Istehsal funksiyasi F(x)-istehsal edilen emte-

anin hacmi ile sarf olunan resurs—x arasindaki asilihgi ifade
edir. Farz edacayik ki, istehsal funksiyasi zaruri téremalare
malikdir. Tutaq ki, istehsal funksiyasi iki aksiomu 6dayir.
Aksiom 1. istehsal funksiyasinin teyin oblastinin heg
olmazsa bir hissasinde — iqtisadi £ oblastinda bu funksiya

139



azalmayandir, yoeni emal olunan resurs hacminin artmasi
buraxilan mahsulun azalmasina sabab olmur.
Belslikle, agar a,b bu oblastin iki ndqgtesidirse, onda

a<b oldugda F(a)< F(b) olar. Demali bu oblastda F'(x)
maenfi deyildir. Ona limit mahsulu deyirlar.

Aksiom 2. Iddia edilir ki, igtisadi oblastinin elo
gabariq S alt coxlugu var ki, {a € S;F(a)Zc} alt coxluguda
batlin c-ler Ggln gabariqdir. Bu alt ¢oxlugda ikinci tartib
térama musbat deyildir.

Bu iki aksiomun iqtisadi mazmunu Uzarinde daya-
naq. Birinci aksiom gdsterir ki, istehsal funksiyasi riyaziy-
yatgi-nazariyyagiler tarafindan uydurulan abstrakt funksiya
deyildir. Bu funksiya butin tayin obslatinda olmasa da onun
bir hissesinda ¢ox vacib iqtisadi, eyni zamanda trivial izaha
malikdir: az da olsa normal igtisadiyyatda xarc artimi mah-
sul buraxilisinin azalmasina sabab ola bilmaz.

ikinci aksiomda yalniz ikinci tertib tdremenin miisbet
olmadiginin igtisadi menasini izah edsk. iqtisadiyyatda bu
xasso galirliliyin azalmasi gqanunu adlanir: serf olunan re-
surslarin artinlmasi zamani musayyen anda (S oblastina
daxil olarkan) limit mahsulu azalmaga baslayir. Bu ganunun
klassik misal olaraq geyd olunmus sahads taxil istehsali
zamani iscilerin artinlmasidir. Bundan sonra hesab
edaceyik ki, istehsal funksiyasi butin tayin oblastinda har
iki aksiomu ddayir. indi firmanin fealiyystine qayidaq. Tutaq
ki, P-vahid resursun giymatidir ve y — buraxilan vahid mah-
sulun qgiymatidir. Demali, P manfasti x -in funksiyasidir,
P(x)=vF(x)- px

Belslikle, firmanin mesalasina galirik:

P(x) =—> max (1)
x>0

P(x) funksiyasinin téremasini sifira barabar ederak,
aling:
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F'(x)=p/v (2)

Aydindir ki, emal olunan resursun hacmi musbatdir
ve demali (2) minasibatinin dogru oldugu, noqgte daxili
noqtadir, yeni ekstremum noqtasidir, ikinci tertib tdremanin
musbat olmadigini nazers alsaq, onda bu ndégte maksimum
nogtesi olar.

Belalikla, istehsal funksiyasi Uzarina qoyulan tabii
sortlorle (2) munasibati firma masalasinin hallini verir, yani
emal olunan resurslarin hacmini teyin edir ki, bunun da
naticasinde maksimumu muayyen eden mahsul alinir. (2)

miinasibatini veran a” ndqtesini firmanin optimal halli ad-
landiraq. (2) muinasibatinin igtisadi menasi Uzerinde da-
yanaq. Yada salaq ki, F’(x) limit mahsuludur, v F'(x) ise

bir vahid resursdan alinmig limit meahsulunun dayeridir.
Vahid resursun bir vahidinin dayeri p—ya barabardir. Onda

(2) munasibatini veran optimal ndqte tarazliq noqtesi olar
Yoni o nogtada ki, resurslarin alinmasina sarf olunmus
vasaitden artiq he¢ na alde etmak mumkin deyil. Miayyan
sortlar daxilinde firmanin (2) munasibati ile tayin olunan
optimal halli batin p ve v Uugun yeganadir.

Belslikla (1) masalasinds 4" p ve v lglin yegane-
dir. Onda resursa teleb funksiyasi adlanan a' =a'(p,v)
funksiyasini alariq. Bu funksiyanin manasini aydinlasdiraq.
Oger resursun p qiymati, buraxilan mahsulun giymati v
olarsa, onda firma emal olunan resursun hacmini a(p,v)

funksiyasi vasitesile teyin edir ve bu hacmde resursu, ba-
zardan alir, yoni bu funksiya firma terafinden resursa olan
talebdir. Emal olunan resursun hacmini bilarak, bu hacmi
istehsal funksiyasina qoyaraq, buraxilan mahsulun hacmini
giymatdan asili alariq. Axirinci funksiya mehsulun toklif
funksiyasi adlanir.
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Misal 2. Cinqll istehsalinin hacmi ,, (t/saat) smayin

migdarn x-den (adam/saat) asilidir. y=6\/; Cingihn qiy-

mati 40 rubl/t, fehlanin emak haqqi 30 rubl/ saat-dir. ©mak
haqqinda xarc nazards tutulmur. ©®mayin optimal miqgdarini
tapin.

Halli. Fahlelerin  sayr x oldugda manfast
P(x)=406+/x —30x olar. Bu funksiyanin makismumunu ta-
240

aq. P'(x)= - 30; =16
paq (X) m X
Bu qiymetda ikinci tartib téreme F"(16)<0 olar.

Demali x =76 maksimum nogtesidir. Bilavasits (2) muna-
sibatinden de istifade etmak olar. Onda alarq:

40 =30; x=16

24x

4. Firmanin manfaati ve verilmis vergi tarifi ile
dovlata verilan vergilarin hacmi. Tutaq ki, mahsulun
qgiymeti v(y)=a—-by - dir, yoni bazada hazir mahsullarin
artmasi ile xatti azalir. Xarclor | iss y mahsulun hacmindan
bele asilidir: 1(y)=cy’> +dy+e, burada a, b, ¢, d, e — mis-
bet sabitlordir.

Tutaq ki, vergi t tarifi ilo aksizdir, yani her bir vahid
satilan amtaa Ugun t vergisi ddanilir ve batin vercilerin comi
G =ty -dir.

Belolikle, firma p(y)=y(a—by)—c’y—dy—e—ty
manfastini adle edir. Bu menfesati maksimumlasdirmaq
ucun firma optimal istehsal hacmi axtarir. Demali,
P'(y")=0, buradan Y=(a-d-1)/2+(b+c)) Vo
P"(y")=-2b-2¢ <0, yani y dogurdan da maksimum noég-
tasidir. >0 oldugundan, gortinir ki, bele vergi tarifi
optimal buraxiligi azalmasina sabab olur. HOkumatin vergi
tarifini t — ni prognozlasdirmasi ugun dovlstin vergi galirini
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hesablayaq: G=#=t(a—d—1)/(2(b+c¢)), yeni baxdigimiz
halda dovletin vergi

ayrisi paraboladir, G*
qollari agagi

yonalmisdir (sakil 2).

Maksimum ¢* = (a—d)/2

- ndqtasidir ve

G =(@a-d)Y?/8b+c) - |

barabardir. " - giymatinde (a-d))2  a-d t
optimal mahsul buraxiligina

y, =(a—d)*/(4(b+c)) olar, Sakil 2.
p(»,)=(a—-d)*/(16(b+c))—e olar. Umumiyystle isa vergi
tarifi t oldugda firmanin manfoati

P(y"(t)) = (a—d —1)* /(4(b + c)) —e olar. Buradan gixir ki, ¢
artdigca manfeet azalir. (eger 0<¢<(a-d)), gorunur ki,
vergi  tarifinin  ele  qgiymatlor oblastt var ki,

(t>t=a—d—+4e/b+c oldugda) firmanin manfasati manfi
olur, lakin ddvlstin galiri musbat olur. Bu ona goéra bas verir
ki, kriteriya olarag mahsul buraxiliginin hacmi gotu-
ralmasdur, lakin onun miusbat olmasi geyd olunmamisdir.

Oger qoebul etsak ki, 1>1 oldugda mahsul
buraxilisi dogurdan da sifra bsrabar olsun, onda dovlatin

goliri 1>1 oldugda hamginin sifra barabar olar. Aydindir ki,

¢t - nun yaxinliginda isguzar aktivlik ciddi asagi dusur.

5.Qabariq ve ¢okuk funksiyalarin ekstremumlari.
Toklif. Tutaq ki, f(x) funksiyasi qabariq g¢oxlugda
(interval, segment va s.) gabariqdir (¢cokikdur). ©ger
funksiyanin bu g¢oxlugda minimumu (maksimumu) varsa,
onda hamin giymat an kigikdir.
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Isbati. Qabariq funksiyanin [a,b] parcasinda verildiyi
ilo kifayatlonak. Ferz edok ki, ¢ funksiyanin minimum
noqtasidir. Tutaq ki, f(c) (a,b) intervalinda an kigik giymat

deyildir, yeni her hansi d € [a,b] ndqtesi Ugin £(d)< f(c)
olar. Istenilen A Gglin (0<A<1) z, =Ad +(1-A)c €[a,b]-
f(x)  funksiyasinin  gabariq  olmasindan  alariq:

f(z,)<af(d)+(1-2)f(c)< fc) 2—0-da z, c-yo ya-
xinlasar. Demali, ¢ nodqtesinin istanilon atrafinda elo
ndgteler var ki, hemin négtelerde f(x) —in giymati f(c)-de

kicikdir, bu da o demakdir ki, ¢ noqgtesi minimum noqte
deyildir. Alinan ziddiyyet isbati tamamlayir. Butin bunlardan
gabarig funksiyanin minimumunu tapmaq Ugln sade

algoritm alinir. [4,6] intervalina % addimlarla kegirik.

Ovvalca funksiyanin giymati azalir. Bu giymatlarin azalmagi
qurtaran kimi minimum noqtasi tapilir — bu nogte avvalki ila
sonrakinin arasinda olur.

Misal 3. y=x*-100x+2400 funksiyasi [0,700]-de ga-
barigdir. Bu intervali — (0,100) 1 addimla kegak y(71) =
=2301, y(2) = 2204, y(49) = -99,

y(50) =- 100, y(51) = -99. Dayaninq! Funksiyanin
giymati azalmagi dayandirdi. Demali, minimum 50 ve 51
arasindadir. ©gar minimumu daqiq tapmaq lazimdirsa,
onda [50,51] pargasini daha kigik addimla kegmak lazimdir

Vo S.
MOSSLBLOR

1. Eni a m olan g¢ayda duz bucaq altinda eni » m
olan kanal qurulmusdur. Maksimal uzunlugu nege m olan
goami bu kanala gire biler?

2. Gaminin bir sutkaliqg xarci iki hissaden ibaratdir:
sabit hisse @« manat ve dayigsen hisse-suratin kubuna
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matanasib artir. Hansi  suretde geminin Uzmasi daha
ganaatli olar?

3. Kigik istixanada her gin yigilan y kq xiyarin
migdar is¢ilerin x sayindan asilidir: y=4\/;+4lnx. Her
gun bir isgiye verilon amak haqq 2 kq xiyarin giymatine
barabar olarsa, iscilarin optimal sayini tapin.

4. Istehsal funksiyasi y =vIn(x+1) olan firmanin re-
sursa talab funksiyasini ve mahsula teklif funksiyasini tapin,
burada v -vahid mahsulun giymati, p - vahid resursun qiy-
matidirve p<v.

5. Tez korlanan meahsulu—naringi «meyve-tarevaz»
dikanina masginla gaetirirlor. Bir gedigsde yol xarcleri 50
dollardir. Bir sutkada dikanda 2 ton naringi satilir. Bir
sutkada 2 t naringi satilir. Mandarinin har kilograminin
saxlanma xerci 20 sentdir. Uilson dusturu vasitesile
mandarinin bir partiyasinin optimal olculerini hesablayin.
Dukana getiriilma dovriniu tapin. Partiya 2 t ve 50 kq
oldugda orta sutkaliq xarclari hesablayin.

6.2. Funksiyanin tadqiqi,grafiklarin qurulmasi

1.Funksiyanin artmasi va azalmasi.

Teorem. Tutaq ki, y= f(x) funksiyasi (¢,5b) inter-
valinda diferensiallanandir. Onda :

1) ager (a, b) intervalinda f'(x)>0 olarsa, f(x)
hamin intervalda artandir;

2) ager (a, b) intervalinda f'(x)<0 olarsa, onda
f(x) hamin intervalda azalandir;

3) ager bu intervalda f'(x)=0 olarsa, onda f(x)

intervalda sabit funksiyadir.
Isbati. Verilmig intervaldan ixtiyari c<d noqtesi
gotirek [c,d] pargasinda f(x) funksiyasina Lagran
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dusturunu (b6lma 5.2. p.1) totbiq edak:
f(d)-f(c)=f'(e\d-¢) burada e-[cd] pargasindan
goturtlmis miayysn noqgtedir ¢ <d oldugundan f(d)- f(c)
forginin isarasi f'(e) —nin isaresi ile tamamila tayin olunur.
Bger f'(x) har yerde misbetdirse, onda f'(e)>0 olar.
Buradan alariq ki, f(d)> f(c), yeni f(x) (ab) intervalinda
artandir. ©gar f’(x) har yerde manfidirss, onda f'(e)<0
olar. Buradan f(d)< f(c), yeni f(x) (ab) intervalinda
azalandir. Nehayst, ager tdéreme har yerds sifira
barabardirse onda f'(e)=0 va f(d)-f(c) forqi istenilen
d,c € (a,b) tgin (a,b) intervalinda sabit olar.

2. Funksiyanin qrafikinin qabarnighgr ve
¢okiikliyii. yilma néqtalari. y = f(x) funksiyasinin grafi-
kinin batin nogtaleri (a,b) intervalinda bu grafike ¢akilmis

istenilon toxunandan yuxarida qalarsa, onda qrafik bu
intervalda qabariq, eger qrafikin butin ndqteler (b,c¢)

intervalinda g¢ekilon toxunandan asagida qalarsa, onda bu
intervalda ¢ékiik adlanir (sakil 1).

a b c

Sokil 1.

Teorem 1. 9gar f(x) funksiyasi intervalda iki

dafa diferensiallanandirsa va onun biitiin noqgtalarinda
f"(x)>0 (f"(x)<0) olarsa, onda onun grafiki bu

interavalda qabariqdir (cokukdiir).
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Qrafikin gabariq hissasini onun ¢Okuk hissasindan
ayiran noqteya grafikin ayilma noqtesi deyilir (Sokil 1-de
ayilma ndqtesi »—dir ).

Teorem 2. Tutaq ki, f(x) funksiyasi » noqtasinin
muayyan atrafinda tayin olunmus va » noqtasi istisna
olmagla bu atrafda iki defe diferensiallanandir, onda »
noqtasini kegarkan ikinci tertib torama isarasini
dayiserse, b néqtesi qrafikin ayilma néqtesidir.

Isbati. ©gar b noqtasinden kegarken Il tartib tdrema
isarasini musbatdan manfiya deayiserss, onda qrafikin
gabariq hissasi ¢okuk hissasine kegir; agar » ndqgtasinden
kegerkan |l tartib térema isarasini manfiden musbats de-
yiserse, onda grafikin ¢okuk hissesi qabariq hissesina kegir.
Her iki halda grafikin (b, /(b)) noqtesi onun gabariq ve
¢Okuk hissalerini ayirir, demali ayilma ndqtasidir.

3. Funksiyanin tadgiqinin plani va grafikinin
qurulmasi. Planin mazmunu:

1) funksiyanin tayin oblastinin tapiimasi;

2) funksiyanin dévri olmasini, cut ve ya tak olmasini
muayyan etmak;

3) funksiyanin kesilma noqtelarinin tapilmasi (on-
larin lazim oldugda ndvlerinin muayyen edilmasi);

4) funksiyanin grafikinin asimptotlarinin tapiimasi ve
ya asimptotlarin olmadigina amin olmag;

5) funksiyanin qrafikinin absis oxu ile kasisma
noqtsalerini tapmaq, bu noqtelsr kasilma noqtaleri il
barabaer tayin oblastini sabit isarali intervallara bolur;

6) funksiyanin toremasinin tapiimasi, onun artma ve
azalma intervallarinin va ekstremumlarinin tapiimasi;

7) ikinci tertib toremanin, gabarigliq ve ¢okuklik
intervallarinin, ayilma ndqtasinin tapiimasi;

8) funksiyanin tayin oblastinin sarhad noqtsalerinde
giymatinin ve ya onun limitini tapin;

9) tedqigatin naticalerinden istifade edarak onun
grafikinin qurulmasi.
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Misal 1. ,_ @ funksiyasinin qgrafiki logistika
(1+ce™)
ayrisi adlanir. Igtisadiyyatda bu ayriden istehlak asyalarinin

istehsalinin artimi meylinin teyin edilmasinds istifada edilir.

. 6
Tutag ki, a=6,c=2 ve d =1, onda y:(—).
1+ 2e™

Bu funksiyani tedqiq edek ve onun grafikini quraq.
1) Funksiyanin tayin oblasti batin adad oxudur;

) Funksiya umumi gakillidir;

) Kasilma ndqgtaleri yoxdur;

) Saquli asimtotlari yoxdur,maili asimptotu var:

k1=1im(1j=1im 6 __0 b=lim—0 -
x40\ y X—>+o0 ‘] +2e" '; X—>+0 ‘] +2e™ ’
6

Demali ayrinin iki maili asimptotu var: y=6- sag-
torofli vo y =0 — soltarafii;
5) Qrafikin Ox oxu ile kssisme noqtesi yoxdur,
funksiya her yerde musbatdir;
6) Téreme ,__12¢" . - her yerde miisbatdir,
(142 )
demsali funksiya har yerds artandir ve ekstremumlari
yoxdur;
7) |l tortib yzm téromasi x = In2 oldugda
(1+2¢7)
sifira baraber olar. 4(In2,3) ndqgtesi ayilma ndqtesidir, bela
ki, Il tortib torema In 2 atrafinda isarasini dayigir;
8) lim y(x)=0 ve lim y(x)=6;

9) funksiyanin grafikini quraq (sakil 2)
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A
6+
A
3L
In?2 X
Sokil 2.

4. Funksiyanin sifirlarinin tapilmasi, tanliklarin
taqribi halli. ©gar f(c)=0 baraberliyi dogru olarsa, onda ¢

adadine f(x)=0 tenliyinin kékli deyilir. Diger tarefinden
arqumentin f(x)-i sifira geviren giymatine funksiyanin sifiri
deyilir. Belalikla, f(x) funksiyanin sifin f(x)=0 tonliyinin

kokadur. Funksiyanin sifin onun grafikinin absis oxu ile
kasisma noqtesidir, ona gore de onlann tapiimasi funk-
siyasinin grafikinin qurulmasi Ggln vacibdir. Verilmis tanliyin
izola edilmig koklerinin tapilmasi Ggun iki Usul gosterak (c
koku o zaman izole edilmis adlanir ki, hamin pargada basqga
koklar yoxdur va parganin U¢ noqgtalerinde funksiyalarinin
qgiymetleri muxtalif isaralidir).

Veterlor Gsulu: Tutaq ki, f(x) funksiyasi [q,b] parca-
sinda kesimazdir.  4(a f(a)) ve B(b f(b)) nogtalerini

birlegdirek va 4B vatarinin tenliyini yazaq:

(-f(a) _(x-a)

(/(b)-1(a) (b-a)
f(x)=0 tenliyinin teqribi koki olaraq 4B vaterinin
0OX oxu ile kasisme nogtasi olan x, nogtasini goturak (sakil
3). Vaterin tenliyinde x=x, goétirek ve y=0 oldugunu
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nezere alaraqg onu x, -8 goéro hall edek. Onda alanq:

Sa)b-a)

e

Toxunanlar usulu (Nyidtonun toxunanlar dsulu).
Tutaq ki, f"(x), [a,b] parcasinda isaresini dayismir.
B(b, f(b)) nogtesinde funksiyanin  grafikine  gakilen
toxunanin tenliyini tapaq. Burada 7"(b)f(b)> 0 (sokil 4) sorti
odenir. y=f(b)+(x-b)f"(b) f(x)=0 tenliyinin teqribi koki
olaraq toxunmasi noqgtesi olan x, goturek.

Toxunanin tenliyinde x=x,, y=0 gotursak,alarq:

cRX, =b—@
/'(b)
vA yA
y=/x IB
I% X7 b ;C
Sakil 3. Sakil 4.

Misal 2. x+¢* =0 tonliyinin taqribi hallini toxunanlar
usulu ile tapagq.

Tutaq ki, f(x)=x+e", onda f(-1)=-1+e" <0, £(0)=1>0.
f'(x)=1+e*>0 her yerds, o climleden [-1,0] pargasinda

Odenildiyinden, bu pargada izole edilmis kok var.
f"(x)=e" >0 oldugundan toxunanlar Usulunu tetbiq etmak
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olar. f"(0)f(0)>0 oldudu Uglin, yiixarida dediklerimizdan

alarik Ki, x, =—%.

MSSOLOLOR
1. Asagidaki sertleri 6dayan y = f(x) funksiyasinin
taxmini grafikini qurun:

11)=0. )= 7. 1@)=1. 112)=+3

Halli. Koordinat mustevisinde quracagimiz qrafik
Uzerinde vyerlogsen M(1,0) noqgtesini geyd edak. M
noqtesinden 30 bucagq altinda, N(2,7) néqtesindan ise 60°
bucaq altinda duz xettler ¢akak, onlar quracagimiz grafikin
toxunanlarndir. Sonra verilmis sertlori 6deyan hamar ayrini
cokok. Olbatta, verilmis gortlori 6deyan funksiyalarin sayi
sonsuzdur.

2. Yeniden Uilson dusturuna gayidaq (bax 6.1. p.2).
Vahid zamanda partiyanin Q0 hacmindan asili olaraq, faktu-

ra xarclori, saxlanma xarcleri vo yekun xarclaeri asagidaki
dusturlarla ifade olunur: KM/Q, hQ/2 vo KM/Q +hQ/2

Bir koordinat sisteminda bu funksiyalarin grafiklerini qurun,
optimalhlq kriteriyasinin 6deanildiyini yoxlayin.

3. Funksiyanin tadqigi planina raiyet ederak,
asagidaki funksiyalarin grafiklerini qurun:

a) y=>"U. b) y=x+e™

(x+1) ,
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HISSO 2. RIYAZI ANALIZ iQTISADI
OLAVOLORLO

Movzu 7.
COXDOYISONLI FUNKSIYALAR
VO COXOLCULU FOZALAR

7.1. Coxdayisonli funksiyalar

1. Coxdayisonli funksiyalarn torifi. Bir cox konkret
coxdayisonli funksiyalar yaxst malumdur. Bir nego sado
misallar gotirak.

Misal 1.
a) Diizbiijjaqh parallepipedin hojmi V' = abc , burada
a, b, ¢ onun uzunlugu, eni vo hiindiirlilyiidiir, yoni

diizbiijaqli parallepipedin hojmi onun {ii¢ dlglisiiniin
funksiyasidir;

b) Ucbujagin sahosi Heron diisturuna asason

S=4/p(p-a)p-b)p-c), burada ab,c onun iig

torafinin uzunlugudur, p_ (” thtc j - yarimperimetrdir, yoni
2

iigbujagin sahosi ii¢ arqumentin—onun toraflorinin
uzunlugunun funksiyasidir;

152



j) Iki jisim arasindaki qravitasiya qiivvesi £ = 7 ’;;jw ,

burada m, M jisimlorin kiitlosi, R - onlar arasindaki
mosafo vo ¥ -qravitasiya sabitidir.

Biitiin bu funksiyalar {i¢ asili olmayan doyisonlorin
va ya arqumentlorin funksiyalaridir. Bunlara ona goras asil
olmayan deyirlor ki, birinin aldig1 qiymat digarlorinin qiy-
matlorini tayin eds bilmir.

Funksiyanin imumi anlayisi I hissodo bélmo 4.2. b.
1-do verilmisdir. Qisa olaraq onu tokrar edok.

Tutaq ki, X vo Y coxluglar1 verilmisdir. Forz edok
ki, hor hans1 f isuluilo X ¢oxlugunun har bir x
elementino garst ¥ ¢oxlugunun bir y = f(x)e ¥ elementi
garst qoyulur. Onda f* uygunluguna toyin oblasti

D(f)= X va giymatlar oblasti R( f ) € Y olan funksiya
deyilir. x -0 asili olmayan doyison vo yaxud arqument,
y = f(x) iso funksiyanmin giymati va yaxud asili doyison
adlanir.

{(x,y): X e D(f)} jutliklori coxlugu s
Sfunksiyasmin grafiki adlanir.

Indi iso ¢oxdoyisonli funksiya anlayisin1 miioyyan
edak. Cox hallarda funksiyanin toyin oblastinin
elementlori 6zlori miirokkob strukturlu olurlar. Tutaq ki,
bir nego X,..., X, ¢oxluqglar: verilmisdir. Forz edak ki, hor

hans1 f tisuluilo (x,,...,x") yigimina garsi bir
y = f(x)eY elementi gars1 qoyulur, burada x, € X,.

Onda f uygunlugu toyin oblasti D(f) olan n doyisondon
asuli funksiya adlanir, burada toyin oblast1 biitiin (x],..., X )
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vektor-yigimindan ibarstdir. Bu dastin hor bir komponenti
asult olmayan doyison va yaxud arqument adlanir.

Misal 2. a) miiassiso n név mohsul istehsal edir vo
bu mohsullart p,,..., p, qiymating satir. Satisin hojmi

X,,...,x, oldugda galir w= p,x, +...+ p,x, olur;

b) 2 olgiilii kvadrat matrisin determinanti bu
matrisin biitiin dord elementindon asili olan funksiyadir;

tutaq ki, 4- [a“ a”J onda A(4)=a,a,, —a,a,;

a, 4ap

j) Manzil haqqi yasayis sahasinin vo yaxud biitiin
sahonin 6l¢lisundon, yasayanlarin sayindan, elektrik, qaz,
soyuq va isti sudan, yasayanlarin imtiyazlarinin
olmasindan asilidir. ©gar iki manzil {i¢iin biitiin bu
gostarijilor eyni olarsa, onda monzil haqqi da eyni olar.
Demoli monzil haqqi bu gostarijilorin funksiyasidir;

¢) Firmanin 6doyojoyi vergi xiisusi metodika ilo
hesablanir, lakin ogor iki firmanin gostarijilori eynidirsa
vergilori do eyni olar; demali verginin migdari bu
gostarijilorin funksiyasidir.

2. Coxdayisonli funksiyalarin verilma iisullar.
Birdayisonli funksiyada oldugu kimi ¢oxdayisenli funksi-
yalar1 da analitik sokilds, jodvallorin komayi ils, grafikin
koémayi ilo, hor hansi alqoritmin kdmayi ilo (masslon kom-
piiter proqramlar1 vasitasilo, bax misal 6) vermok olar.
Analitik tisulla verildikds funksiyanin gqiymatlori arqumen-
tdon asili olaraq diisturla toyin olunur. Coxdayisonli funksi-
yanin jodvalin gémayi ila verilmasi ¢ox tez-tez totbiq
olunur. Masalon, EHM (elektron hesablama masinlari)
vasitasilo miirokkob hesablamalar aparildigda jodvaldon
istifads etmok zoruri olur. Lakin ¢oxlar1 aglina da
gotirmirlor ki, ayaqgab1 vo ya avtomobil emalatxanalarinda
olan preyskurant, tomirin qiymatinin goriilon islorin astli,
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jodval iisulu ilo verilmis funksiyasidir. Bu islori siyahisi —
toyin oblasti, qiymatlori iso— funksiyanin qiymatlor
oblastidir.

Misal 3. Avtomobil emalatxanasinda goriilojok islo-
rin qiymatinin jodvali asilmigdir:

Sinlorin ¢ixarilmasi 6000 rubl
Kamerin yoxlanmasi 1000 rubl
Kamerin doldurulmasi 5000 rubl
Sinlorin geydirilmasi 8000 rubl
Sinlorin balansirovkasi 12000 rubl

Tutaq ki, n, - 7-ji nov is1 gostoran adoddir, i=1,..,5.
onda biitlin islorin doyari miistori liclin asagidak: diisturla
hesablanir:

w = 6000n, +1000n, + 50007, +80007, +120007,

Masolon, miistari 5 yeni sin gatirib vo biitiin kéhno
sinlori doyismok istayir, lakin kéhna kamerlori saxlamaq
istoyir. Onda, n, =5, n,=n,=0, n,=5, n.=5vo
islorin imumi dayari (6000 + 8000 + 12000)x 5 =130000

rubl olar. 9lbatds, bu misalda heg bir «elm» yoxdur vo
emalatxana ig¢isi miistorindon goriilon islorin pulunu alir vo
0, he¢ bilmirdi ki, onun preyskuranti tomirin doyarinin
yerina yetirilon islordon asili funksiyanin jadval {isulu ilo
verilmasidir.

Iki vo daha cox doyisondon asili funksiyanin qrafikinin
miirakkabliyine gors bu iisiil cox az totbiq edilir. Ogar f
iki doyisondon asili olarsa, onda onlar1 x vo y ilo,
funksiyanin qiymotini iss z ilo isars edorak, z = f(x, y)
sokilinds yaza bilorik. Bu funksiyanin grafiki ii¢ 6l¢iili

155



fozada (x, y, f(x y)) soth olar, burada (x, y) € D( f ) -f-

funksiyasinin toyin oblastidir.

Misal 4. f=4/16-(x* +?) funksiyas iigiin belo soth

radiusu 4 olan vo koordinat baslangijindan yuxar1 yarim
sfera olar (sokil 1).

7 A
Coxdayisonli funksiyalari W
ayani tosvir etmak iigiin verilmis 4
soviyya xattindon istifads edirlor. x
Tutag ki, y = f(xl,...,xn) n >
. . . 4 Y
doyisenli funksiyadir vo J "
— har hansi adoddir, onda % Sekil 1.

UCZ{X:(‘X] """ xn):f(x):C}
coxlugu J soviyyo xotti
adlanir. 9lbatts, ogor n > 2

olarsa, onda bu xatt deyil soth olar vo ona

gora do saviyyo sathi adlana bilor (n=3
olduqda bu ¢ 6l¢iilii fozada haqiqi soth olur). Torifdon
goriniir ki, mixtalif soviyyo xottlori kosismirlor.

Misal 5. Tutaq ki, z=,/x,x, . Onun soviyyo xatti C belo
olar: U, = {(xl,xz):xlx2 =c,x,x, >0 voaya xx,=cxx,< 0}.
Asanligla gormak olar ki, saviyys xatti hiperbolanin I vo II1

kvadrantda olan hissasidir. C' artigja soviyya xatti koor-
dinat baslangijindar uzaqlasir (sokil 2).

X, &
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Funksiyanin kompiiter iisulu 115 verilmasini asagidaki
misalla gostorak.

Misal 6. Optimal planlagdirmanin xatti mosolosing
baxagq: istehsalin elo X planini tapin ki, miimkiin olsun va

miimkiin planlar i¢orisinds on ¢ox monfoati tomin etsin:
CX > >max, AX<B X=>0.

Burada A istehsal sorfi matrisi, C -xtisusi
monfaatin — satir vektoru, B -resurs ehtiyatlarinin siitun
vektoru, X —istehsal olunan mohsullarin hgjminin stitun
vektorudur.

Bu mosolonin halli X *- optimal plani vo maksimal
monfat W *=CX * olar. Qeyd edak ki, son natijods
maksimal monfot X *-C, 4, B - nin funksiyasidir, lakin bu
funksiyanin qiymatlorini olverisli alqoritmin kémaoyi ilo
masalon, simpleks lisulla tapmaq olar.

3. Igtisadiyyatda istifada olunan bir neco coxolgiilii
funksiyalar. Belo funksiyalarin bir6l¢iilii analoqu 4.2. b.2-
do baxilmigdir. Coxdl¢iilii shomiyyatlilik funksiyasi

U(x) = U(xv__,,xn)_)( = (xl,___,xn) omtaalor dostino U oha-
miyyating indivinin verdiyi subyektiv adadi qiymatdir. O
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azalmayandir, yoni U(x)<U(x,) » x, < x, 9gdr olarsa iki
doyison ii¢iin tipik shomiyyatlilik funksiyasi

U(x,,x,)=+/x, -1/x, kimidir.

Xorj funksiyast J(y)=J(y,,....y,) - istehsal olunan
Y = (yl,..., yn) mohsullarinin hojmindon asilidir. Bu funksiya
da azalmayandir.

Coxfaktorlu istehsal funksiyasi
y=F(x)=F(x,,...,x ) - istehsal olunan mohsullarin hojmi

va ya doyari ilo emal olunan resurslarin hojmi arasindaki
asililiqdir. Bu da azalmayandir. On ¢ox yayilmais istehsal
funksiyasi — Kobba-Dugqlas funksiyasidir: y = AK“[’

burada 4, ¢, # monfi olmayan sabitlordir vo o + <1, K

— 189 fondlarin doyar vo ya natural sokildo ifadasidir
(masalon dozgahlarin say1); « - amok resurslarinin hojmidir
— fohlalorin say1, adam — giinlori say1 vo s., y - istehsal

olunan mohsuldur, doyar va ya natural sokilds verils bilor.

Iqtisadi mozmunlu ¢oxdoyisonli funksiyalara aid
bir misal da gostorak.

Misal 7. Miisssisonin istehsal sahasi vo anbari var.
Anbar isin ahongini tomin edir — agor mohsul vaxtinda
satilmazsa, onu anbarda saxlamaq olar. Anbarin olmasi
saxlanma xorjlorina sabab olur. Sads halda bu xorj vahid
zamanda momulatlarin i say1 ilo miitonasib olar, yani bu
xarj A, ilo barabordir: burada / — bir momulatin vahid

zamanda saxlanma xorjidir. Sads halda vahid zamanda
istehsal xarjlori Cu olar, burada u vahid zamanda istehsal
olunan momulatlarin sayidir, C iso bir momulatin maya
doyeridir. Bu xarjlors faktura xorjlori K olavs edilir, bu
vahid zamanda miiossisonin islok voziyystinds saxlanma
xarjidir. Vahid zamanda biitiin xorjlor K + Cu + hi olar.
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MOSOLOLIR

1. Asagidaki jisimlorin hojmi, onlarin sathlorinin
funksiyasidirmi:

a) kiira,  b) diiz dairovi silindr.

Javab: a) bali, b) yox (ona gors ki, miixtolif
hojma, lakin eyni sotho malik silindirlor var.

2. Qazetds oxudunuz ki, 1997-ji ildo rosmi kurs 1
dollar=5810 rubl va 1 alman markas1 = 3210 rubl. Buna
uygun olaraq siz hesablayirsiniz ki, 1 dollara 5810/3210
~1,8099 alman markasi alarsiniz. Oslinda Siz 1 dollara na
godor alman markasi almalisiniz?

Hoblli. Yuxarida hesablanmis kurs rosmi kursudur,
daha dogrusu dollarin alman markasina nisbaton nozari
kursudur. Realligda iss istonilon valyutadayismo monto-
gosindo miixtalif valyutalarin alqi-satqi jodvali asilir. Val-
yutadoyismo montogasinin is¢isinin ardijilliq harakoti be-
ladir: O, rubla bizdan dollar alir, sonra isa bizo alman
markasini rubla satir. Tutaq ki, D, d dollarin satis va alis
qiymatloridir, yoni D rubl vergi bir dollar ala bilorsiniz, bir
dollar1 verib siz d rubl alirsiniz ( D>d). Analoci olaraq —
N, n alman markasi haqqinda danismagq olar. Siz 1 dollar
verdikds, montogonin iscisi sizo d/N marka verir. Bu iso
dollarin markaya gora kross-kursudur. Belolikls, ogor D,
d=5830,5800, N, n =3230,3200, olarsa, onda bir dollara siz
5800/3230=1,7956 marka alarsiniz. /000 dollar doyisdikdo
itki 1809,9 -1,7956=14,3 marka olar. Demali kross-kurs
sizin verdiyiniz valyutanin kursu il9, siza verilon valyuta
kursunun funksiyasidir. /000 alman markasina necs dollar
almag1 hesablayin.

3. Forz edok ki, istehsal xatti struktura malikdir
(bax 1.2. b.2): A - xorj normasi matrisidir, P-resursun qiy-
moatlori satir-vektorudur, V- istehsal olunan moahsullarin
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qiymatlori satir-vektorudur; X - istehsal mohsullarinin
hojminin siitun vektorudur.

Onda J(x)= PAX — xarj funksiyasi,
w(x) = VX — PAX -buraxilan mohsullarin X-hgjmindon
monfoot funksiyasi. Vektor P4 — hansi monani verir?

4. U(x) faydaliliq funksiyasmin soviyya xottina
etinasizlig ayrisi deyilir.

U(x,)=U(x,)olarsa, onda individ iigiin forqi yoxdur
hansi dast amtoaya (x,ve ya x, ) sahib olsun, onun ii¢iin

bu dastlor eyni ohomiyyatlidir. Asagidaki shomiyyatlilik
funksiyalar1 ii¢iin bir ne¢o etinasizliq oyrilorini tapin:

a) U(x,,x,)=x,X, ; b)U(xl,xz)zmin{xl ,2x2} ;
) U(x,,x,)=2x, +3x,

5. Istehsal funksiyasimin saviyya xattine izokvant
deyilir. Kobbi-Duglas tipli istehsal funksiyasinin bir nego
izokvantini tapin.

6. Xorjlorinin strukturu misal 7-do oldugu kimi olan
miiossisonin gostarijilori belodir: k=20, j=4, h=1.

Xorjlari jadvalle iki ¢ixis — U va 1 iigiin verin.

7.2. Coxolgiilii fozalar

1. Fazalarn ierarxiyasi. Alman riyaziyyatgisi
H.Kantor ¢oxluga «bizim intuisiyamizda v fukirlorimizdo
forqlonon obyektlorin bir tam sokildo birlogsmasi» kimi torif
vermigdir. Coxluq anlayis1 daha jiddi struktur kriteriyasi
nozords tutmur. Tam adadlor coxlugu sadojo ¢oxluq deyil —
burada onun elementlorini toplamaq va birini digarindon
c¢ixmagq olar. Biitiin adadlor ¢oxlugu iso daha zongin
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struktura malikdir — burada limito kegmo amoliyati toyin
olunmusdur, yoni hansi ardijilligin hansi adads y1gildig:
gostorilmisdir. 1.1. bélmasinin 111 fozasina baxmisdiq.
Onun elementlori n 6lgiilil sotir vektorlarindan ibarat idi,

yoni n adaddon nizamlanmis y1gim idi. Qeyd edok ki, R”
sadajo ¢oxluq deyildir, onun elementlorini toplamaq, adado
vurmagq olar ki, bu da adadlor izorindoki amallora ¢ox
oxsayir (bax bolmo 1.1. p.2).

Asagida daha zongin struktura malik ¢oxluglara
misallar gostorgjoyik: normallasmis fozalar, Evklid fozasi vo
s.

2. Evklid fozasi. Tutaq ki, X =(x,,...,x,), Y =(3,,...,)

—R" olan iki vektordur, onda x,y, +...+ x,y, adadi X,Y

vektorlarmmin skalyar hasili adlanir vo X -Y voya XY ilo
isars olunur.

Skalyar hasilin asagidaki xassolorini yada salaq:

a) XY =YX ;

b) x(v+2)=Xy+ Xz ixtiyari X,v,z vektorlar1 iglin;

V) AX -Y = AXY ixtiyari x,y vektorlar1 vo ixtiyari 4
adadi tigiin.

Skalyar hasilli xotti foza Evklid fozast adlanir. Evklid
fozas1 xotti foza olmaqla yanasi, daha zongin struktura
malikdir. Bu fozada vektorun uzunlugunu, vektorlar
arasinda galan bujagi toyin etmok olar. X vektorunun

uzunlugu \/x—2 adadina deyilir vo |X | ilo igaro edilir.

Venktorun uzunlugunun asagidaki xassslorini
asanlaqla isbat etmok olar:

a) [X|>0 va |X|=0 yalniz vo yalmiz X = 0olarsa;

161



b) |AX| = || X| ixtiyari X vektoruve A adadi
ucln;
i) ‘X+ Y‘ < ‘X‘ +‘Y‘ ixtiyari X,Y vektorlari i¢iin

X va Y vektorlari arasindaki ¢ bujagi bels toyin olunur:
cosQ = XY bels ki, ¢ =arccos XY
-~ (xf) o x|
Asanligla goérmok olar ki, X .Y = ‘ X ‘ . ‘Y‘Cos(p

R" fazasinda X =(x,....,x,) vektorunun uzunlugunu

analitik sokilda, onun komponentlorinin funksiyas: kimi
vermak olar:

|X| =JX* = \/xlxl +..+Xx,X,

Misal 1. X =(3,4), Y =(8,6) vektorlarmim
uzunlugunu va onlar arasindaki bujagi tapin.

[ X|=+X7 =5,

Y|=VY? =10, XY =24+24=48,

XY 48

_x° ~17°
X[ 500 7 v

cosQ =

Vektorlarin skalyar hasili sifira barabor olarsa, yoni
onlar arasindaki bujagin kosinusu sifira barabar olarsa,
onda vektorlar perpendikulyar adlanir.

Misal 2. R? fazasinda els vektorlar ¢oxlugunu tapin
ki, onlarin N = (nl, nz) vektoru ilo skalyar hasili d -yo
borabar olsun.

Axtarilan ¢oxlugu L 1ilo isaro edok, onda
L={X:XN=d} olar. 9gor X = (xl,xz) olarsa, onda
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L ={(x;;x,): nx, + n,x, = d}. Hondasi ndqteyi-nozardon bu
dN

2

noqtasindon kegon vo N vektoruna perpendikulyar

olan diiz xattdir. (Omin olun ki, aN noqtasi L - in lizorin-
NZ

dadir).

Tutaq ki, masolon, N =(3,4) vo d =5, onda L

5’5
olan xottidir (sokil 1).

(3 4} noqtasindon kegon vo N vektoruna perpendikulyar

X2A

4/5

AN/NZ

v

3/5 X2
Sakil 1.

Adi xatti faza ilo evklid fazasi arasinda normal-
lasdirilmis faza. Bu xotti fozadir vo har bir X vektoru {i¢lin

onun normast adlanan ||X || adadi garst goyulur vo
asagidaki sortlori 6dayir:
a) |x|>0 va |x|=0 yalniz vo yalniz X =0 olduqda;
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b) |Ax| =|]| x| ixtiyari X vektoru va A4 odadi iigiin;
j) [|X + Y| <||x] +|Y] ixtiyari X,Y vektorlar: tiglin.

Bu sortlordon goriindiiyii kimi norma evklid foza-
sinda vektorun uzunluguna ¢ox oxsayir.

Qeyd. Bizim Ui¢iin asas evklid fozasi olajaq; yoni
odadi xatti foza istonilon sonlu 6l¢iilii va sklayar hasilin
miioyyon oldugu foza. Lakin bir ¢ox baxdigimiz anlayislar
istonilon evklid fazasina vo hotta normallagmis vo imumi
xotti fozaya aid etmok olar.

R" fozasinda toyin oluna bilon bir sira tipik ¢oxlug-
lara baxagq.

Hipermiistavi - G(X,d )= {Y YX =d } coxlugudur,
burada X Evklid fozasinin ixtiyari fikso olunmus
elementidir, yoni bu elo vektorlar ¢coxlugudur ki, onlarin
verilmis X vektoru ilo skalyar hasili sabit d adodina
borabor olsun. X vektoru bu hipermiistovinin normal
vektoru adlanir. Miixtalif d -lor tigiin G(X,d)

hipermiistovilori kasismmirlor, ona goérs do onlari paralel
adlandirirlar. n =3 olduqda ti¢ol¢iilii fozada onlar osl
paralel miistovilor olur. Yarimfaza - P(X)={¥ : YX >0}

coxlugudur, burada X — Evklid fozasimin ixtiyari
elementidir. Yarimfozanin torifindaki barabarsizliyin jiddi
vo geyri-jiddi olmasindan asili olaraq, yarimfoza qapali vo
ya a¢iq adlanir (demoli yuxaridaki torifde qapali yarimfoza
nozords tutulur). Onlar uygun olaraq G(X,0) sorhad

hipermiistovini 6ziinds saxlayir vo ya saxlamir. Yarimfoza
asagidakilarin ¢oxdl¢iilii analoqudur: a) n =1 oldugda
baslangij néqtali va ya baslangij néqtasiz siia; b) n =2
oldugda sorhad diiz xottli vo ya sorhad diiz xottsiz yarim
miistovi; j) n =3 olduqgda sorhad yarimmiistovili vo ya
sorhad yarimmiistovisiz «haqiqi» yarimfaza va s.
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Morkozi X noqtesindo olan r radiuslu i(x.r)
kiirosi {x : | y— x| < r} coxluguna deyilir. 9gar torifds jiddi
borabarsizlik olarsa, onda kiirs agiq, agor geyri-jiddi bora-
barsizlik olarsa, onda kiirs qapali adlanir.

Birdlgiilii halda-bu uygun olaraq agiq interval vo
gapali interval olar ki, buna da seqment deyirlor. 1kiélciilii
halda — bu agiq dairo, yoni onu shats edon ¢evrasiz vo
cevroasi ilo birlikds dairs olar. Xotti fozada iki X,Y noqte-
sindon kegon diiz xott —L = {X + A(Y — X): A € R} ¢oxluguna

deyirlor. R" fozasinda bu ¢oxlugu belo do vermak olar:

L:{Z: (z-»)_ _G, —yn)}

(yl_xl) (yn_zn)

3. Evklid fozasimin topologiyasi. Fozanin topologiya-
si-limits kegmok ndqteyi-nozorindon onun hansi qurulusa
malik olmasi sualinin javabidir. Bu néqteyi-nazordon £
evklid (normallasdirilmis) fozasinin topologiyasi adadlor
fozasinin topologiyasina ¢ox oxsayir — yalniz X odadinin
miitlog qiymati X vektorunun uzunlugu (normasi) ilo avoz
olunur, bunun da natijosinde 4 € £ noqtesinin & — otrafi -
0,(4)={x :(x - 4)< &} ¢oxlugu olur ki, bu da markezi 4
noqtasinds olan ¢ radiuslu kiiradir. 9gor ¢coxluq ona daxil
olan istonilon néqtonin hor hansi otrafini da 6ziindo
saxlayirsa, onda bels coxluga a¢ig ¢oxlug deyilir. Ogar elo
m adadi tapmaq miimkiin olsa ki, biitin X € M {i¢iin
x| <M olarsa, M ¢oxlugu mohdud ¢oxluq adlanir.

Torif 1. Ogar istonilon £ >0 tginelo K e N

tapmaq miimkiin olsa ki, istonilon » > K tgiin |x, - 4/<&
olsun, onda A4 e E elementi (x,)c £ ardijilligmin limiti

n

adlanir. Bu bels isars edilir: 4=1im(X,).

n—»0
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Torif 2. Ogoar istonilon ¢ > 0 iigiin elo 5 >0 tapmagq
miimkiin olsa ki, 0<|x - 4/ <& oldugda |f(x)-a|< & olsun,
onda @ ododine X A-yayaxinlasdiqda (x - 4) f(x)
funksiyasinin limiti deyilir vo ¢ = lim f(x) kimi isara edilir.

x—A4

Beloliklo, @ = lim f(B + Ax) belo basa dusiiliir:

Ax—0

istonilon ¢ > 0 {G¢iin els 5>0 tapmagq olar ki, 0 < |AX | <o
olduqda |f(B+AX)-a|< ¢ olur.

Torif 3. Ogor f(x) funksiyast 4 ndqtesinin miioy-
yon otrafinda toyin olunubsa vo linz f(x)= f(4) olarsa,

f (x) funksiyasit 4 ndqtesindo kasilmaz adlanir.

Evklid (normallasdirilmis) fazasinda sonsuz kigilon
komiyyato nega torif verildiyini xiisusi olaraq yada salaq.
Tutaq ki, a(x) evklid fozasinda toyin olunmus funksiyadir,

onda agar lima(x)=0 olarsa & sonsuz kigilon komiyyat
adlanir. Indi sonsuz kigilon kamiyyatlorin nisbatine baxmaq
olar, yani no vaxt onlar ekvivalentdirlor, no vaxt biri
digorindon daha yiiksok tortibdon sonsuz kigilondir v s.

Misal 3. R"—da verilmis M (X)=max|x,|
funksiyasinin X ilo eyni tortibdon sonsuz kigilon oldugunu
yoxlaym.

Dogurdan da, M(X)g ‘X‘ < nM(X) olar ki, bunu
da isbat etmok lazim idi.

Buradan belo ¢ixir ki, R" fozasinda vektorlar ardi-
Jilliginin limiti yalniz vo yalniz o zaman sifira barabor olar
ki, bu ardijilligin vektorlarinin har bir komponenti sifra ya-

xinlagsin. Birdayisonli funksiyalarin limitlorinin vo kosil-
maozliyinin, sonsuz kigilon komiyyatlorin va s. 9sas xassalori
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coxdoyisonli funksiyalar ti¢iin do 6z giijiinds galir. Biitiin
bunlar bizs imkan verir ki, ¢oxdayigonli adadi funksiyalar
iclin diferenisal hesabinin zaruri anlayislarina birdsyigonli
funksiyalardakina analoci torif verak.

4. Evklid fezasinda verilmis funksiyalarin xas-
salari. Evklid fazasinin zangin strukturunu nazers alaraq,
birdayigenli funksiyalar ygyn tayin olunmus bir ¢ox
anlayislar (bax. 4.2. p.2). Evklid fezasinda verilmis c¢ox-
dayisenli funksiyalar uUg¢un da analoji olaraq kogurdldr.
Aydindir ki, birdeyisenli ve goxdayisen funksiyalarin bir sira
oxsar cahatlori oldugu kimi ferqgli cahatleri var. Oxsarliq
ondan ibaratdir ki, goxdayigenli funksiyalarin ele xassaleri
yoxdur Ki, o xassalar birdayisenli funksiyalarda olmasin.
Lakin coxdayisenli funksiyalar ug¢un olan anlayislar bir
gayda olaraq birdayisenli funksiyalarda tanis oldugumuz
anlayislardan murakkab olur. Birdayisenli funksiyalar cut,
tok, artan, azalan, mahdud ve s. ola biler. Bu anlayislar
coxdayigenli funksiyalar Uglin neca olur? Masalan, goxde-
yisonli funksiya na vaxt artan ve ya azalan adlanir. Birde-
yisenli funksiyalar tGgln bu anlayiglarn yada salaq: f(x)
funksiyasi M c¢oxlugunda artan (azalan) adlanir, ager
x,Xx,eMve x <x, oldugda y <y, (y,>y,) olur, f(x)
funksiyasi M coxlugunda azalmayan (artmayan) adlanir,
eger x,, x, e Mve x, <x, oldugda y <y, (y,>y,) olur.
Belslikle, har seyden avval tadqgiq olunan M ¢oxlugundan
goturulmus vektor dastleri Ugln tertib nisbatleri muay-
yonlagsmalidir. Masalan, ager funksiyanin arqumuntleri ade-
di xarakterlidirse vo ya xatti fozanin elementleridirsa, onda
artan ve ya azalmayan g¢ox dayisanleri funksiyalarin terifi
birdeyisenli funksiyalarda oldugu kimi verilir: M ¢oxlugunda
verilmis  y(x) funksiyasi artan (azalan) adlanir, ager

X, x, e Mve x, <x, oldugda y, <y, (y, >y,) olsun. y(x)
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funksiyasi M coxlugunda azalmayan (artmayan) adlanir,
ager x,, x, e M ve x, < x, oldugda y, <y, (», 2y,) olsun.
Misal 4. Bolma 7.1. — da verilmis 1, 2 misalindaki

bazi funksiyalar yada salaq:
a) Duzbucaqli paralelipipedin hacmi V' =abc burada

a, b, ¢ onun uzunlugu, eni ve hindarlGyadr.

b) Heron dusturuna asasen Ugbucagin sahssi
S=p(p—a)p-b)(p-c), burada a,b,c Ugbucagin terof-
lorinin uzunlugu, p=(a+b+c)/2 yanm parmetridir, yoni
Ugbucagin sahasi (ic arqumentli-onun teraflerinin uzunlug-
larinin funksiyaS|d|r;

c) Iki cisim arasinda qravitasiya quvvasi
F= 7mM/R2 , burada m, M cisimlerin kitlasi, R—onlar ara-
sindaki masafs ve y qravitasiya sabitidir;

¢) Muessise n nov mahsul istehsal edir va onlari
uygun olaraq P,---,P qiymatine satir; Satigin hacmi

x,,-+,x, oldugda W = p,x, +---+ p,x, olur,

d) 2 o6lguli kvadrat matrisin A4 - determinanti bu
matrisin butin dodr elementinin funksiyasidir:

A_[an alzj _ . .
= oldugda A(4)=aq,,a,, —a,a,,;
ay dp

e) Manzil haqqi menzilin butin sahasindan, yasayis
sahasinden, yasayanlarin sayindan, elektrik enerjisinin,
gazin, soyuq Ve isti suyun giymaetindan, yasayanlarin imti-
yazlarindan asilidir.

©ger iki manzil ugun butin bu gostaricilar eyni olsa,
onda manzil haqqglarn da eyni olar. Demali, manzil haqq bu
gOstericalarin funksiyasidir;

@) Firmanin 6dayaceyi vergi xususi metodika ile he-
sablanir, ager iki firma Ugun bu gostaricilor eyni olarsa, on-
da vergi da eyni olar; demali, verginin migdari bu goéstarici-
larin funksiyaasidir.
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Yuxaridaki funksiyalardan hansi artandir?
Cavab: «a», «b», «C».
Tayin oblasti sifra nazeren simmetrik olan f funksi-

yasl Ugln f(-x)=f(x) (f(-x)=—f(x)) istenilon xe D(f)
olarsa, f(x)funksiyasi clit (tek) funksiya adlanir. ©gar elo
m varsa ki, istenilen x e M igin f(X)<m (f(x)>m) o-
Isun, onda f funksiyasi M goxlugunda yuxaridan (asagadan)
mahdud funksiya adlanir.

Yuxaridan ve asagidan mahdud olan funksiyalar
hamin goxlugda mahdud funksiyalar adlanirlar. Qabariq M
coxlugunda X,YeM ve istenilon 0<A<1 Ugln

fx+A=2)p) < )+ A=) f () &4 () +1=2)f ()

olarsa, onda ffunksiyasi gabariq (¢okuk) adlanir.
Coxdayisenli funksiyadan «gox» sayda birdayisenli

funksiyalar almaq olar. Tutaq ki, y=y(x,,---,x,) — n dayi-

sonli funksiyadir. xJ,---, x! — dayisenlerinin giymatlerini fik-
se edsk, x, - ise dayisir. Sonda birdsyisenli funksiya alariq:
yzy(xl,xg,---,x,?):yl(xl). «Funksiya  y,(x,--, x,) x,=
=x,,+,x, =x, oldugda x, - & gore artandir» ifadasinin ne
olbugu indi aydindir — bu y,(x,) funksiyasi tgln deyilmis
ifadadir. Analoji olaraq funksiyanin x, - @ gors tek ve ya cut
olmasini ve s. basa dugsmak lazimdir.

Misal 5. a) z=x—y funksiyasl ixtiyari y Gg¢lin x -8
gore artandir ve istenilen xuUgun y-o gobre azalandir;
b) z=x"y funksiyasi ixtiyari yUglin x-s gobre cit funk-
siyadir ve istenilen x ugun y-a gobro tek funksiyadir;
v) z=(2+ y)sinx funksiyasi ixtiyari y G¢ln x-o gbro dovri
funksiyadir.

MACAIAIAP
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1. Tutaq ki, A— evklid fazasinin ixtiyariri elementidir.
Isbat edin ki, lim4/n=0.

2. R’—fozasinda {(x,y) X —y= O}g;oxlugu mahdud-
durmu?

3. E evklid fazasinda her hansi A vektorunu fikse
edok. L={14:1€R} coxlugu bu fozada diiz xattdir (bax
p.2). Bu coxlugun qgapali olmasini gosterin, ona goéroe Ki,
onun tamamlayicisi £/ L acgiqdir. L goxlugu mahduddurmu?

4. Isbat edin ki, ixtiyari hipermistavi qapall
¢oxlugdur, ona goéra ki, onun tamamlayicisi agiq goxluqdur.
Hipermustavi mahdud ¢oxlugdurmu?

5. R, R® fezalarinda funksiyanin saviyye xatti

«vektorun uzunlugu» ne demakdir? S ={X :[=d} goxlugu

R? R® - ds neco adlana biler?
6. X =(x,,~:-, x,)vektoru dcun tutaq Ki,

Ix| =maxx,|. isbat edin ki, bu funksiya normanin terifini

Odayir (bax p.1). Gosterin ki, bu norma «vektorurn
uzunluguna» ekvivalentdir, yani bir normaya goéra sifirin
atrafi diger normaya gore sifirin har hansi atrafini 6ztinde
saxlayir.

Movzu 8.
XUSuUSi TORBMSBLSR

8.1. Coxdayisanli funksiyalarin
xususi toramaleri
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1. Xususi toramalar. Cox yer tutan isarslerden
gagmaq magqgsadile burada yalniz U¢ dayisendan asil
funksiyalara baxacagiq.

Daha ¢ox dayisendan asili funksiaylar agin butlin
mexanizm tamamile analojidir. Belslikle, tutaq ki, adadi
u= f(x, y, z) funksiyasi agiq D oblastinin musyyen atra-
finda tayin olunmusdur. Bu oblastdan har hansi M (a,b,c)
ndqtasi goturak. ©ger y, z dayisanlarinin giymatlerini uy-
gun olaraq b, ¢ - yo barabar gotirsak, x -i ise dayisak, on-
da u faktiki olaraq bir x dayiganinden asili funksiya olar
(he¢ olmasa a noéqtesinin muayyen atrafinda). Ona goéra do
bu funksiyanin a noqtssinin strafinda toremasinin olmasi
sualini goymaq olar. x-o Ax artimi verak, onda funksiya
Au = f(a+Ax, b, ¢)— f(a, b, ¢) artimini alar ki, buna da x-o

gOra xususi artim deyilir.
Limitin terifine asasan
lim Au/Ax = lim (f(a+Ax, b,c)— f(a, b, ¢))/Ax.

Bu térema f(x,y,z) funksiyanin (a, b, ¢) noqtesinde
X -9 goro xususi téromasi deyilir. Xisusi téromni du/ox ve
ya u. veya f'(a,b,c) kimi isars edirler. Analoji olaraq
X, z-i uygun olaraq g,¢ - y@ barabar hesab edib y-i de-
yigsoak alariq:

lim Au/Ay = lim (f(a,b+ Ay, €)= (a, b, 0))/Ay.

Bu limite f(x,y,z) funksiyasinin (a, b, ¢) noqtesinda
¥y -o gore xususi toremasi deyilir vo du/dy ve ya u,, veya
f,(a, b, c) ilo isare edilir.

Eyni qaydaile f(x,y,z) funksiyasinin (a, b, ¢) noqte-
sinde z' -8 gbre xisusi téremasi teyin olunur ve 6U/oz ve
ya Ul ve ya f!(a,b,c)kimi isara edilir. XUsusi téramalerin
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hesalanmasi adi téremeanin hesablanmasi ile miqayisada
hec¢ bir yenilik taleb etmir. Sadace olaraq xususi toremani
hansi deyisena gbre hesalayirigsa, diger dayisenlari sabit
kimi gabul edirik.

Misal 1. u=x"y+2z funksiyasinin xtsusi téremale-
rini tapaq. ou/dx =2xy; Ou/dy=x*; Ou/éz=2

Oger butln xUsusi téremaleri yigsaqg, onda Ug olguli
vektor (0u/0x, ou/dy, du/dz) alarq.

Bu vektoru adeﬂten VU kimi igsare edirler va
gradiyent adlandirirlar. Umumi halda » dayigenli funksiya
uclin bu vektor VU(x,, ---,x,) = (0u/0x,,---,0u/0x, ) olar.

2. iki vo daha yiiksok tortibli xiisusi toromaloer.
Xususi toremsler hamin arqumentlarin funksiyalar oldu-
gundan onlarin da xUsusi téremalerini tapmaq olar. Bu to-
romalar ikinci tartib xtsusi téramaler adlanr.

Misal 2. u=x"y+2z funksiyasinin ikinci tertib xtisusi
téramalerini tapaq.

ou/ox = 2xy, ou/dy =x*, ouloz =2

uy, =Q2xy), =2y ; u;'y = (2xy)’y =2x;

wl, =(x*), =2x; uj =), =0;
u! =(2) =0; ul, =(2), =0;
uy, =(2xy). =0,  ul =(Q2xy). =0
ul, =(x*). =0

Ardicil olarag muxtalif téremalerden alinan téramale-
ro qarisiq toremalar deyilir.
Qarisiq toremaler asagidakilardir:
uy, =u, =2x; u, =ul, =0; u
Bu naticaler tesadufu deyildir, bels ki, funksiya Uze-
rine qoyulmus muayyan sertlar daxilinde qarisiq toremaler

baraber olur. Adeaten iqgtisadiyyatda istifade olunan funk-
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siyalar Ggln bu sertler 6danir. Birtartibli ve ylksak tertibli
toramalorin tapilmasinda istifade olunan butin gaydalar
coxdayisenli funksiyalarin xUsusi tdremalarinin tapiimasinda
da 6z gucunu saxlayir—masalan, muirakkab funksiyanin
téramasinin tapiimasi qaydasi. Bunu misalla yada salaq.

Misal 3. Tutaq ki, u=(2x+ y*)*. Miroekkab funksiya-
nin téramasinin tapiima qaydasi tetbiq etsak, alanq:
u' =202x+y)-2=4Q2x+y’) =8x+4y°;
u, = 2Q2x+y%)-3y* =12xp° +6y°; u’ =Bx+4y’) =8;
uy, = (8x+4y3)'y =12y°;

4

u, = (12xy° +5y°). =12y°; uy, = (12xy? +5y5)’y =24xy+30y
Vo S.

Basqa misal olaraq parametrdan asili funksiyanin to-
romasinin tapilmasi qaydasini geyd eds bilerik. Tutaq ki,
u=f(x,y,z) v x,y,z dayigenlarinin har biri t parametrinin
funksiyasidir, x =a(t), y =b(t), z=c(t). x,y,z -inyerinat ilo
olan ifadani funksiyada yazsaq, gorerik ki, u t -dan asih
murekkeb funksiyadir: u = f(a(¢), b(t), c(¢)). u, - téremasini

necea tapaq? Olbatds, onu bir deyisandan asili funksiyanin
toramasinin tapiimasi qaydasi ile tapmagq olar. Digar
torafden isbat etmaek olar ki, u; =u} - x/ +u) -y +u’ - z].

Olbstda, gormak olar ki, u; ,u! ,u. -ifunksiyasinin
!

t

X, ¥,z arqumentlarine géra xususi téremalaridir, xt’, v,z
ise x=al(t), y=>b(t), z=c(t) funksiyalarinin adi téremsle-
ridir.

Misal 4. Tutaq ki, u=xy* vex=t¢, y=t, onda u =¢’
ve u, =3¢>. Diger terafden xisusi tdremslerden istifade
edarak, alarq:

w, =ul X +ul -yl =yt 14+ 2xy-1=17 +217 =3¢
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Bazon ¢oxdayisanli funksiya geyri-agkar sokilda, har
hansi bearabarlikle-goxdayisenli dusturlarla verilir. Masalan,
tutaq ki, F(x,y,z)=0 - U¢ deyisendan asili ifadadir ve ixti-
yari x, y UgUn z -in yalniz bir giymatin tapmaq olar ki,
F(x,y,z)=0 sortini odasin. Belalikle, F(x,y,z)=0 bara-
barliyi z - funksiyasini x, y -dan asil tayin edir, yani z iki
dayisenden asili funksiyadir. Bela funkstyanin xususi
toramalerinin tapiilmasina misalla gostarak.

Misal 5. Tutaq ki, x’y+z=0. 0z/Ox xUsusi tore-
masini tapmaq Ugln barabarlikde ) sabit hesab ederak
Xx gore diferensiallayaq ve hesab edak ki, z—x-dan asilidir.
Onda alariq: 2xy+0z/ax=0 demali, dz/ox=-2xy. Bu
naticeni asanligla yoxlamaq olar. Dogrudan da z -i asanligla
x,y - den asii askar gokildetifade etmak olar:

z=-x"y. Oz/ox=-2xy.

3. Xususi toramalarin iqtisadi manasi. Misal kimi
Kobba-Duglasin istehsal funksiyasini gétiurek (bax.7.1. p.3)

y=AK“L’, burada 4, a, 8 menfi olmayan sabitlerdir va
a+ [ <1; K- dayer va ya natural ifadesinde fondun hac-
midir, masalan dazgahlarin sayi, L - amak resurslarinin
hacmidir, masalen fahlslerin sayi; y - buraxilan mahsulun
dayer ifadasinds hacmidir.

Z:y/L kamiyyatini tebii olarag orta amak
mohsuldarhi§i adlandirag-bu bir fehlenin istehsal etdiyi
mehsulun  (deyer ifadesinde) miqdandr. f=K/L
kamiyyatini tabii olaraq orta fond qurucusu ve yaxud

sadaca fond qurucusu adlandirirlar. Bu bir vahid amak
resursuna masalan, bir fahleys digen fondun deayaridir.

f = y/K kemiyyatini tebii olaraq fond verimi adlandirirlar —
bu bir dezgaha disen meahsulun (dayer ifadesinda) mig-
dandir.
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Diger terafdan, muassisanin indiki veziyyatini fiksa
edak, yoni fondlarin K hacmini va fahlelerin L sayini. Onlara
uygun y:y(K, L) - mahsul istehsal olunur. ©gar alava bir

fohle gotlrsek, onda buraxiisin artimi  bele olar:
Ay =y(K,L+1)—y(K,L) . Bu xususi artimdir ve ona gors da
Av=y, (K, L)-AL, AL=1 oldugundan alarik ki.
Ay=y (K, L)

Netica: istehsal funksiyasinin amek resurslarinin
hacmina gobra xUsusi téremasi (qisa olaraq buraxilisin
amaye goOre toramasi) toqribi olaraq slave bir fahlanin
istehsal etdiyi mehsulun olave dayerine barabardir. Bu
sebsbden de y, = BAK“L’" xUsusi téremasi emek mah-

suldarliginin son haddi adlanir.

©ger fondu bir vahid artirsag—daha bir dezgah alsaq,
onda bu dezgahda istehsal olunan mahsulun slava dayari
tagribi olaraq istehsal funksiyasinin fondun hacmina gore
xususi toremasina berabar olar. Bu xuUsusi toremae
v, =aAK“"'I’ fond verimi adlanrr.

Ham amak mahsuldarliginin son haddi, hem de fond
veriminin son haddi mutlaq kamiyyatlardir.

igtisadiyyatda ise asagidaki suala cavab vermok
son daraca shamiyyatli va elverislidir: ager fahlalarin sayi
1% artsa ve ya fond 1% artsa mahsul istehsall nego faiz
artar? Bu suala cavab vermak Ugun «funksiyanin
arqumenta gora elastikliyi» anlayisindan va ya «nisbi
toramax(bax. 5.1. p.2) anlayisindan istifade edirlor.

Yada salaq ki, birdeyisenli y = f(x) funksiyasi halin-

da funksiyanin arqumenta gors elastikliyi ((Ay/y%m/x)) Vo

ya y/(y/x) kamiyyatine deyilir. Coxdayisenli funksiyalar

Ucun adi toreama xususi torema ile avaz olunur. Yenidan
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Kobba-Duglas istehsal funksiyasina baxaq. Mahsul
buraxiisinin emaya gore E; Zy%//L) elastikliyini tapaq.

Yuxanda tapdigimiz y, xUsusi téremesinin  ve
y—in K, L vasitesila ifadasini yerina yazsaq alariq:

y_ PAK“L B
B =P ey

Belolikle g parametri aydin igtisadi manaya malikdir,

bu amaysa gore buraxiligin elastikliyidir. « parametri deo
analoji mana daslyir — fonda gore buraxiligin elastikliyi.

Misal 6. Tutaq ki, istehsal funksiyasi Kobba-Duglas
funksiyasidir. Mahsul buraxilsini 3% artirmaq tgun fondu
6% ve ya fehlalarin sayina 9% artirmaq lazimdir. 1997-ci
ilde bir isci bir ayda 1 min. rub mahsul istehsal etmisdir,
batdn iscilarin sayr 1000-dir. ©sas fondlar 10 milyard rub.
giymetlandiriimisdir. istehsal funksiyasini ve orta fondéde-
ma kamiyyatini yazin.

Goririk ki, buraxiligin emaya gore elastikliyi f=1/3.

Fonda gore ise a=1/2 demali Kobba-Duglas funksiyasi

asagidaki kimidir: y:AK1/2L1/3. Verilanleri nazeare alsaq:

10°-1000 = 4(10" }*(1000)"* yoni 4=1000. Naticade alariq:
Kobba-Duglas funksiyasi y=1000K"*L"

orta  fondverimi k=y/k=10°-1000/10" =0, - @

berabaerdir.

MACAIAJIAP

1. Asagidaki funksiyalarin 1-ci ve 2-ci tertib butin
toramalorini tapin:

a)u=(sinx+cosy)’; b)yu=x>+y’ —4xy; VIu=xy+x/y
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U=X—y+x" +2xp+ )y +x —

2. funksiya  Ugun

-3x°y -y’ +xt —4x*y? +y°
d*ufoxt | *u/ox*dy, o*u/oy* téremalerini tapin:

3. Asagidaki funksiyalarn 1-ci ve 2-ci tartib téreme-
larini tapin:
ayu=f(x*+y +27); byu=[f(x,x/y); v)u=f(x xp, xz).

4. Tutaq ki, u = px , burada p- sabit vektordur
(p;»-+ p,). Isbat edin ki,

Ou/ox; = p,; Vu = (Ou/ox, ,---,0u/ox, )= p.

5. 7.1. bolmasindaki 3-cu masalays baxin. Xarclar
ve manfaat funksiyasinin buraxilan mahsulun hacmina gore
xususi toremalerini tapin. Bu téremalarin igtisadi manasi
nadir? Homin arqumentlare gbra bu funksiyalarin
elastikliyini tapin ve igtisadi manalarini teyin edin.

6. Tutaq ki, istehsal funksiyasi y =1000K"*L"* Kob-

ba-Duglas funksiyasidir. ©mak mahsuldarliginin orta va an
son haddini tapin. Mahsul buraxilisinin emays ve fondlara
gora elastikliyini muayyan edin.

8.2. Yoxasiinmsiniu GpyHKcHiiaIapbIiH TU(epeHCHaJIbI.

HUcTuramars I0pPA TIOPAMS

1.YoxasaiumsaHIH (PYyHKCHITaTapPbIH
audepencuaiammachl. Yox 1aiumsHim GyHKCUaIapbiH
TSTUTUHUH JTaBaMBIHBI ITY JTHUNISTHIN  ()YHKCHIAATIapbIH
TUMcanbIiHAa Oaxar. XIcycu ojapar iaja canar K, S = O(p)
MIIAPSICH «C KAMUUUATUHUH /] Wi MUTalUCAIA COHCY3
KUYUJISTH» OJIMAchl AeMSKaup. bupasitnnsianm Gynkcuiiana

.S
OJII[yby KNUMHAU 6y (0] HGMHKI[I/Ip KH, 111’1’1— = 0
p—0 p
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Tyrarku, U = f (x, V, z)— Y JASUUIISTHIA
byHKCUHAAABID. Z—u XIICYCHU TIOPSIMSICUHUH Ax apThIMbIHA
macuwi U (bYHK():CPIfIaCI)IHI)IH X =51 210psI Qughepencuavl
annaHelp B d u = Z—Z - Ax HLIaps OJyHYp. Sd4p acbuIbI

ONIMaiaH x -WH apTHIMBIHBI OHYH dx Tu(epeHcHabl mecad

ou
€TCSK, OHJIA aIapbIl KU, d u = ™ -dx.
X

Sasp x,y,z ASUMIISHISAPUHUH a,b,c TUAMATISPUHA
aJIbIbbIHBI ISI0YJ €TCSAK Bsl OHJIapa Ax, Ay, Az apThIMJIaphbl
BepCsK, oHna U = f(x,y,z) GpyHKCHaCH
Au=Af(a,b,c)= fla+Av,b+Ay,c + Az)— — f(a,b,c)
apTHIMBIHBI anap. byHa QyHKkcuiiaHbIH mam apmuimol
JIeHuup.

Tapug 1. u= f(x,y,z) dynkcnitacsmbit (a,b,c)
HIOITACUH/IS TaM apThIMbI
A(a,b,¢)= fi(a,b,c)Ax+ f)(a,b,c)av+ + fi(a,b,c)Az+0(p)
HISIKUITMHS SI0CTSpUII OMIIsipes, oHAa (GyHKCHa ISAMUH
HIOT TS T epeHcrauTaHaH auIansIp, Oypana

p=+A +Ay? +AZ? lisHE p sasaan (Ax, Ay, Az) BEKTOpYHYH
Y3YHIYBYLYD.
bensanukiis, reica Hascar ajJapbir:

Auzu;Ax+u'yAy+u;Az+o(p) (1)

[eiin ensix ku, OUPASHUIISTHIH y(x) byHKCHTachl
maH a  y(a+Ax)= y(a)+ y'(a)Ax +0(Ax) MyHACHOATHHUH
JObPYJIyby LYLIH 39pYPH B Ka(u IIAPT HIOTTACUHAS y'(a)
TIOPSIMSICHHUH OJIMACBIIbIP, YOXIAHUILISHINA (yHKCHIA IUIH
XIICYCH TIOPSIMSUTIPUH oiMachk (1) MITHaCHOATHHIH
JIOBPYIIYBY IUIH IMYMHHHAATIIA Jecsak Kapu aeiunaup,
OyHYH ITUIH XIICYCH TIOPAMsUIAp OaxXblUIaH HIOTTSHUH ISP
IIAHCHI ATpadbIHA LAM [ KACUIMSA3 OJICYHJIap.
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Sasp ¢yskeuiia (a,b,c ) HIOITACUHIA JUdepeHcuaa-

HaHJbIPCa, OH/IA OHYH IISIMUH HIOTTSCS apTHIMBIHBIH XSATTH
IIMCCSCH, HSHA

u Ax +ul Ay +uiAz = f} (a,b,c)Ax + Sy (a,b,c)Ay + f1(a,b,c)Az
(dbyHKCHITaHBIH Oy HIOTTSS Jughepercuanvt (TaM) aajiaHbIP
B du Wi B Haxyn df' (a,b, c) WIS ULIAps €IUIINp.

AcaHJbITIa 3I0pMsIK oJ1ap Ku, TaM JudepeHcHan Xucycu
IudepeHcHaIIapbliH bIMUHS 0spa0sapaup.

Mucan 1. Tytar ku, u = x°y +2z . OHyH
nudepeHcHabIHbI Tanar u_y V3 ou _ ¥ u_y.
ox Oy 0z

bemsnuxis,

du=2xy~dx+x2~dy+2dz .

2. Indepencuainbin siHAsicH MsiHachbl. Mana canar
KU, OUpASNIUSIHI y = £(x) GYHKCHHACHIHBIH x HIOTTACHH/S

TIOPAMSICH OHYH Oy HIOTTSIIAKA Af(x) apTHIMBIHBIH

apryMEHTHH apThIMbIHA OJIaH HUCOATUHH, apTyMEHTHH
apTbBIMBI Ax — 0 WApTUIA tumumuns nevinnup. Hlgaaacu

oJylapar M HUCOATH [ OybabbIHBIH TAHICHCUAND (IISIKHI
Ax
1). B G6yvapbl M B M BioraTsuspuUHISH KeUsH KACSHIIA

OX 0XyHyH apachlHAaKbl Oybarabip. SIasap Ax — 0-ca, oHza
M wrortscu M , HIOTTACHHS

y A
HaxpIHIalelp, S Oybabbl UCST a
OybabblHa HaXbIHJIAILIAP. T
a - Oywabbl M | HIOrTACHHIS P
byHKCcHUaHBIH rpadUKUHS a
YSKWIMUII TOXyHaHna OX ﬂMO
X




OXY apachIHJaKbl Oybaribip,

im )
OeISITUKIIS AI%I—QOT = Al;go tgh=tga.

f(x) AfipUCHHN KACSHUH JTMMUT BI3UHNATHHS HaxblHjawap
KH, OHa Ia X HIOrTACHHAS f(x) QyHKCHHACHIHBIH rpadUKUHS
YSKWIMHIL  7MOXYHAH TEHUITUD.

bypanan anapeir f ’(x) =tga =k, Oypajga k ISAMHUH HIOT-

TAIS YSKWISTH TOXYHaHBIH Oybar sMcanbiablp. bensmukis,
y = f(x) dynkcuitachiHbia rpaduKUHS x, HIOTTACHHS

YSIKHJISIH TOXYHAHBIH TSIHIIMAM y = y, + ) (x, o — 2, ) MISKITHHIS
oJap.
Asanlagla goérmak olar ki, toxunana asagidaki kimi

da tarif vermak olar.
Torif 2. ©ger k ayrisinin dayisen M noqtesindan

M T diz xsttine gader olan masafs \MOM\ sifira ya-
xinlasdigda ‘MOM
kigilen kemiyyet olsa M 1" duz xstti k£ syrisinin M ndq-

- @ nisbatan daha ylUksak tartibli sonsuz

tasinda toxunani adlanir, (yeni ﬂ_,o). Coxdayisanli
0

funksiyalarda da buna oxsar hal mdévcuddur. Coxdayisanli
funksiyanin diferensialinin handesi menasina iki dayisanli
z= f(x,y) funksiyasi liglin gostarak.

Yuxarida verdiyimiz terife analoji olaraq mustaviye
toxunanin terifini verak.

Torif 3. ©ger P sathinin deyisen M ndgtesinden bu
mustesiyo qader olan |mP| masafesi |M M| sifira

yaxinlasdiqda v M|-le muqayiseda daha yuksek tertibli
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sonsuz Kigilen olarsa, yani H nisbati sifira yaxinlasarsa
MM

MK mustavisi P sathine M noéqtasinda toxunan adlanir.
Tutaq ki, P sathi z= f(x,y) tenliyi ilo veriimigdir, yani

z=f(x,y) funksiyasinin grafikidir. isbat etmek olar ki, bu

soth M(x,,y,) noqtesinda yalniz ve yalniz f(x,y) funksiyasi

bu nogtede diferensiallanan olduqda toxunana malik ola
bilar. Bu halda toxunan mustavi asagidaki tenlikle verilir:

Z_Zo:f)g(xo’yo)(x_xo)"'f};(xovyo)(y_yo) (2)

Umumi halda, yeni funksiya istenilon sayda dayisen-
den asili oldugda u=u(x,..,x,) oldugda toxunan mistovi
hipermiistavi adlanir ve funksiya X° = (xl, "X ) noqtasinda
yalniz ve yalniz 0 zaman diferen3|allanan adlanir ki, hamin
nogteds wu—u, = ( Xx, x1 +.. +f,,( Xx -X ) tanliyi
ilo verilmig toxunan hipermuUstevi olsun.

Tutaq ki, X—X°(x, —=x°,..,x, —x°) - vektordur, onda
gisa olarag toxunan hipermustavinin tenliyi bele yazilar:
u—u, = AF(X° X - x°)

Coxdayisenli funksiyanin diferensialinin handasi me-

nasi ve onun noqteda diferensiallanan olmasinin mahiyyati
bundan ibaratdir.

3. istiqgamoata gore torame, funksiyanin gradiyen-
ti. u(xl,...,x,,) funksiyasinin x ..., x gore xUususi toremaleri

koordinat oxlari istigamatinda funksiyanin dayisme suratini

ifade edir. Masalan, g_” funksiyanin x,-e gbre dayisme
X
suratidir. Nezerde tutulur ki, x, yalniz OXx, oxuna paralel

dayisir, x,.,..,x, ise deyismaz qalir.
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Tutaq ki, u=f(x,y,z) Uc dayisenli funksiyadr.
M,(x,,,,2z,) noqgtesini ve bu ndqteden kegan har hansi

istigametlandirici / duz xattini (oxunu) fikse edak. Farz edak
ki, M(x,y,z) bu diz xattin basga bir noqtesidir ve
M, M|-M, nogtesinden M ndgtesine gader olan maesafe
isara edilmisdir. Bu masafe «+» isarasi ile goturilir, ager
M,- dan M - o istigamat Ox istigamati ile Ust-Usts dusurss,
oks halda «-» isare ile goturllir. Tutag ki, M qeyri-
mohdud sokilde M,—a yaxinlasir, onda [jy M)~/
M—M, ‘MoM

funksiyanin [ istigametinde téremsasi adlanir ve % Vo
ya w ilo isare edilir.

Bu torema funksiyanin M, ndqtesinde [ istigame-

tinde dayismae suratini xarakteriza edir.

Tutaq ki, [ diz xstti 0X,0Y,0Z oxlari ile «,p,y bu-
caqglarini emale gatirir, onda / diiz xetti ¢ parametri Vasi-
tosile parametrik asililiglarla verilir:  x—x,=t-Cosa,
y—y,=t-Cosp, z—z,=t-Cosy . Belalikls, parametrik sakilds
verilmis funksiyarin diferensiallanmasi gaydasina ssasen
(bax 8.1. b.2) alanq:

% = fix; + fyy, + frz] = fiCosa + f,Cosf3 + f.Cosy . Bu
iss M nogtesinde [ istigamatli tdramadir.

Olboatte, istigamat uygun vektorla verilo biler.
Asanligla gostermak olar ki, vektor M ndgtesinde xisusi
toromelorden tagkil edilerss, onda hamin vektor
u=f(x,y,z) funksiyasinin artma istigamatini gdsterer. Bu

vektor funksiyanin verilmis noéqteda qradiyenti adlanir ve

’ !

Au = (ul,,u',,u’.) -la isars edilir (bax 8.1. b.1)

x>%y»
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Misal 2. u = x" + yz funksiyasini (1,4,9) nogtasinda
ele istigamatini tapin ki, funksiya an boyuk suratle artsin.
Svvalce xususi toremasleri hesablayaqu), = 2x, u), =z, u. = y;
Au = (2x,z, y) verilmis ndgtede alariq: Au=(2,9,4)

Toxunan mustavinin (2) tanliyini ve gradiyentin teri-
fini mugayise etsak, gorerik ki, funksiyanin gradiyent toxu-
nan mustavinin normal vektorudur. Bu Umumi halda da

dogrudur—verilmis noqtada funksiyanin qradiyenti hiper-
mustavinin hamin ndqtads normal vektorudur.

4. Murakkab asilihiglarin xattilagdirilmasi. Kobba-
Duglas funksiyasinin timsalinda istehsal funksiyasinin xat-
tilegdirilmasi imkanini gostarek. Muassisanin cari veziyyatini
— fondlarin hacmini K, fehlelerin sayini L, uygun mahsul
buraxilisini y = y(k,L) fikse edek. Fahlalerin sayinin kigik

dayismasine dL va fondlarin hacminin kigik dayismasina
dK uygun mahsul buraxilisinin Ay dayismasini tagribi

olaraq tam diferensiala barabar goturak: dy = y.dK + y,dL
amak mahsuldarliginin son haddi, y! -ise fond veriminin son
haddidir. Onda y!dL - slave mahsulun deyeri olar. Bu slave

mahsul 4Kk elave olunmus fondlarin hesabina istehsal olub.
Asagidaki naticeni alarq.

Netica. Fahlalerin sayini ve fondlarin hacmini kigik
artirdigda mahsul buraxiliginin dayari teqribi olaraq slave
olunmus fahlelarin avvalki hacmde fondlarda istehsal etdik-
lari alave mahsulun deyari ila avvelki sayda fahlalerin ala-
vo olunmus fondlarda istehsal etdiklari mahsulun dayarinin
comina barabardir. Belalikla, hesabat GU¢gin emak mahsul-
darliginin son haddini ve fond verilisinin  son haddinin
movcud vaziyyatini goturmak olar. Xattilegdirmanin imumi
ideyasi da bundan ibaratdir u(x,,...,x,) funksiyasini

X°=(x1°,...,x°) néqtesi  etrafinda  xetti  L(x)=u(x")+

n
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+u;1 (xoxxl _xlo)+-"+u;n (xn—x,?) funksiya ile avez et-

mak. Burada u(x)—L(x) forgi X nogtesinden X° ndqgte-

sina gadar olan masafe ile muqayiseda daha yuksak tertibli
sonsuz Kigilandir.

5. Faydaliliq funksiyasinin diferensial xassalari.
Ot oogodood oo od duododod
Oooooooodo Oooooooo oooogd
ooogooootgooooud oooouuoo oougooooud
00000 (DLhoooooooD oooooooobDo oooooooo
000 7.1, 0.3)

Coxolcula faydaliliq funksiyasi u(xl,...,xn)-
X(x,,...,x ) emtoo dostinin u faydaliligina her  hansi
individin  (sexsin) verdiyi subyektiv adadi giymatdir. O
azalmayandir, yeni X, <X, oldugda u(X,)<u(X,) olur,
diger tarefden o ¢okikdur. Bundan slave ferz edacayik ki,
her bir emtes arzu olunandir, yeni ager X >Y ve

X >y (z' :1,2,,,_,71) olarsa, onda u(X)>u(Y). Farz edak ki,

U funksiyasi diferensiallanandir ve Il tartib tdremaleri var.

Ou . : : : .
P xususi téremaesine i-ci amtesnin faydaliiginin son
xi
haddi deyilir. Faydaliig funksiyasinin azalmayan olmasini
vo har bir emtesanin arzuolunan olmasi sartini daha guclu
sortle — butun xususi téremalarin musbat olmasi ile avez
edak. Faydaliig funksiyasinin xudsusi tdéremalarindan
ou ou

*

Ox, T ox,

duzalmis vektoru j; =( J tobii olarag fayda-

iigin son hadd vektoru adlandinrlar yada salaq ki, hamin
vektora ham da qradiyent deyilir.
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Qradiyent funksiyanin giymsatlerinin an boyuk artimi-
nin istigamatini gosterir.

Alman alimi K.Hossen ilk dafe faydaliliqg funksiyasinin
asas xassalerini gostermisdir. ©mtaanin istehlaki artigca,
faydaliligi azalir. Bu Hossenin birinci ganunu adlanir.

Sade misalla izah etsak bela ¢ixir ki, agar siz acsi-
nizsa, onda birinci hamburgeri ¢ox bodylk havesle ye-
yirsiniz, ikinci bir o gader xos galmir ve s. Diferensiallama
dilinde bu o demakdir ki, arqumentler artigda faydaliligin
son haddi azalir, yani ikinci xtususi toremalar manfi olur.

Misal 3. U(x,x,) f\/ﬁ faydalihq funksiyasi Ugun

etinasizlig ayrisini ¢okin (faydaliigin sabitlik  xatti).
Faydalihigin son haddi vektorunu tapin. Hossenin birinci
ganununun &danildiyini yoxlayin.

Helli.  Faydalhigin  sabitlik  eyrilerini  quraq:
uC:{(xl,xz):\/xT\/szc} (sekil 2). Xususi téremaleri tapaq:

Ou \/Z X, 4

& )

ou \/XT \
o, 2)x) \\

Belalikla faydaliligin
son haddi vektoru 0 X

e T

Hossenin birinci ganunun o6danildiyini yoxlamaq
Ucun ikinci tertib xtsusi toremaleri tapaq:
31 1 3

u = _()xl_zxzz, Wy = _(l)xlzxz'z bu téremaler manfi-
XX, 4 22 4

v

dirler, bu da Hossenin birinci ganununun odanildiyini gos-
torir.
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Asagidaki funksiyalar faydaliliq funksiyalarina misal-
dir:

Menfast funksiyasi u(x,,x, )= c,x, +c,x,;
Neklassik  funksiya  u(x,,x,)=x"x%  burada

a,,0,20, a+a, <1.

MOSSOLSLOR

1. DUz dairavi silindirin oturacaginin radiusu ve hiin-
darliyl kigik artigda onun hacminin nalarden asili artdigin
tasvir edin. Eyni igleri dizbucaqli paralelepipedin G¢ 0OIgU-
sunun kigik artimi ile elagadar hamginin artmasi ve Ugbu-
cagin sahasinin onun g tarafinin funksiyasi Gglin gosterin.

2. Asagidaki funksiyalarin diferensiallarini

umumi sakilde va verilmis (1,1) ndgtasinda tapin:
a) u=(x+y)'; B)u=x>—y> +4xy; ) u=xy+x-y

3. Faydaliig funksiyasinin qradiyentini va
faydaliligin son haddini tapin.

a) u=3x, +5x,; b) u=minfx, 2x,}

4. Her hansi yerin xeritasinde adaten-maili
xotden— sabit hundurlik xattindan istifade edirlder.
Bu xeritede muxtalif nogtelards taqribi qradiyenti

bilmak olarmi?
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Miog3y 9.
IFTICATIMAATIA
ONTIMAJLIALIABIPMA
MSICSLISLIISIPI

9.1. YoxasnmsiHau GyHKCHIATAPBIH eKCTPEMYMJIAPBI

Funksiyanin ekstremumu va onun tapilmasi. Bu
movzunun gedisinde biz birdayisenli funksiyalarin uygun
anlayiglarini  yada salacagiq. Birdayiganli funksiyanin
ekstremumunun terifi 5.2. bélmasinda verilmisdir. Bu anla-
yisin vacibliyini nazera alaraq onu bir de yada salaq. ©ger
a néqtesinin mileyyen strafinda f(x) funksiyasinin giymati
f(a) on bdyiik (en kicik) olarsa, onda f(a) funksiyanin
maksimumu (minimumu) adlanir. Basqa sdzle desak bu
otrafda f(x)< f(a) (f(x)> f(a)) berabarsizliyi &denir. Arqu-
mentin uygun a giymatine makismum (minimum) néqtesi
deyilir.

Funksiyanin maksimumlari va minimumlari onun
ekstremumlari, maksimum ve minimum noqtelarine ise eks-
tremum néqtaleri deyilir. Coxdayisenli funksiyalarin ekstre-
mumlari da eyni cur teyin olunur. Yada salaq ki, bir dl¢ulu
halda noqgtenin atrafi dedikde markazi hamin ndqte olan
aclq intervali 6zlnda saxlayan ixtiyari coxlug basa dusuldr.
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Coxolculd halda ise ndgtanin atrafi dedikde markazi
hamin noqteds olan agiq kureni 6zinde saxlayan ixtiyari
coxluq basa dusulir (bax bélma 7.2. b.3).

Yoni noqtanin atrafinl teyin edarken adadler arasin-
daki adi masafe, ¢cox- dayisenli funksiyanin tayin olunbugu
Evklid fezasindaki masafa ile evaz olunur. Yada salaq ki,
agar ndqgta har hansi etrafi ila birlikde oblasta daxil olarsa,
onda bela noqgte oblastin daxili nbqtesi adlanir.

Bger f'(a)=0 ve yaxud f'(a) yoxdursa, onda a
néqgtesi f(x) funksiyasinin bhran néqtesi adlanir. 8ger a
néqgtesi f(x) funksiyasinin daxili néqtesidirse ve f'(a)=0
olarsa, onda a ndqtssina f (x) funksiyasinin stasionar néq-
tesi deyilir.

Teorem. (Ekstremumun zoeruri alamati). Ogar
funksiyanin daxili noqtade ekstremumu varsa, onda bu
noqta funksiyanin bohran noqtasidir, agar bu noqtada
torama varsa, onda hamin noqta stasionar noqtadir.

Tutaq ki, u=f(x,...x,)-n dayisenli funksiyadir. Bir-

dayisenli funksiyada oldugu kimi, bitin xutsusi téremalerin
sifira barabar oldugu ve ya téremalerdan bazileri yoxdursa,
onda bele ndqgteys funksiyanin béhran néqtsasi deyilir. ©gar
ndqte funksiyanin teyin oblastinin daxili ndqgtssidirse ve
batin xUsusi toremaler sifira berabardirse, onda bu noqte-
yo funksiyanin stasionar néqtsasi deyilir.

Teorem 1. (Coxdayisanli funksiyanin ekstremu-
munun zaruri alamati). ©gar funksiyanin daxili noqgtada
ekstremumu varsa, onda bu noqte funksiyanin béhran
noqtasidir voa agar hamin noqtada butlin xususi tore-
malari da varsa, onda bu noqgta stasionar noqtadir.

188



Bu teoremin isbati birdayisanli funksiyada oldugu ki-
midir ( bax bélma 6.1. b.1).

Belslikle, ekstremum Uglin «stbhali» néqteler butln
xususi téremslarin sifira beraber oldugu ve yaxud bazi
xususi téremalarin olmadigi néqtelardir. ©gar funksiya har
yerde xususi toremalars malik olarsa, onda bu ndoqgtalerin
koordinatlarini tapmaq Ugln asagidaki tanlikler sistemini

o
ox,

hall etmak lazimdir:
ey,
on,

Misal 1. z=x*+(y-1) funksiyasinin ekstremumlarini

tapin.
Xususi toremsaleri tapib, sifira beraber etsok, asa-
gidaki tenlikler sistmeini alariq:

%:2x:0,
ox

Oz
—=2(y-1)=0.
& (y-1)

Bu sistemin halli agkardir: x=0, y=1.
Batin x,y—ler Gglin z>0 oldugundan tapdigimiz

(O,l) noqtasi minimum noqtssidir.

2. Ekstremumun kafi sorti. Birdayisenli funksiyanin
ekstremumlari Ugun sads kafi elamatler var (bax bdlma 6.1.
b.1).

Teorem. ( Ekstremumun birinci kafi alamati).
Tutaq ki, f(x) funksiyasi a noqtasinin miayyan atra-
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finda kasilmaz, a noqtasi istisna olmagla bu atrafin har
yerinda diferensi allanandir. Onda:

1.x<a olduqda f'(x)>0va x>a oduqda f'(x)<0
olarsa, a noqtasi funksiyanin maksimum noqtasidir;

2. x<a oduqda [f'(x)<0 va x>a olduqda
f'(x) >0 olarsa, onda a noqtasi funksiyanin minimum
noqtasidir.

Teorem 1. ( Ekstremumun ikrinci kafi alamati).
Tutaq ki, f/(x) funksiyasi ve onun toramalari f'(x) va
f"(x), a noqtasinin muayyan atrafinda kasilmazdirlor
va f'(a)=0.0Onda:

1. 9gor ["(a)<0 olarsa, a noqtasi funksiyanin
maksimum noqteasidir;

2. ©ger ["(a)>0 olarsa, a noqtasi funksiyanin
minimum noqtasidir.

Coxdayisenli funksiyalar tgtn ekstremumun kafi sla-
mati cox murakkabdir. Iki deyisenli funksiya ile kifaystlonak.

Tutaq ki, z= f(x, y) ve M -stasionar ndgtedir, yoni

fi(M)=f](M)=0. Asagidaki isareleri qoebul edok:
A= fL.(M), B=f) (M), C= [} (M), D=AC-B".

Teorem 2. (Eksktremumun kafi alameti). ©gor
D>0 va A<0 olarsa M noqtesi maksimum, agar D >0
vea A4>0 olarsa, onda M noqtasi minimumdur. 9gar
D <0 olarsa, onda ekstremum yoxdur.

Funksiyanin har hansi ¢oxlugda an boyuk ve an Kigik
giymatlarinin tapilmasi ise birdayisenli funksiyada oldugu
kimidir:

a) ekstremuma «subhali» olan butin daxili négtalerin
tapiimasi («Subhali» noqte butin xususi téremalerin sifira

190



barabar oldugu noqtelar ve ya xususi toremalarin olmadigi
noqtasler);

b) bu noégtelera baxdigimiz ¢oxlugun serhadinda
yerlasan bir ne¢a «subhali» ndgtaleri alave etmak;

c) bu ¢oxlugda funksiyanin an bdyuk ve an kigik qiy-
matlar aldigi négteleri tapmagq.

Masalon, xetti programlagdirma masalasinde bu
gayda ile herakat edirlor (bax.bdlma 3.1.). Yada salaq ki,
xotti funksiyalarin ekstremumlarinin xetti mahdudiyyatlar
gorgivesinde tapilmasi xatti programlasdirma masalalarini
ohate eden maselaler sinfini toskil edir. isbat olunmusdur
ki, bele masaelalrde funksiyanin ekstremumlari varsa, bu
ekstremumlar mimkin c¢oxlugun kenar noqtslerinde ola
biler. Kanar ndqte-tedgiq olunan ¢oxlugun searhadinda
yerlagan xususi noqgtedir.

3. Serti ekstremum, Lagranjin vuruglar usulu.
Tutaq Ki, f(x)=f(x, -, x,) funksiyasinin

@;(x)=0, j=1,---,m; m<n mahdudiyystleri sarti ilo ekstre-
mumunun tapiimasi lazimdir. Bu halda bels harakat edirlor:

a) n+ m dayigenden (n svvalki x,,--,x Vve m ye-
ni A,-,4) asii Laqgranj funksiyasini tertib edirler

L) = () + Y x,0,(0).

b) asagidaki tenliklaer sistemini tartib edirlor ve onu
hall edirlar:
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OL/ox, =0,
OL/ox, =0,
oL/o4, =0,
OL/o4, =0

Yoni Laqgranj funksiyasinin ekstremumunun «sub-
hali» ndqtaleri tapirlir;

c) ekstremumun «slUbhali» noqteler masalasini hall
edirlor (mesalen yuxaridaki 2-ci teoremin komayi il9),
burada farz edirlar ki, asagidaki minasibatler yerina yetirilir:

Y00, /05, dx, =0, j=1m
i=1

4. istehlakginin segilmasinin optimallagdiriimasi
masalasi. Bu masaloeys serti ekstremumlarin tapiimasi
Ucun yuxarida tesvir olunmus Lagranjin vuruglar Usuluna
alave kimi baxaq.

Hesab edacayik ki, har bir amtasnin giymati p, -dir,
individ galiri Q -dur (har hansi pul migdari). Bu miqdar
corcivasinde o, harekat edir, 6zuna lazim olan amtaa alir.
x=(x,,x,)—omtos dastini almaq acin

c(x)=p,x, +---+p,x, miqdarda pul xerclemak lazimdir

C(x)=)_p,x, = PX . Belslikla, individ elo X emtos dosti ala
i=1

bilor ki, PX <Q olsun. Demsali, O galiri ilo o, asagidaki

amtoaa dostleri coxlugu alds eda bilar:
B=B(P,0)={X:X>0,PX<Q}. Bu goxlug biidce

coxlugu adlanir (bax bélma 2.1. b.3)

Toaklif 1. Buidca ¢oxlugu mahdud va qapalidir.
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Isbati. Tutaq ki, r =min p,, onda ager xe B olarsa,
x, £Q/r,i=1--,n, yani B g¢oxlugu mahduddur. Qapaliligi
isbat edak. Tutaq ki, x, € B, ixtiyari ke N vo x, > z.
Onda xatti funksiyanin kesilmazliyine gors px, — pz ve
px, <Q oldugundan PZ<Q olar. Demali, Z € B alarq.
Budce goxlugunun serhadi G ={X e B:PX =Q} ¢oxluguna
deyilir. G serhadi — iki emtes oldugda diiz xett pargasi,
Ucbucagla mahdudlasan mustevi hissasi—-Uu¢ amtes ol-
dugda, imumi halda ise emtea fezasinda hipermustavinin
hissasi olar.

Blidce goxlugu B(P,Q), O - gelirinden ve P giymat

sistemindan asilidir, lakin individin saxsi xarakterinden, me-
soloen, onun neaya Ustunliuk vermeasindan asili deyil.
istehlakgl olde etdiyi geliri tebii ki, makismal fayda ile
xarclamak istayir. Bu ise asagidaki xatti programlasdirma
masalasina gatirir:

PX = px, +--+p x, bludce mahdudiyysti serti ile

u(x,,---,x,) faydalliq  funksiyasini maksimallagdiran
X =(x,,---,x,) emtea dastini tapin. Masslenin mahiyystine

gbra butin dayisenler manfi olmayan giymetlar alir, yoni
x,20,i=1--,n.

Baxilan masalani daha qisa sakilde bele ifade et-
maKk olar:

u(X) > max, {u(x) — max
Px<0Q, ve yaxud bels xeB(P, O)
x>0

u(x) 0z arqumentlarinin kasilmaz funksiyasi oldu-
gundan, B-biidca ¢oxlugu mahdud ve kompakt oldugundan,
u(x) funksiyasi B goxlugunda 6z maksimumunu alir, yani (1)
masalasinin halli var. Aydindir ki, ¢(X) funksiyasinin istenilan
maksimum X'- négtesi G biidce ¢oxlugunun sarhadinde
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olar. D6grudan da, agaer aksini forz etsak, yoni maksimum
noqgtesi - Z¢G, onda PZ<(Q. Bu zaman istehlakgi

O - PZ migdarda pulu istifade etmir ve bu pula o, slave

amtaa desti - y ala biler, burada hesab etmak olar ki, Y>0.
O zaman Y e B olar, lakin u(Z+Y)>u(Z) - har bir amte-

anin arzu edilon oldugu Ggin. Aling ki, Z -maksimum
noqtesi bldce ¢oxlugundadir, bu ise ziddiyatdir.

Toeklif 2. ©ger u(x) ciddi ¢okukdirsa, onda (1)
masalasinin  halli yeganadir, yeni bldce ¢oxlugunda
faydaliliq funksiyasinin yalniz bir maksimum noqtasi var.

Yada salaq ki, ager ixtiyari X, Y Ugun 0<A<lI
oldugda u(AX +(1-A4)Y)> Au(X)+ (1-A)u(Y) olarsa, onda
u(X) funksiyasi ciddi ¢okuk adlanir.

isbati. Ferz edok ki, A ve C iki maksimum
nogteleridir, yani u(X)<u(A4)=u(C) istenilon X € B lgln.
Biz artiq bilirik ki, A vo C nogteleri bldca goxlugunun
sorhadinde yerlasirler, yeni PA=PC=Q. E=A4/2+C/2
nogtesine baxaq. Gorlrik ki, PE=P(A/2+C/2), yeni
EeB. u(x) funksiyasl ciddi ¢okiuk oldugundan alariq:
u(E)>u(A)=u(C) . Ziddiyyst aldiq, bele ki buradan ¢ixir ki,
A ve C funksiyanin blidca ¢oxlugunda maksimum noqte-
laridir.

Belalikla, faydalilig funksiyasi ciddi ¢oklik olduqgda
bidce goxlugunda bu funksiyanin yegana maksimum noég-
tosi var. Demali, istehlak¢inin secimi hatta qalmir ki, 6z
pullarini an boyuk faydaliligla xarclesin, beloki, faydaliliq
funksiyasini maksimallasdira yegane emtea dasti var. Bu
yegana noqte tsleb nodqgtesi ve yaxud sadace olaraq
istehlakginin talebi adlanir. Bu ndqgteni X - ilo isare edsk.
Telab noqgtasini dyranak. Halalik bilirik ki, bu nogte budce
coxlugunun sarhadinds yerlasir.

Belalikla (1) masaelasi asagidaki masalays gatirilir:
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{u(X) omax, y {u(X) — max, )

PX=0 X e B(P, Q)
Bu masaleni Lagranjin vuruglarinin kdmayi ile hall et-
mak olar. Lagranj funksiyasini duzealdak

L(X,)=U(X)+A(Q—-PX). Xususi toremeleri tapaq ve
sifira barabar edak:
OL/ox =0, ou/ox — AP =0, ou/oX =0,
AL/oA =0, 0-PX =0, 0 - PX =0.

5. Toelab noqtasinin xarakteristikasi. Belo bir nati-
co alng: taleb noqtesi blidce coxlugunun serhadinds
yerlasir va onlunla xarakterize olunur ki, faydallq haddi
vektoru, giymatler vektoru ile mutenasibdir. Belo de demak
olar: taleb nodgtesinde amtaanin faydalilig haddinin onun
giymatina olan nisbati sabit kemiyyatdir: (3) (a”/axf)p =1,

ixtiyarim ; =1, ---, n UgUn bu barabarlik dogrudur.

Oger, deyok ki, i-ci emtea j-ci emteaden 3 defe
bahadir, onda onun bir vahid azalmasi j-ci emtaanin 3 vahid
artinlmasi ile kompensasiya edilir. Bunu bels ifade etmak
olar: qiymatleri eyni olan emtasler qarsiligh ovazolu-
nandirlar. Basga so6zle desak, individa alverisli deyildir ki,
bu istayini onunla eyni giymatdse olan digeri ilo avaz etsin
ve Umumiyyaile istehlakin strukturunu dayismak, onun
voziyyatini yalniz pislesdira bilar. Telab nodqgtasinin bu
xarakteristikasi Hossenin 2-ci ganunu adlanir.

Misal 2. istehlakginin telab funksiyasini tapaq. Fay-

daliiq funksiyasi u(x,, x2)=\/z x, ©vvelce xususi tore-
maleri tapaq:

195



Ou/ox, =\/Z/(2\/Z) , Ou/ox, =\/Z/(2 X, ) , demali

(6u/8xy _ ]V
asa@idaki tenlikler sistemini aling: (u/ox,)™ /ps
RX,+PX,=0

ve ya

th/@f/

DX+ pyxy =0

- X /x =p./p, :
Naticada: {7 yoni - _0 -_0
{plxl + p,x, =0. % %2%) > %2 /2172)

MOSSOLSLOR

x1 (2\/x_2) Az ’

1. p qiymati va Q galiri GUglin asagidaki faydalilq
funksiyalar Ggln telab noqgtesini tapin (handasi ve analitik):
a) u(x;, x,)=min{y, , 2x,}; b) u(x,, x,)=2x, +3x,
Helli: a) u(x,, x,)=min{x, , 2x,} funksiyasi gosterir
Ki, birince ve ikinci em_teenin 2:1 nisbatinden artigi is-
tehlakglya xeyir gatirmir. Istehlak¢l o zaman xeyir goturar ki,
har iki eamtea 2:1 nisbeatini saxlamagla artsin. Belo
faydalihiq funksiyasi olan emtealer qarsligl biri-birini ta-
mamlayan emtealar adlanirlar (masealan, ¢ay va gend).
Hoendesi olaraq bele taleb funksiyasinin tapilmasi - halli
sokil 1.a — da tesvir olunmusdur. Analitik halli ise asagidaki
Kimidir:
DX+ pyx, =0
X, =2x,
Bu sistemi hall edarak tapiriq:
x =0/2p,+p,), x,=0/2p,+p,)
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b) Hendasi halli sakil 1.b — da verilib. Nezarda tutulur

Ki, p/p,<2/3
p,/p, >2/3 halinda ise handssi hall sakil 1. c-de

verilmisdir.
Sokil 1.b-de telab ndqtasi bidca c¢oxlugunun A
topesinda, sakil 1.c — da ise B tepasindas yerlosir.

a) x,’

Sokil 1.

»
A »

X

1

p,/p,=2/3 oldugda teleb ndqgtsleri sonsuz say-

dadir: bidca g¢oxlugunun sarhadindaki ixtiyari ndqte taleb
ndqtasidir.
2. Asagidaki funksiyalarin ekstremumlarin aragdirin:

a)z=x"-(y-17; b)z=(x-y+1)* v)z=x>+y> -3xy;
q)z=x2—xy+y2—2x+y; d)z=1—w/)cz+y2

3.Asagidaki funksiyalarin sarti ekstremum ndqtelarini
tapin:
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a) z=xy,, Oger x+y=1 olsa; b)z=x/a+y/b,
ager x*+y* =1 olarsa; v) z=x*+y*, ager x/a+y/b=1
olarsa.

4.Asagidaki funksiyalarin serti ekstremum noqtalerini
grafik Gsulla tapin:

a) z=xy vo z=2x+3y funksiyalarinin x’+y’ =1
oldugda maksimum ndqtalarini;

byz=x"+y* ve  z=2x+3y funksiyalarnin
xy=1, x>0 oldugda minimum noqtslarini.

5. Musayyan tutumu olan agiq duzbucagl vanna
hansi dlgularinds an kigik setha malik olar?

6. Verilmis radiuslu yanimkurenin igarisine an boyuk
hacmli dizblcaqli paralelepiped ¢akin.

9.2. igtisadiyyatin «qizil qaydasi»

1. Birresurslu firma uglin iqgtisadiyyatin «qizil
qaydasi». Tesavvlr edak ki, biznesmen firmanin rahbaridir.
O, fikirlesir ki,alava bir isci gotirstin. Bu masalenin halli
Ucln g¢ox sada qayda var: alava is¢ini yalniz o zaman
g6tirmak lazimdir ki, onun gazandigi elava galir ona verilon
amak haqqindan c¢ox olsun. Bu sade qayda iqtisadi
cohatdan ¢ox shamiyyatli oldugu Ugiln onu igtisadiyyatin
«qizil gaydasi» adlandirhir. Bir resurslu firma tg¢un bu gayda
bélma 6.1. b.3-de gdsterilmisdir. Qisa olarag osas
momentlori takrar edak. Ferz edak ki, firma yalniz bir emtasa
istehsal edir va onun migdarini y ils isare edak. Yalniz bir
resurdan istifada olunur.

Firma y = F(x) istehsal funksiyas vasitesile tama-

mile xarakterize edilir. istehsal funksiyasi buraxilan emte-
anin hacmi ila sarf olunan resurs hacmi x arasindaki asililigi
goOstarir.

198



Farz olunur ki, istehsal funksiyasi iki aksiomu 6de-
yir:

1. Tayin oblastinin he¢ olmazsa bir hissasinde—iqti-
sadi E oblasti adlanan hissaede bu funksiya azalmayandir,
bu oblastda onun téremasi F'(x) manfi deyildir.

2. lIgtisadi oblastin qabariq S altgoxlugu var ki,
{x e S;F(x) > a} altcoxluguda bltin a-lar Uglin gaba-
riqdir. Bu ¢oxlugda ikinci torema musbat deyildir.

Bu iki aksiomun igtisadi manasi Uzerinde dayanaq.
Birinci aksiom hokm edir ki, istehsal funksiyasi trivial, lakin
mubahisesiz duzgunluyl saks etdirir. Az da olsa normal
igtisadiyyatda xarclarin artimi buraxilisin azalmasina sabab
ola bilmaz. ikinci aksiomda yalniz ikinci tdremanin misbat
olmamasinin igtisadi manasini aydinlasdiraq. Bu xasse
igtisadiyyatda azalan gelir ganunu adlanir. Sarf olnan
resursun hacminin artmasi ile, miayyan momentda (S ob-
lastina ¢ixdigda) mahsul haddi azalir. Klassik misal olaraq
fikso edilmis sahade bugda istehsalina yeni-yeni insan
quvvasinin alave edilmasini gostermak olar. Hesab ede-
coyik ki, istehsal funksiyasinin zaruri téremalari var ve bu-
tin oblastda her iki aksiomu 6dayir.

Tutak ki, p - vahid resursun giymati, v ise buraxilan
vahid mahsulun giymatidir.

Demali manfest W naticeds x - in funksiyasi olaraq
bels ifada ediler: W (x) =vF(x)— px .

Belalikloe firma masalasina galirik:

W (x) — max,

(1)
x>0
W(x)-in téramasini sifira barabar edarak, alariq:
F'(x)=p/v ()

Aydindir ki, emal olunan resursun hacmi musbatdir,
nogte daxili nogtadir, yani ekstremum noqtasidir. Diger
tarefdan, ikinci torema misbat olmadigindan bu maksimum
nogtesidir.
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Belalikla, istehsal funksiyasina qoyulan tabii sertlor
daxilinda (2) munasibati firma masalasinin hallini verir, yani
emal olunan resursun hacmini verir ki, bu da maksimum
golir veran buraxilisi temin edir. (2) munasibatini veran a
noqtesini firmanin optimal halli adlandiraq. (2) muanasi-
batinin iqtisadi menasi Uzerinde dayanaq.Yada salaq ki,
F'(x) mahsul haddi adlanir, v F'(x) - mahsul haddinin

dayeridir. Mahsul haddi bir vahid alave resursun verdiyi
mehsuldur. Vahid resursun giymati p - dir, yeni tarazliq
alinir. istehsala slave bir vahid resurs calb etmak olar ve
onun allnmasina p q@ader vesait serf etmak lazimdir,
naticode udus olmayacaq, bele ki, alde etdiyimiz vasait,
alave resursun alinmasina sarf olunan vasaite berabardir.
Demali (2) muinasibatini veran optimal noqte tarazliq
nogtesidir.

istehsal funksiyasina qoyulan miisyyen sertlor daxi-
linde (2) munasibatine verilon firma masalasinin optimal
halli butlin p va v Ugln yegana olar.

Belslikle, (1) masslesinds a halli p vo v lgln ye-
ganadir. Alinan & =a"(p, v) funksiyasi resursa telab funk-

siyasi adlanir. Bu funksiya mazmunca nayi ifade edir? ©ger
resursun qgiymati p, buraxilan mahsulun qiymati v - dirss,
onda firma 06z istehsal funksiyasi ile xarakterize olunur ve
a’(p, v) funksiyasina uygun olaraq emal olunan resursun

hacmini musayyan edir, bu hacmda resursu bazardan alr,
yoni bu firmanin resursa olan taleb funksiyasidir. Emal
olunan resursun hacmini bilarek, bu hacmi istehsal
funksiyasinda yerine qoyaraq, qgiymatin funksiyasi kimi
istehsal olunan mahsulun hacmini alariq.

Axirinci funksiya mehsulun taklif funksiyasi adlanir.
Aydindir ki, emal olunan resursun hacmi musbaetdir ve
demsali (2) munasibati ila tapilan ndqte daxili néqgtadir, yani
ekstremum négtssidir. Ikinci téramanin misbat olmadigini

200



da nazare alsaq, onda alarik ki, bu négte maksimum ndqts-
sidir.

Misal 1. Bir nege baliq¢! ailasi birlikde boyuk olma-
yan gemiya malikdirler. Balig ovunun hacmi y (gunda kg-a),
gomida olan baliqgilarin migdarindan asilidir, bunu x-a isara

edoak, y =100+/x . Bir kq bah@in giymati 8000 rubldur, balig-

cllarin amak haqqi P=100000 (rub/glin). ©mak haqqindan
basga xarc nazars alinmir. Baliqgilar brigadasinin optimal
Olglsuna tapin.

Healli. Birinci hall Usulu. Menfeat barabardir galir
¢ixilsin amak haqq!

W =8000y —100 000x = 80000/x —100000x

Toramani tapib sifira baraber edak:

W' =400000/~+/x —100000=0

Buradan alariq ki, x = 6.

Ikinci hall Usulu — (2) munasibstinden istifadeya
esaslanir 50/+/x =100000/8000 ;  x=16.

Tapdigimiz 16 adadi eyni zamanda gemida isloayen
baliggilarin optimal migdaridir.

2. Coxresurslu firma ugun iqtisadiyyatin «qizil
qaydasi». Umumi halda, yeni firma bir resurs deyil, bir
neca resursdan istifade etdikde nazeriyye yuxarida serh
olunanla analojidir. Belslikle, firma bir amtaa istehsal edir,
onu y ilo isaro edoek. Serfiyat-resurslar vektorunu
X =(x,,--,x,) ilo igare edsk. Serfiyyat bir manall olaraq

buraxiligi muayyan edir vo bu slage istehsal funksiyasi
y = F(x)-le tayin olunur. Faerz edak ki, istehsal funksiyasi

diferensiallanmanin zeruri sertlorini ddayir voe ham da 1,2
(bax p.1) aksiomlarindaki sertlere analoji sertleri 6dayir:

1) Bu funksiya iqtisadi E oblastinda azalmayandir,
onun xususi téramalari bu oblastda manfi olmayandir;
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2) Baxilan gabarig S alt c¢oxlugunda istenilen
{X e E:F(x)>a} alt goxlugu bitiin a - lar tgiin qabanqdrr.
Bu sertlerin igtisadi manasi tamamile bir resurs hali Gguln
eynidir:

1) xarclorin artinimasi buraxiligin azalmasina sabab
ola bilmaz;

2) azalan galirlilik ve ya azalan verimlilik ganunu
Odenilmalidir. Tutaq ki, P=(p,,--, p,) - resurslarin giymaet-

lari vektorudur ve v - buraxilan vahid mahsulun giymatidir.
Onda manfast W - X - in funksiyasidir ve
W(x)=vy— px =vF(x)— px . Belalikle, gox resurs-
lu firma masalesina galirik:
W (x) - max,
x>0
W(x) funksiyanin xususi téremsalerini sifira baraber

edarak, alanq:
v-OF|ox =P (3)

Hesab edacayik ki, butin xarcler musbatdir(sifir
xarclori ata bilarik). Onda (3) munasibatile miayyan olunan
ndqta, daxili négts olar, yani stasionar négtadir.

Istehsal funksiyasinin 6dacayi ikinci sart ise onun
makismum noqgtesi olmasina teminat verir. Belslikls,
istehsal funksiyasi Uzarine tabii sertlor goymaqgla (3)
munasibati ¢ox resurslu firma masalasinin hallini verir, yani
emal olunan resurslarin x~ hacmini miiayyan edir, naticads
y'=F(X") buraxiligi alinir. X" ve ya (X', Y') néqtasi firmanin
optimal halli adlanr.

Coxdlgili halda oF /ox = (0F /ox, ,-++, OF /ox,) Mah-
sul-vektorunun fon haddi ve ya mahsul — haddi vektoru
adlanir. Bu vektor, sarfiyyat-resurslan vektorunun deayis-
masina munasibatdir. (3) munasibatleri hokm edir ki,
optimal ndqtede mahsul haddi vektoru giymeat vektoruna
munasibatdir ve mutenasiblik amasli vahid mahsulun
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giymetidir. Daha sonra, v - 0F /0x — bir vahid i - ci resursun

alave verdiyi mahsulun i - ci mahsul haddinin dayaridir.
Lakin i - ci resursun bir vahidinin deyeri p; — @ barabardir,
yoni muvazinate galirik: istehsala slave bir vahid i - ci
resurs celb etmak olar, onun alinmasina p; — xarc gekmak
lazimdir, naticede udus olmayacaq, ona goro Ki,
xarcladiyimize barabar slave pul alde edacayik. Demali, (3)
munasibatile alinan optimal néqte tarazliq noéqgtesidir.
istehsal funksiyasi Uzerine qoyulan tabii sertler (bax
aksiom 1.2 p.1) daxilinde firma masalasinin optimal halli
(3) munasibatlari ile tapilir vo butin v>0 ve p>0 Ugun

yeganadir. Belolikls, X"(v, P) vektor funksiyasi ve ya
x; = x, (v, P) funksiyasi alinar. Bu n funksiya mehsulun ve

resursun verilmis qiymatlerine uygun resurslara talab
funksiyasi adlanir.

Moazmunca bu funksiya ne demakdir?

©ger resursun giymati P - dirse, buraxilan amtaanin
giymati v - se , onda istehsal¢gi emala olunan resurslarin

hacmini x; (v, p) funksiyasi gore misyyan edir ve bununla

da firmanin optimal Olglisu muayyanlagsir. Emal olunan
resurslarin hacmini bilerek ve bu qgiymsati istehsal funk-
siyasinda yerina qoysaq, onda giymatden asili olan mahsul
buraxiligini alariq.

Misal 2. 1997-ci ilde E ticaratgidon ibarat qrup N
satici ile birlesmayi qerara alr. Ise baslayan glindsn
manfasat (gundalik galir minus xarcler, amak haqqi hesabi
alinmir). W =60000(EN)" disturu ile ifade olunur. Har bir

ticaratginin amak haqqi 12000 rub/gun. Saticininki ise 8000
rub/gun teskil edir. Saticilardan va ticaratgilordan ibarat
grupun optimal terkibini tapin.

Halli. (3) muinasibatindan istifade edaroek tenliklor
sistemini duzaldek ve hall edak:
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{aW/aE = 60000(1/3)E"*N"* =12000,
oW /aN =60000(1/3)E" N~2* = 8000

Birinci tonliyi 2-yo bdlsak alanq:
N/E=3/2, N=(3/2)E. Bu giymati ikinci tenlikde yerine
yazsaq, alarq:

8000 = 60000(1/3)E"*[(3/2)E] ™ ;
Neticeds alariq: E=125/18~7, N=10
MOSOLOLOR
(butlin gostaricilar 1997-ci ile aiddir)

1. Zavod bir ayda 10 min. rubllug mahsul
verir va onun asas fonduda 10 min. rubl
deayerindadir. igtisadgilar hesablayiblar ki, mahsul
buraxihigini 1 min. rubl artirmaq tgun, 3 min. rublluq
avadanlig almaq Ilazimdir. Burada paradoks
yoxdurmu? Bger fahlalerin sayr 1000 nafar olarsa
istehsal funksiyasini tapin (burada nazarda tutulur
ki, bu funksiya Kobba-Duglas funksiyasidir ve
a+p=1).

2. Fermer tasarrufatinin asas fondlari 10 min.
dayarindaedir. Onun (iscisi—fermer) ailasinin
uzvuleri var. Galiri artirmaq ugun fermer

tosarrifata 6z emisi oglunu davat edir ve gorlr ki,
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galir 8% artdi va 13 miIn. manat oldu. Kobba-
Duglas funksiyasinin ifadasini yazin (hesab edin ki,
a+f=1).

3. Biznesmen boyuk olmayan avtonaqliyyat
muassisasi acmagi ve ohaliya xidmat etmayi
gorara alir. Statistika ile tanis olarkan, o, gorur ki,
gundalik gslir avtomobillarin A sayindan va iggilarin
n sayindan asili y=90000. 4">N"* dUsturu ile ifads
olunur. Gundslik xarclarin migdar bir masin ugun
40000 rubldur , gundslik amak haqqr 10000
rubldur. Avtomobillerin va fahlalarin optimal sayini
tapin.

4. Biznesmen pive bari agmaq istayir.
Forz edak ki, gelir y stollarin M sayindan ve
ofisiantlarin F sayindan asili olaraq y=20000 :

M FY*dUsturu ile ifade edilir. Bir stolun xarci 5000

rubldur, ofisiantin amek haqqi 10000 rubldur.

Stollarin optimal sayini tapin.

9.3. igtisadiyyatda ¢oxkriteriyal
optimizasiya masalalori

205



1. Coxkriteriyali optimallagsdirma masalasi an-
layigi. Adi (bir kriteriyall) optimallasdirma masalesi bels ifa-
ds edilir: z= f(x) funksiyasina ekstremum (masalon, mak-

ismum) veran X € D noqtesini tapin. Burada D — mumkun
hallar oblasiidir, f(x) - gabul edilan X hallinden asili olaraq,

yegana optimalliq kriteriyasi arasindaki asililigi ifade edir.
Qarar gebul edan saxsin rolu D — oblastini muayyanlasdiren
sortlorin verilmasi ve f(x) maqgsad funksiyasinin tesvirin-

dan ibaratdir. Coxkriteriyali optimallasdirma masalalarinde
sorait basqa cur olur — bir ne¢ga maqgsad funksiyalar olur
z, = (X)), .z, = f,,(X), bu funksiyalar mumkun haller

coxlugunun muxtalif négtalerinde 6z makismal giymatlarini
ala bilsrler. Bu halda gerar gebul edan saxs nainki D
mumkuin haller goxugunu tasvir etmalidir, magsad funksi-
yalarini vermalidir, heam da son gararin prinsipini gostarma-
lidir.

Bu sababdan da goxkriteriyali masalalarin hallinde
subyektiv faktorun rolu, bilik va intuisiyanin rolu, bir krite-
riyall maesalalere muiqayisads xeyli artir.

Misal 1. |Iki nov mahsul buraxmaqg ugun U¢ nov
resursdan istifade olunur. Xarc normasi giymat matrisi A,
resurslarinehtiyat matrisi B malumdur:

1 2 20
A=|1 1], 0=(, 1, 4), P=(17, 12), B=|15|.
301 39

©ger X vahid mahsulun istehsali planlasdirilirsa,
onda lazim olan resurslarin migdan QAX, nazards tutulan
galir PX olar ve onda manfast W = PX —QAX olar. Galirin
ve manfoesatin eyni zamanda maksimum olmasini arzu
etmak olar. Bu halda iki magsad funksiyall masals alanq:
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PX — max,

(P-0A4)X — max,
AX<B, x=>0

vo yaxud agiq sakilde
z, =17x, +12x,

— max,

z, =5x, +5x, = max,

x, +2x, <20,
x, +x, <15,
3x, +x,<39

X;,x, 20

Mumkuin ¢oxlugu grafiki tasvir edak.
Sakilden gorunduyu kimi OABCD begbucaqglisini

alarq. (Yada salaq ki,

xotti funksiya mumkun
coxlugun kinc) néqtelarinin
birinde ekstremumu alir

bdlma 3.1 b. 2). Demali,

her iki funksiya maksimumlarini

X2 4

A

A

A, B, C, D (sakil 1) néqgtalerinin
birinda alir.

Asagidaki cadvali diizeldak.

Sokil 1.

X

. 4

Tapa

noqgtaleri A(0,70)

B(10,5)

C(12,3)

D(13,0)

Zy

funksiyasi 120

230

240

221

Z;

fnuksiyasi 50 55

51

39

Cadvaldan gorunduyu kimi maksimal giymet z,=240
ve ona uygun optimal hall C(712,3) —dir; maksimal giymat
Z»,=55 va ona uygun optimal hall B(10,5) —dir.
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©n yaxsl hallin secilmasi garar gabul edan goaxsin
son geararindan asihdir.

2. Paretoya gora optimalliq. Bu anlayis bitun iqgti-
sadi nazariyyada an vacib anlayislardan biridir. Bununla
bele burada saglam fikirden alave heg¢ na yoxdur. z,...,zy -
m kriteriyali D mUmkin c¢oxlugu c¢ox kriteriyall masalaya
baxmagi davam etdirak.

Ustiinliik prinsipi. Tutaq ki, X,Y iki mUmkun halldir,
onda bitin i=1,2,..,m Ugiin Z,(X)>Z,(Y) olarsa ve ele k
tapmaq mimkiin olsa ki, Z,(X)>Z,(Y) olsun deyirler ki,
X Y -ogore ustundur.

©ger X Y- dan Ustundurss, onda heg bir halda Y

an yaxsl hall ola bilmaz.

T halli yalniz o zaman Ustlin olmayan hall adlanir ki,
T — don Ustun olan X halli olmasin. Demali, an yaxsi halli
ustun olmayanlarin igarisinden axtarmagq lazimdir.

Terif. Ustiin olmayan haller coxlugu Pareto ¢oxlugu
vo Yyaxud Paretoya gbre optimallq g¢oxlugu adlanir.
Belolikla, gox kriteriyali optimal maselada an yaxsi halli
Pareto coxlugunda axtarmagq lazimdir.

Misal 2. OXY mistavisinde har hansi D g¢oxluguna
baxaq. Bu coxlug oyun coxlugu adlanir. Iki oyungu oyun
oynayirlar. Oyunun manasi ondan ibaratdir ki, onlar birlikde
(X,Y)- ciit edadlerini géstarirler.

Oger bu néqgte D coxluguna
duserse, birinci oyungu x,

N . P
ikinci oyungu y miqdarinda

pul udur. Sonra névbati partiya

oynanilir va s. Har bir oyungu

¢ox udmagq istayir, bunun -

ucun onlar qargihgh harakat
etmali, birlikde oynamali, 6z Sakil 2.
harakatlorini fikirlesmalidirler.
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Tam aydindir ki, ager x'>x,y'>y va x'>x Vo ya
y'>y olarsa, onda (x',y') ndqtesi (x,y) néqtesinden Gstiin
olar. Demali, sakil 2-den gorinduyu kimi D g¢oxlugu Ugun
Ustliin olmayan néqtelar coxlugu ve ya Pareto coxlugu CPE
siniq xattidir.

3. Miibadile modeli, giymatlor. insanlar 6z seylerini
basga seylera dayismek umidi ilo bazara gslirlar. Bu ta-
mamile tebii bazardir, burada pul islemir (glclu infilyasiya
olduqgda, muharibs zamani bele bazarlar bir middat faa-
liyyoet gOstera bilarlar). Hami bazari gazir ve baxirlar ki, nayi
na ila dayissinler. Asanligla goérmak olar ki, bels deyismaler
har iki taraf Gg¢lin ¢ox faydali ola bilar. Klassik misal olaraq,
gostarmak olar ki, agar uzagi ve yaxini yaxsli gérmayan iki
nafarin ¢gesmakleri dayisikdirsa, onda onlarin 6z ¢esmak-
larini dayismalari her ikisi Ugun na qader faydali olmasidir.
Bu Usulla onlarin har biri 6z Ug¢ln ¢ox giymaetli sey alde
edirlor. Qeyd edak ki, insanlar avval baxirlar, bir-birleri ilo
dayismanin sertlerini razilasdinrlar ve halalik bir sey
dayismaden informasiya mubadilesi gedir, mubadila sartlori
vaxtasiri dayisir. Saat 17.00-da hami 6z segimini muay-
yonlasgdirir, mubadils sertlori sabitlesir ve insanlar 06z
seylarini dayisib, dadilirlar. Xlsusi qeyd edak ki, har kes 6z
mubadilasini 6zunun ustunluk verdiyi alamatlor sistemina
gbra aparri. Bu alametler sistemi ve ya istirakgilarn
faydalilg funksiyalarn optimalliq kriteriyalarint musyyan-
lasdirir. Tutaq ki, u;-i —ci igtirak¢inin faydaliliq funksiyasidir.
n- kriteriyall optimallasdirma masalesi aling ki, buna da
Pareto optimalliq anlayigi tetbiq oluna biler. Aydindir ki, bu
kriteriyalara gore axirinci paylanma Paretoya gore optimal
olacaq. Bundan basqa heg bir igtirak¢i Ugun bu paylanma
baslangicdan pis ola bilmaz (bele ki, mibadile har tarafin
razihdi ilo hayata kegcirilir). Bu seraiti tahlil edan riyaziy-
yatcilar isbat edirlar ki, informasiya mubadilesi zamani
amtoalar arasinda muayyan proporsiyalar yaranir ki, bu da
aslinde amtealarin giymatlaridir.
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Umumi hala baxmadan, iki istirak¢inin iki emtes
dayismasi prosesi ilo kifayatlanacayik.

4. Edjvort yesiyi. Tutaq ki, », i—ci igtirakginin fay-
dalliqg funksiyasidir. w; — ila har iki istirakgida olan i— ci
amtoeanin miqdarini isare edek. Farz edak ki, X =(x,,x,) —
birincinin mdulkiyyatidir, onda galan emtssler (w-x) ikin-
cininki olar. X°=(xf’,x§) — la birinci istirakginin baslangic
mulkiyyatini isare edak, onda W —X° ikincinin baslangic
mulkiyyati olar. Umumiyyatle, istirakgilarin sayr cemi iki
oldugundan, kifayatdir ki, birinci olan amtasleri géstarmak,
galanlar ikincids olacaq.

Bger butun bu malumatlan OX,X, koordinat siste-
mina koglrsak, onda Edjvort yesiyi alinar. ixtiyari (xl,xz)
noqtesi emtaslerin paylanmasina uygun olar: birincide na
geder varsa, qalanlari (w, —x,,w, —x,) -ikincidedir. Tam ayri

xotlar birincinin etinasizliq ayrisidir, qing xatlerla ikincinin
etinasizliq xatlari gosterilib.
EmxBopT Hiemmuiin amapbl1akbl Cyana baBad BepMsIiis HMKaH
Hapaaplp: WIK BEPUISHIISIPS DI0pPsl COH NaljlaHMa Hebsl 0J1ap
(OUTIIH MIIMKITH MIIOATUIISIISTH COHpa)?

A va B noqgtalarine baxdigda, goruruk ki, B nogtasi
A —dan ustin moévqedadir, bele ki, u (B)>u(4) ve
u,(B)>u,(4). Aydindir ki, ager istirakgilarin veziyyeti 4
nogtesidirse, onda onlar havesle B noqtesina kegirlor —
bunun dgln birinci ikinciye a, —b, vahid 2-ci emtes verir
avezinda b, —a, vahid birinci amtas alir.

x4 wWw,, w,)

210 Ki\Z T ‘;




Belalikla, ogar istirakcilarin baslangic vaziyysti 4
ndqtasidirse, onda bu ndqte son veaziyyat ola bilmez—naze-
riyyaden malumdur ki, son paylanma Paretoya gora mutlaq
optimal olmaldir. Edjvort yesiyinde olan noqgtenin Paretoya
gOre optimal oldugunu neca bilmak olar?

ixtiyari C noqtesine baxaq. Tutaq ki,

K(C)={K :u,(K)2u,(C)} vo 177 (C)=1{K :u,(K)>u,(C)}

Vy(C)=1{K 1u,(K)2 1, (C)y vo 1, (C)={K :u,(K)>u,(C)}
Asagidakilar askardir.

Teklif 1. C noqtesi Paretoya gors yalniz ve yalniz o
zaman optimal olar ki, 7 (C)nV,(C), V;(C)m VI(C) COX-
luglarinin her ikisi bos goxluq olsun.

Oger faydaliliq funksiyalan «yaxsi» funksiyalardirsa,
masalan diferensiallanandirlarsa, onda asagidaki taklif dog-
rudur.

Toklif 2. C ndqtasi Paretoya gére o zaman optimal
olar ki, igtirakgilarin bu nogtede ¢akilon etinasizliq ayrileri
Umumi toxunana malik olsunlar.

Bu taklifleri isbat etmayacayik.

Misal 4. Tutaq ki, istirakgilar eyni faydaliiq funksi-

yalarina malikdirler u, :u2(x1,x2):x1x2.Pareto coxlugunu
tapaq. Son paylanmani nece tapmali?

Istirakgilanin etinasizliq syrilerinin (7 =(a,b) néqte-
sinda ¢akilon) Umumi toxunani olmasi Ugun zeruri va kafidir
ki, bu ayrilerin normal vektorlari kollinear olsunlar.
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o(x,x,)=C @yrisinin normal vektoru (a_w a—(”j

ox,  ox,
vektorudur.
Birincinin (a, b) ndqtesinden kegon etinasizliq ayrisi
x,x, =C, olar, burada C, =ab ikincinin hamin nogtedan
kegen etinasizliq ayrisi (w, —x,)(w, —x,)=C, olar, burada
(w1 —x,)(w, —x2)= C,.
Birincinin normal vektoru (x,,x,) olar, yeni (b,a) ikin-
cininki, ise- (— (w, —x,),—(w, — x,)),yani (= (w, —b),~(w, —a)).
b (Wz _b)

Belalikle vektorlar kollinear oldugundan, = = )
a (w—a)

Buradan 2=&, yoni Paretoya gora butin optimal noqts-
a w
lor kooridinat baglangicini W = (w,,w,) (bax.sekil 3) ndgtesi
ilo birlesdiren duz xstt parcasi Uzsrindedir. Bu da o
demakdir ki, X *- baslangic paylanmadirsa, son paylanma
umumiyyetle desak yegana deyildir. Son paylanma goxlugu
bels tapllir: baglangic vaziyyat olan X — dan igtirakgilann £,
ve k, etinasizliq ayrilerini ¢akarak, kk, «linzasin» alirg. Bu

linzanin OW pargasli ile kasismasi butin mimkdn son
paylanma coxlugudur.

gooooogon

Cox kriteriyall, bir neca fi,-.., f,, magsad funksiyall
optimallagdirma masalalrinde bele harakat edirlor: Yeni
kriteriye yardirlar f =c, f, +...+¢c, f, - burada C,- goki em-

sallari adlanan ve ya sadace ¢okilor adlanan adadlardir
(8ger magsad funksiyalarinin hamisinin  maksimumunu
tapmaq teleb olunursa, onda C,-ler musbatdir). Masalen,

ager f,—i—ci buraxilisin hacmidirse, onda C, -satis qiy-
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matleri kimi gotirile biler ve o zaman f - blitlin buraxilisin
dayeri olar. ki magsad funksiyali XP masalasina baxaq:
X, —> max,
X, —> max,
x, +3x, <18,
x, +x, <8,
X,x, 20
Satis giymetlerini C, va C, ile igare edarok, iki

kriteriyani biri ile avez edak — butin buraxilisin giymsati ile
Cx, + C,x,. Optimal buraxiigin nece dayigsmesini ve onun

giymaetinin C, va C, asili olaraq deyismasini izlayin.
2. ki oyungu oynayirlar. Pareto gore optimal ¢ox-
lugu tapin. Oyun coxlugu sakil 4-de gosterilmisdir.

Sokil 4.

3. Asagidaki siyalan cutlukleri Ggun
Edjvort yesiyini tadqiq edin:
a) u, = uz(xl,xz)z min{x1,2x2 };
6) u, =u,(x,x,)=2x +3x,;

12772

) u,(x,x,)=min{x,,2x,}; u(x,x)=2x +3x,

Movzu 10.
_QEYRi-MUGYYGN VO MUSBYYSN
INTEQRAL
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10.1. Qeyri-muayyan inteqgral ve onun xassalori

integral-riyaziyyatin en miihiim anlayislarindan biri-
dir. Bu anlayis elmin, texnikanin, igtisadiyyatin butiin saha-
larinde genis tatbiq edilir. Dunyagorusli eshemiyyata malik-
dir. ©vvalce ona temiz riyazi noqgteyi-nazarindan baxaqg.

1. Diferensiallama va inteqrallama—qarsiliql tors -
amoallardir. Malum oldugu kimi diferensiallama Umu-
miyyatle desak, verilmis ixtiyari funksiyanin téramasinin
tapilmasina deyilir. Burada toramanin aydin mexaniki ma-
nasl var—eger S(¢) gedilen yolun zamandan asiliigidirsa,
onda S'(t) téremasi ¢ aninda ani siiret, S"(¢)téremasi ve ya
ikinci torama isa ¢ anindaki tacildir.

Ters masaleni de goymagq olar: ager alt) tacilin za-
mandan asiliigi melumdursa, ¢ aninda slrati nece tapmali?
Vo yaxud haer bir zaman aninda suret malumdursa,gedilan
yolu nece tapmali. Daqiq riyazi noqgteyi nezardan bu tip
masalalar sinifi beledir: f(x) funksiyasi malumdur, tdremasi
bu funksiyaya beraber olan F(x) funksiyasini nece tap-
mali?

Torif. ©ger F(x)- f(x)=F'(x) olarsa F(x) funksiyas
f(x) funksiyasinin ibtidai funksiyasi ve yaxud inteqrali
adlanir.

Verilmis Umumiyystle desek ixtiyari funksiyanin
ibtidai funksiyasinin tapilmasina inteqrallama (bu masals ile
alagedar kompleks masalalera — inteqral hesabi) deyilir.
Gorduyumaz kimi bu masals diferensiallamanin tarsidir.

Duz mesala: Tors masale:
diferensiallama inteqrallama
f(x)= f'(x) fx)=F'(x)—> F(x)
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Beloliklo, agar F'(x)= f(x) olarsa, onda f(x), F(x)
funksiyasinin téremesidir, F(x) ise f(x) funksiyasinin
ibtidai ~ funksiyasidir.  Lakin ~ F(x)-le  beraber  f(x)
funksiyasinin ibtidai funksiyasi ixtiyari F(x)+c, burada c -
sabitdir funksiyasi da olacag, bele ki (F(x)+c¢) = F'(x)= f(x).

Isbat etmak olar ki, f(x) funksiyasinin bitun ibtidai
funksiyalari bununla qurtarir, yani f(x) funksiyasinin ixtiyari
ibtidai funksiyasi F(x)+c sokilindedir, burada F(x)—har
hansi ibtidai funksiyadir. Demali, f(x) funksiyasinin bitlin

ibtidai funksiyalarini tapmaq Ugun, bir ibtidai funksiyanin
tapiimasi kifayeatdir, galanlari butin mimkun sabitleri slave
etmekle alinar. Belslikle, F(x)+c ifadesi (burada c-ixtiyari

sabitdir, F(x) iss f(x) funksiyasinin hsr hansi ibtidai
funksiyasidir) téremesi f(x) olan funksiyalarin Gmumi
ifadesidir. Bu ifade f(x) funksiyanin geyri-miiayyan inteq-
rali adlanir ve If(x)dx ilo isara edilir; f(x)dx hasili
integralalti ifade , f(x) ise inteqralalti funksiya adlanir.

Misal 1. (x3) =3x> oldugundan, j3x2dx =X +c;
(Sin2x), =2Cos2x oldugundan I2C0s2xdx =0,58in2x +c;
J.exdx =e' +c

Bir daha qgeyd edak: geyri-musayyan inteqralin teri-
finden bilavasite c¢ixir ki, onun téremasi inteqral alti
funksiyaya barabardir, yani

(1 ) = 1(x) (1)

Bger F(x) funksiyasi f(x)-in ibtidai funksiyasidirsa,
onda dF(x)= f(x)dx ve alanq ki, dq f(x)dx)= f(x)dx. Dager
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terefden [dF(x)= F(x)+c oldugundan deye bilerik ki, «d »
Vo «j' » igarelari ardicil yazilarsa, onda bir-birini yox edir.

Misal 2. inteqgral isarsinden istifade ederok yaza
bilerik ki,  S(r)= jv(t)dt vo ()= Ja(t)dt . Duzxatli
berabersiretli herakati tehlil edak. Masalon, agirliq
quvvasinin tesiri ile tutaq ki, a(t)=Const=g. Onda
W(t)= gt +c olar, burada c ixtiyari sabitdir. Sirati toyin et-

mak ugun halalik veriloenlar kifayat deyil. Bu fiziki manadan
da aydindir. v - nin har hansi giymatini fiksa etmak Ugln
har hansi anda sirati bilmek lazimdir. Tutaq ki, v(z,)=v,

onda (t)=v, =gt, +c. Belaliklo, c¢=v,-gz, vo alinq ki,
suretin zamandan asililiq ganunu belo olar:

W(e)=gle—1,)+v, - S(t)zjv(t)dt=j(g(t—t0)+v0)dt=g(t;t(’)z+v0t+c

Tutaq Ki, S(to)zSo, onda c=S,-v, vo naticeds

na: ()= )es,

v,,S,- diymatlerini serti olaraq surstin baslangic
qiymati ve ¢, aninda yolun qiymati adlandirirlar.

Misal 3. 2x funksiyasinin x=2 olduqda 4-o berabar
olan ibtidai funksiyasini tapin.

jzxdx =x*+c¢ oldugundan, 2> +c=4 qobul edib,

alanqg ki, ¢=0. Demali axtarilan ibtidai funksiya x’— na
baraberdir. Adeten ibtidai funksiya anlayisini daqiqloes-
dirirler, bels ki, deyirler ki, F(x)- funksiyasi f(x)-in [a,b]
parcasinda (intervalda ve s.) ibtidai funksiyasidir, ager bu
parcanin ixtiyari noqtssinds (uclarda sohbat bir terofli
téremalerden geds biler) F'(x)= f(x) olarsa.
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2. integralin handasi anlami

[a,b] pargasinda kesilmaz, yalniz manfi olmayan qiy-
matler alan y = f(x) funksiyasina baxaq. f(x) ayrisi ilo, iki
saquli x=a ve x=b diz xattlari ile, [a,s] pargasi ils, OX oxu
ilo mahdudlasan ABCD fiquruna baxaq (sokil 1.)
Bu fiqur ayrixetli trapesdir ADNM — dayigan fiqurun
sahasinin davranigini 6yrenak. Bu fiqur x=a ve [a,b]
parcasinda goturilmuas

A

ixtiyari x noqgtasinden y

D
qgaldinimis saquli diiz xattle f cl”
mahdudlasib. x dayisdikda

bu saha do dayisar,

yani bu saha x —in A M B

v

funksiyasidir;bu funksiyani a X X
P(x) — la isaroe edak. Sakil 1.

P(x) funksiyasinin toremasini tapaqg.

Umumi qayda ile x — @ misyyen Ax artimi verok;
onda P sahasi do AP artimini alar.

Tutag ki, m vo M f(x) funksiyasinin [x,x+ Ax]

pargasinda uygun olaraq an Kigik va an boyuk giymatleridir,
onda m-A<P<M-Ax olar. Buradan alanq ki,

mgixPsM Ax—0 - da f(x) kesilmazliyine gére m ve M,

f(x)-o yaxinlagar, onda 22 _, 1(;). Belslikls,
Av

P9)= lim = = £(2).
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Axirinci barabarlik Nyuton-Leybnis teoremi adlanan
maghur teoremin dogrulugunu goésterir: deyisen Px)
sahasinin x— a gora tdramasi y = f(x) ordinatina barabardir.
Basqga s6zle desek Ax) deyisen sahasi f(x) funksiyasinin

ibtidai funksiyasidir. Diger ibtidai funksiyalardan onun farqi
Pla)=0 olmasindadir. Istenilon basga F(x) ibtidai funksiya

P(x) — dan yalniz sabitle forglenir. Belaliklo, ABCD ayrixatli
trapesinin sahesi P(b)=P(b)-P(a)=(F (b)+c)-(F(a)+c)=
=F(b)-F(a) burada F(x) funksiyasi f(x)-in istenilon ibtidai
funksiyasidir.

Misal 4. y=x’ parabolasi , OX oxu ve absisi x olan

saquli xetle mahdudlanmis y 4
fiqurun P(x) sahesini tapaq. )
x 2 — funksiyasinin ibtidai iy,
funksiyasi x* oldugundan
3 >
axtarilan saha Sekil 2. *

3

P(x)= X o= X' olar (bax.sakil 2)

3 3

Bir daha tekrar edak: [a,b] parcasinda verilmis,
kesilmez f(x) funksiyas! iigiin tamamils diizgiin olarag
basa distiimalidir ki, ibtidai funksiya olaraq deyisen P(x)
ayrixatli trapesin sahasi goéturtle biler (sekil 1). Integralin

daha bir handasi anlami beladir: malumdur ki, tdremanin
giymati toxunanin meyl bucaginin tangensidir. Ona goéra do

f(x) funksiyasi tgtin ibtidai funksiyanin tapiimasi els F(x)
funksiyasinin tapilmasi demakdir ki, onun qrafikine x -
ndqtasinda toxunan bucaq amsali f(x) olsun.
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3. Osas inteqgrallarin cadvali. Diferensial hesabinin
har bir diisturu tesdiq edir ki, har hansi F(x) funksiyasi tigiin

onun téremasi f(x)—dir. Bu dusturlar ham da integral he-
sabinin asas dusturlarini yazmaga esas verir:

If(x)dx = F(x)+c

Diferensiallamanin asagidaki dusturlanini  gotirek
(b6lma 5.1. b.3):

’ ’

he'=0, 4)(ex) =e'; 7)(Sinx) = Cosx;
' - ’ ) (C —_Si :
2)(xa) =ax”";  5)(Inx) :%; )E OS;’C) lmx
' 9)(1gx) =——;
3)(ax) =a"Ina; 6)(10 x)' 1 )egx Cos’x
8.X) = (xIna)  10)(Crgx) =———:

m x

Bunlardan istifade edsroek, asagidaki inteqrallama
dusturlanni alanq:

1
1)IO-dx:c; (a#-1) 6).[—dx:10gax-lna+c;
X
a+l
2) Jx“dx: T ey 7) Icosxdx:sinx+c;
a+l
3) _[a"dx: a . 8) ISznxdxz—cosx+c;
Ina 1
4) Jexdxzex +c; 9) J.mdx =1gx+c;
1
5) I;dlen\x\+c;. 10) jsinlzxdx=—ctgx+c

Bu dusturlara tez-tez teleb olunan dord dusturu da
alave edak:
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ll)j(%):arangFC; 13)I x = arcsinx + ¢;
(l+x)

1-x
12) jﬁf%):(;jln(l_x)

+c; 14)I d —1n‘x+\/x2+1
Misal 5. a) j\/;dx:jxgdx (2) disturunu tetbiq

+c.

Vxi+1 -

3 3
edarak (?)-ﬁ te= @sz +c alang, b) je”dx = Gje“ +c
2

4. inteqrallamanin sada qaydalari

1. oger k-sabitdirsa Vo k+#0, onda
jkf(x)dxzkj'f(x)dx. Dogrudan da, diferensiallama gayda-

sina asasan sag terafin téromasi qkf(x)dx) = kf(x) olar ki,

bunu da isbat etmak taleb olunurdu. Belslikle, sabit vurugu
integral isarasi xaracina gixartmagq olar.

2. J.(f(x)i gl(x))dx = J.f(x)dx + J.g(x)dx yena do sag
torafm diferensiallayaraq sol terafdaki inteqralalti funksiyani
alanq ki, bunu da isbat etmak lazim idi. Belslikla, cemin
(ferqin) qgeyri-muayyen inteqrali bu funksiyalarin inteqral-
larinin cemina (ferqgina) barabaerdir.

3. oger jf(x)dx = F(x)+c olarsa, onda

If(ax+b)dx=(%)F(ax+b)+c. Dogrudan da, F'(x)=7(x)

!

oldugundan ((ljF(ax+b)+ c] =F'(ax+b)=f(ax+b) olar ki,
a

bunu da isbat etmak talaeb olunurdu.

XuUsusi halda a=1 ve ya »=0 olduqda alariq:

If(x+b)dx:F(x+b)+c, J‘f(ax)dxz(éjF(ax)+c
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Misal 4. Qeyd etdiyimiz gaydalardan istifads edarak,
asagidaki inteqgrallari hesablayaq;:

01)"’(6362 —3x+ S)dx = j6x2dx—I3xdx+Ide =2x’ —(%j)f +5x+c¢;

b) jsin2 xdx = j(l—cos2xjdx =£—(l)sin2x+c;
2 2 \4

V) I(l—x)(2+x)dxzj.(Q—x—xz)dx=2x—§—§+c;

o (£ o= e <2} w245 ve

5. Dayisani avaz olunmasi ila inteqrallama. Bu
Usulun asasini asagidaki geyd taskil edir.

Qeyd: Bger [ g(t)dt = G(¢)+c, olarsa onda

[ (p(z)p'(2))dz = G(p(z))+e, (2)
olar.

Dogrudan da bu bilavasite diferensiallama gayda-
sinda alnir;

G(p)+e) =¢(p(): pE)=glp(2))- p(e)
Tutaq ki, J'f(z)dz inteqralini hesablamaq telab

olunur. ©gar muimkundursa, yeni dayisen olaraq z -dan asili
t=p(z) funksiyasini ele segok ki, integralalti funksiya
asagidaki gekil alsin: f(z)dz = g(p(z))- p'(z)dz , burada g()
integrallama Ugun daha alverigli funksiyadir. Yuxarida
dediyimiz kimi kifayatdir ki, Ig(t)dt:G(t)+c integralini
tapaq ve t:p(z) avezlamasi vasitasilo axtarilan inteqgrali
ala bilerik. Adsten sade sekilde [ f(z)dz=[g(¢)dt kimi
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yazirlar ve nazere alirlar ki, t -den asili funksiyada sag
torafda goOsterilon svazlama aparilib.

Measalan, jsinzz-cos zdz integralini hesablayaq.
d(sinz)=coszdz oldugundan ¢=sinz avezlemasini aparsaq

3 =3
alariq: J.tzdt:%-i-c: Sm3 z

+cC.

6. Hisso-hissa integrallama. Tutaq ki,
u=f(x), v=g(x), x - den asili funksiyalardir ve kasilmez

toromaeleri var: u=f'(x) ve v=g'(x). Onda hasilin
diferensiallama qaydasina gére d(uv)=udv +vdu ve
yaxud udv =d(uv)-vdu; [d(uv)=uv. oldugundan naticeds
alanq:

[udv =uv—[vdu (3)

Bu dustur hisse-hissa inteqrallama qaydasini ifade
edir.

Tutaq ki, masalen, jx~cosxdx inteqralini hesab-

lamagq lazimdir. u=x, cosxdx=d(sinx) gebul etsek, alariq
Ki, du =dx, v=sinx. (3) dusturundan istifads edak:

jx-cosxdx :xsinx—J‘sinxdx:xsinx+cosx+c

Axirda qeyd edak ki, muxtalif funksiyalari inteqgral-
lamaq ugln ¢ox sayda dusturlar, integrallama gaydalari,
genis cadvallar va s. mumkundur ki, bunlardan da yeri gel-
dikds istifade edacayik.

MOSSOLSLOR
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Sade inteqgral dusturlarindan istifade ederek
asagidakilar tapin.

1. [(2x+1fdx (evvelce méterizeni kvadrata yiik-

saldin),

2. [(2-x*) ax (analoji qayda ils),
3. f(“xz)dx (avvalce hadbahad bdlun),
X

4[> “dx (bele cevirme aparin:

1+x7)

¥ (2 e1-1) 1

(v (=) {2

5. I X dx (4-cii misala analoji olaraq),

Vo S.),

6. j(x +3)1dx (4-cl misala analoji olaraq),
2

7. I(l +sin x — cos x)dx

8 J’x+a j2x 3)10dx '[(2+d§x2); '[(2—d§x2)'

9. Dayiseni avaz ederak asagidaki inteqrallari tapin:

J.lnxdx; jx-e‘xdx; J.x-cosxdx; J.arcsin xdx.

10.2. Miayyan inteqgral ve onun xassalari

1. Oyrixatli trapesin sahasi. Oyrixatli trapesin saha-
sinin tapilmasi masaelasine qayidaq (bax. bdlma 10.1 p.2).
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Tutaq ki, [4,] par¢asinda menfi olmayan y = f(x)
funksiyasi toyin olunmusdur. 1 (x) —oyrisi, iki saquli x=a
ve x=b duz xatleri, [4,p] par¢asi ile mehdudlagsan ABCD
fiquruna, yoni ayrixatli trapesa baxagq.

Trapesin AB oturacagini a =x, <x, <...<x, =b noqtaleri

vasitesila hissalare bdlek ve bdlgu nogtelarindan saquli duz

xatlor cokak. R

Naticeds trapes bir

neco hissalera bdllnar. /o C \

Har bir hisseni-zolagi oturacagi D

ve handurliyd eyni olan

duzblUcaql ile evez edak. B >
Diizbucaglinin hiindirliiyi a x X boox
olaraq muayyaenlik Ggun Sakil 1.

zolagin an sol terafini goturak (sakil 1). Bu halda ayrixatli
trapes duzbucaqglilardan ibarst pillavari fiqurla evaz olunar.
Onda har bir zolagin sahasi, onu avez edan diizbucaglinin
sahasina taqriban berabar olar ve ayrixatli trapesin sahasi
ise bu dluzbucaglilardan ibaret pillavari fiqurun sahalarinin
camina barabar olar.

i—ci dizbucaglinin oturacagi Ax, = x_ —x, olar, onda
onun sahasi f(x,- )Axl_—e brabar olar, bu halda batin pillavari

n-1

fiqurun sahssi " f(x )Ax — @ barabar olar. Demali, ayrixatli

trapesin sahasi taqribi olaraq if(xi)Axi barabardir.

Ax, — 0— da bu berabarliyin xatasi da sifira yaxinlasar ve
onda alanq:
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n—1

S=limY f(x)Ax, (1)

ABCD oyrixatli trapesin sahasi (1) limitinin varligindan
asilidir. Ele funksiyalar var ki, onlar agin (1) limiti yoxdur.
Bu halda deyirlar ki, ABCD trapesinin sahasi yoxdur.

2. Miayyen inteqralin tarifi. Tutaq ki, y = f(x) funk-

siyasl har hansi [a,b] pargasinda verilmigdir. Pargani bir

nece  noqtelerloe  hissalera  bdlek. Bu  noqgtsleri
a=x,<x <..<x,=>b ilo igare edak. Ax, =x,, —x, farglerinin

an boylylinl A ile isare edsk. Her bir [x,x,,] parcasinda
ixtiyari & nOqtesi segek ve bels cem duzeldek:

n—1
o= Zf(é)sz
i=0
©ger har bir £¢>0 Ugln ele 6 >0 tapmag mumkun
olsa ki, 1<¢§ oldugda |S-o|<e olsun, onda deyirler ki,
A—0-da o ceminin S limiti var ve belos isara edirler:

S=limo
A—0

Terif. ©ger 41 —»0-da o ceminin S limiti varsa, bu
limite f(x) funksiyasinin [a,b] parcasindaki mdiayyan

b
inteqrali deyilir ve J' f(x)dx ilo isare edilir. f(x) funksiyasi

ise [a,b] parcasinda inteqrallanan adlanir.

a vo b eadadleri uygun olaraq inteqgralin asagr ve
yuxar serhadi adlanir. Fikse edilmis sarhadlarde musyyan
integral sabit adaddir. Musayyen inteqralin bu terifi Rimana
maxsusdur, buna goére da buna Riman inteqrali da deyirler.
Muaayyan inteqralin basqga teriflori da var, lakin onlar biza
lazim olmayacaq. Muayyan inteqralin tesvir olunan teri-
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finden onun teqribi hesablanmasinda istifade olunur. int-
eqgrallama pargasini her hansi h addimi ile kegirlor va

b
> f(&)r  cemini tapirlar. Bu ise jf(x)dx inteqralinin tag-

ribi giymatidir. Daha daqiq giymet almaq tG¢in A addimini
azaltmaq lazimdir.

3. Muayyan inteqralin xassalari. Bu xassalarin be-
zilerini isbatsiz gabul edacayik.

1. Inteqgrallama parcasinda integrallanan funksiya-
nin mahdudlugu zaruridir.

Isbat. Tutaq ki, f(x) funksiyasi mahdud deyildir.
Onda, [x,x,] hisseleri ne qader kegik olsa da bu
hisselerin birinde masalen, [x,,x,,] - de funksiya qeyri —

mahdud olar. Demali, bu pargada f(& )Ax, ifadasi & -nin

1

secilmasindan asil olaraq istenilen gader boyuk giymat ala
biler va o — da sonlu limit ala bilmaz.

2. ©ger f(x) funksiyasi [a,b] pargasinda kesilmez

b
olarsa, onda bu funksiya integrallanandir, yoni If(x)dx var.

a

3. ©ger her iki f ve g funksiyalar [a,b] parcasinda

integrallanandirsa, onda onlarin cemi, fergi ve hasili do
integrallanandir ve bundan alave

[0+ o)kt = | £kt f glekin

4. ©ger pargada mahdud olan funksiya sonlu va ya
hesabi sayda kasilma ndgtalerina malikdirss, onda bu par-
cada funksiya inteqgrallanandir.
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5. Monoton, par¢gada mahdud funksiya hamin par-
cada inteqgrallanandir. Bu ona goradir ki, bele funksiyanin
kasilma ndqtaleri hesabi saydadir.

6. Bger f(x) funksiyasi [a,b] pargasinda inteqral-
lanandirsa, onda hemin funksiya daha kigik parcalarda da
inteqrallanandir. 8gar £(x) [a,c], [c,b] parcalarinda inteq-

rallanandirsa, onda [a,b] parcasinda da inteqrallanandir ve
c b b
[ £ ()b + [ £ (xe)ae = [ f()x

7. Tutaq ki, f(x) funksiyasi [a,b] pargasinda inteq-

b
rallanandir, a<5. Onda; a) eger f(x)> 0 olarsa, [ f(x)dx>0;

b) ager f(x)>0 olarsa, onda jf(x)dx > (), ) integralin ser-

hadlerini dayisdikde onun isaresi dayiser; ¢) ager [a,c]
pargasinda f(x)>0 va [c,b] pargasinda f(x)<0 olarsa,

onda jf(x)dx = jf(x)dx—jf(x]dx olar.

Muayyan inteqralin bir sira xassileri gox tebiidir.

8. ©ger f(x) funksiyasi [4,5] — do integrallanandirsa,
a<b vo m< f(x)< M olarsa, onda

m(b—a)< _Iff(x)dx <M(b—a) olar.

Isbati. Asanligla gdérmak olar ki, [a,b] parcasini Kigik

hissalare nece bdlmakdan asili olmayaraq asagidaki ikigat
barabarsizlik do(gru olacaq

Zf JAx, < M (b—a)

Buradan ise g0Ostarilan barabarsizlik alinir.
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9. Bger f(x) ve g(x) funksiyalari [a,b] pargasinda
integrallanan funksiyalardirsa, «<b ve f(x)<g(x) olarsa,

onda j.f(x)dx < j.g(x)dx

4. Orta qiymat haqqinda teorem. 8gor f(x) funk-

siyasl [a,b] parcasinda inteqrallanandirsa, a<b V8
m < f(x)< M —dirse, onda elo 1 adadi varki m < u<M va

J £k = o a)

Isbati. 8-ci xassaye osasen:
b
m(b—a)< jf(x)dx < M(b-a). Berabarsizliyin bitiln tersflerini

a
b

-If(x)deM

a

1
(b-a)

b b

[ £ (x)dx = 4 qebul etsek alarq: J'f(x)dx = ulb-a)

a

(b - a) —ya bolsak, alariq: m <

=

a>b oldugda isbat bir gadar murakkablagir, onu
gOstarmayacayik.

5. Yuxari searhadi deyisan muayyan inteqral

Bger f(x) funksiyasi [a,b] parcasinda inteqgralla-
nandirsa, onda bu funksiya ixtiyari [,x] parcasinda da
integrallanan olar, burada a« < x <b, yoni ixtiyari bele x Ggun

If(z)dz inteqgrall var; onu P(x)—le isare edak P(x)zjf(t)dt.
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Teorem 1. Bgor f(x) funksiyasi [a,h] pargasinda
inteqrallanandirsa, onda P(x) hamin pargada kasilmaz-
dir.

Isbati. x-o ixtiyari h artimi versek (x+4 [a,b]
parcasindan kenara ¢ixmamagq sarti ila), onda funksiyanin
yeni giymatini alanq:

x+h

ff(f)df=ﬂ-h

8-ci xassaye gore alanq:

x+h

[ f(e)de=y-n, burada u ededi f(x) funksiyasinin

[a,p] pargasindaki an kicik ve an bdyik giymatleri ara-
sindadir. Demali, eger #—0 olarsa, x-h— 0. Bu ise bax-
digimiz x néqtesinde P(x) funksiyasinin kesilmazliyini
gOsterir.

Teorem 2. Oger forz etsak ki, f(x) funksiyasi

d €[a,b] néqtesinda kasilmazdir, onda bu néqtada P(x)
toramasi var va f(d)- ya barabardir.

Isbati: Teorem 1-o ssasen alariq ki, P(d +h)—P(d)=pu-h

Aydindir ki, f(x) funksiyasinin kesilmazliyine gore
h— 0 olduqda du — f(d) olar, belslikla

o (Pld+h)-P(a)
h

h—0

=P(d)=s(d)

Teorem 3. &gar f(x) funksiyasi [a,b] pargasinda
kasilmaz funksiyadirsa, onda bu pargada yuxari ser-
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hadi dayisen inteqral p(x):jf(z)dt, f(x) funksiyasinin

ibtidai funksiyasidir.

Belalikla, kasilmaz funksiya Ucln integral hesabinin
asas masalesinin ibtidai funksiyanin tapiimasinin hemise
halli var.

Qeyd. Ibtidai funksiyasi olmayan funksiyalarda mov-
cuddur. Masalen, «isara (signum)» funksiyasi

-1, x<0
y=S8gnx=<0, x=0
, x>0

Bu funksiya heg bir funksiyanin tdremasi ola bilmaz,
belo ki, toremanin xassesine gora o, butun intervaldaki
giymetleri ala bilir, verilmis funksiya ise, masalon 1/2
giymatini ala bilmir.

6. inteqral hesabinin esas diisturlari. Yuxarida
gostarilen kimi (teorem 3) [4,6] pargasinda kasilmaz f(x)

funksiyasi  Ugun yuxar serhadi dayigsen inteqgral

P(x)zjf(t)dt f(x) funksiyasinin ibtidai funksiyasidir. Tutaq

ki , F(x)-f(x) — in ixtiyari ibtidai funksiyasidir, onda
F(x)= P(x)+c. Sabit c-ni asanligla miisyyan etmak olar,
belo ki, P(a)=0 demsali ¢=F(a) buradan ise

F(x)= F(a)+ [ f(e)ir . Neticads alan:

_[f(z)dt = P(b)- P(a) Ve yaxud f[f(z)dt =F(b)-F(a) (2)
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b
Bu inteqral hesabinin esas dUsturudur. _[ f (t)dl‘

integralinin qgiymati integral alti funksiyanin ixtiyari ibtidai
funksiyasinin x=a ve x =54 qiymatlerindaki fergina bera-
berdir. Bu dustur kasilmaz funksiyanin muayyan inteqralini
hesablamaqg Ug¢un samerali va sadsa vasitadir. Bir ¢ox
funksiyalarin ibtidai funksiyalarini elementar funksiyalar va-
sitasilo ifade etmak mumkindir. Bu hallarda muiayyen
integral bilavasite (2) disturu ile hesablanir. F(b)- F(a)

forgini adatan F(x)|i simvolu ile igare edirler, (2) dusturunu
ise asagidaki sakilda yazirlar:

ff(x)dx=F(x)|’; (3)

Misal 1. integral hesabinin esas diisturunu tetbiq
ederak asagidaki inteqrallari tapin ve uygun ayri-xatli
trapeslori gokin.

a) j%/;dx , b) J-Sinxdx : C)Jf dx
0 0 0

8 8 1 3 4
Halli. a) J'i/}dxzjﬁdx:(—)ﬁ

0 0

b) Isinxdx:(—cosxﬂg =—cosz +cos0=2;
0

e
dx N4 Vs
c) —aretg]” =% _0="
'([1+x2 arcigl,” =3 3
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Qeyd. Bger f(x) funksiyasi [4,5] pargasinda kesil-
maz olarsa, onda teorem 3-o gora onun ibtidai funksiyasi

var. Masalen, bels ibtidai funksiyalardan biri jf(t)dt integ-

raldir.

A A

-~ 1

»
»

8 x T X \/gx

v

Sakil 2.

Zoaruri deyildir ki, bu ve ya diger ibtidai funksiya
elementar funksiyalar vasitasile ifade oluna bilsin. Masalen,
ehtimal nazeriyyesinde ¢ox muhium rol oynayan

79[ =

bu funksiya kesilmazdir. Bu ibtidai funksiyalardan biri,

jetz - funksiyasinin ibtidai funksiyasi var, ¢unki

masalan, q)(x):j(\lﬁjegdt -dir. Bu funksiya ise elementar

o \NV21

funksiyalar vasitesile heg¢ bir Usulla ifade olunmur. Buna
baxmayaraq bu funksiya Laplas funksiyasi kimi ¢ox
mashurdur ve yaxsi Oyrenilib va onun giymatler cadvali var.

7. Muayyen inteqralda dayisanin avaz olunmasi

b
va hissa-hissa inteqrallama lisulu. Tutaq ki, Jf(x)dx

a

integralini hesablamagq teleb olunur, burada f(x) funksiyasi
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[a,b] parcasinda kasilmaz funksiyadir. x=g¢(r) gebul edak
va ¢(r) funksiyasinin asagidaki sertleri 6dadiyini forz edsk:

a) (1) her hansi [g,p] intervalinda teyin olunmus
kasilmaz funksiyadir ve t [, 4] intervalinda dayisdikds [a,5]
intervalindan kanara ¢ixmir;

b) a=gla), b=0(p);
c) [a,ﬂ] intervalinda ¢'(¢) kesilmaz téremasi var.

Onda asagidaki distur dogrudur:

J ek = | ol "

Misal 2. J\/az—xzdx integralini  x=aSint ovez-

lamasinin kémayi ile hesablayaq, burada ¢ =0, g=7x/2

. > ) o\
I a’ —x*dx= JCOS tdt = (a—J(I + Slzztj =
0

0 0

2
ra
4

Hisse-hissa inteqrallamaya geldikds isa qeyri-muay-
yan integrlda hisse-hissa inteqrallama gertlari daxilinda
alarq:

Tudv = uv|z - .b[vdu (5)

a a

Bu dustur muayyen integralda hissa-hissa
inteqrallama dusturunu ifads edir.

MOSSLOLOR
1. Asagidaki integrallari tapin:
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2 1
a) [xdr i b) fliosar i ©) f_
-1 1

4

¢) J.(xz—x)dx; d) J.j;’

0

2. Deayiseni avaz etmokla asagidaki inteqgrallan ta-

pin:
In2
]t b) IVe —1ldx;
1
h boxde .
_([ a’ —x* c) .!‘m,

3. Hissa-hissa inteqrallama Usulu ile asagidaki
inteqrallar tapin:

In2 4 20

a) J‘xefxdx; b) jx-Sinxdx; C) jx2~Cosxdx;

0 0 0

4. Tutaq ki, F(x)zjif(t)dt, £(¢)-kesilmazdir.

integralin handesi anlamindan istifade ederak, isbat
edin ki, F(x) funksiyasi b négtesinde minimuma ve ¢ nég-

tesinde maksimuma malikdir, d ndqtasi ise ayilma ndg-
tasidir (sakil 3). F(x) funksiyasinin qgrafiki [p,q] parcasinda
yuxariya dogru qalxan maili diz xstt, [, w] pargasinda ise
asaglya dogru enan maili duz xottdir.

fA

N\

Zg/bdc » ..p q X

v

Sekil 3.



5. isbat edan ki, Laplas funksiyasi
D(x)= j(lje;dt tek funksiyadir ve ciddi artandir.
n

10.3 Miuayyan inteqgralin tatbiqlori

1. Oyrinin uzunlugu, fiqurun sahasi va cisimin
hacmi. Limitler nezariyyesi, diferensial va inteqral hesabi
imkan yaradir ki, ayrinin uzunlugu, fiqurlarin sahaslari, cismin
hacmi anlayiglan deqiqg riyazi sakilde miayyan olunsun,
onlarin asas xassaleri isbat olunsun. Fiqurlarin sahale-
rinden baglayaq. Hesab edaceayik ki, duzbucaqlnin, Ugbu-
cagin ve imumiyyatle gcoxbucaglinin sahasi malumdur.

Mdastavi Uzarinda ixtiyar, mahdud qapall oblast teskil
edan (P) fiqurunu goétiraek. Onun sarhadini gapall ayri ve
ya bir neg¢a bela ayrilor kimi tesavvir edacayik. (P)
fiqurunun tamamile i¢arisinde yerlegan butun mumkdn (A)
coxbucaglilarina va P fiqurunu butunlUkds igerisinda saxla-
yan (B) ¢oxbucaglilarina baxaq. ©ger A ve B onlarnn
uygun sahaleridirse, onda hamisae 4 < B olar.

Terif. 8gar har iki serhad P, = Sup{4} ve P* = Sup{B}
ust-Uste dluserse, onda onlarin Gmumi giymati P fiqurunun
sahesi adlanir. Bu terife istinad ederak sahalarin funda-
mental xassasini isbat etmak olar: agar (P) mustavi oblasti
iki hissaya (P4) va (P;) bolunubsa, onda P = P4+ P, olar, bu
sortle ki, u¢ P, P4, P, adadlarindan ikisi movcud olsun.
Sahenin bu xassesine additivlik deyilir. Bu xasse ixtiyari
sonlu sayda hissalera do tatbiq edile biloer. Bu xasseden
ham da ¢ixir ki, mustevi fiqurunun hissasinin sahasi butun
figurun sahasinden kicikdir. XUsusi halda mustavi fiqur ay-
rixatli trapes oldugda( bax bdélma 10.1 p.2) onun sahasi

235



anlayisi muayyan inteqral anlayisina gsatirlir. Oyrixatli

b
trapesin sahasi jf(x)dx muayyan inteqalina birabardir.

Oger trapes tamamile absis oxundan asagida yer-

d
lagirss, onda f(x)<0 olar ve If(x)dx menfi olar. Mitleg

c

giymatce hamin ayrixatli trapesin sahasini verar (bax sakil

q
1 b). Umumi halda If(x)dx integrall ayrixatli trapesin
p

sahasinin cabri camini verar, absis oxundan yuxarida yer-
lagsen saha bu cama «Ustagal» isarasi ilo, absis oxundan
asagida yerlesan saha ise «gixma» isarasi ilo daxil olar
(sekil 1, c).

Misal 1. ©yri y=x" tenliyi ile verildikds, strixlenmis

fiqurun sahasini tapin (sokil 2) N

Healli. Axtarilan sahe- y
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2
=4+4=8-

0

0
2 4 4
X

S =—]lx3dx+_(|;x3dx=—4 +x7

-2

Oxsar gayda ile polyar
koordinatlarla verilmis
fiqurlarin sahalari hesablanir.

OA va OB gualarti ile vo

(= 204X ,p = /BOX) kesilmez p=¢p(@) eyrisi ile meh-

B
dudlagan P sektorunun (sekil 3) sahasi S = (%)I((p(ﬁ))zde.
B (24
Sakil 3.
Taqri acminin hesablan-

masl masalasina yanasmagq olar. Hesab edacayik ki, diz-
bucaql paralelipipedin, prizmanin va Umumiyyatla goxuzlu
cisimlerin sahalari malumdur.

Mahdud qapal oblast tagkil eden fozada ixtiyari (9)
cisimi goturak. (&) cisminde tamamile yerlesan butlin
mumkin coxizli cisimlare—(K) coxuzlulerine baxaq. Bun-
dan elava (4 ) cismini tamamile 6z daxilinde saxlayan (L)
coxuzlilerine de baxaq. ©ger K ve L uygun olaraq onlarin
hacmidirse, onda K<L olar.

Torif. ©ger har iki serhad Ust-uste duserss (4.- de-
qiq yuxari, 9~ deqiq asad serhad), onlarin tmumi giymati
4 (&) cisminin hacmi adlanir.

Bu terife istinad edarek hacmin additivliyini ve cimsin
istonilon hissasinin hacminin onun butin hacmindan Kigik
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oldugunu isbat etmak olar. Hacmlarin hesablanmasi Ugtn
muayyan inteqgraldan istifade etmak olar. Sonraki bolmade
bunu tam sakilde godstaracayik. Indi ise sadsa misalla kifa-
yotlanak.
Misal 2. y = f(x) funksiyasinin grafikinin OX oxu ot-
rafinda firlanmasindan alinan sath ve x=a, x=b mustavileri
ilo (sakil 4) mahdudlasan cisimin hacmini tapin.
Halli. [AB] pargasini x,=a<..<x,=b ndgqtolori
vasitesila hissalara bolak (sakil 4.) Asanligla gérmak olar ki,
n—1

(9) cisminin 3 hacmi, teqribi olarag > z(f(x,)) Ax,
i=0

comine baraberdir, burada Ax, =x,, —x,. [4B] parcasini

b
daha kicik hisselere bélsek bu cem Iﬁ(f(x))zdx integrall

olar ki, bu da axtarilan cismin hacmidir.

Y a -
A X; Xi+] B R
a X; b | x =
Sokil 4.

Masalen, ager y=kx, k>0, a=0, b=h olarsa,
onda alariq

238



3

[ (e e = 7k :

_ae [ﬁj(kh)zh = [”jﬁh :
3 \3 3

0

Bu isa hundurliyd h , radiusu r=kh olan dairavi konusun
hacmidir.

Nahayat ayrinin uzunlugu haqgginda.

9yrinin uzunlugu bu ayrinin daxiline gekilmis sinaq
xattin uzunlugunun yuxar sarhadi kimi tayin olunur. Bu yu-
xarl sarhad fiqurlarin sahalari ve cisimlerin hacmina oxsar
sokilde muayyan inteqralla ifada oluna bilar.

2. Mexaniki va fiziki tatbiqlari. Bu tatbiglar prinsi-
pial xarakter dasisalar da (bu tatbiglerds inteqgralsiz kegin-
mayin mumkun olmamasi ile ifads olunan) igtisadgilar Ggun
az maraq kasb edirlor. Asagidaki ayani izahla kifaystlona-
cayik.

Yada salaq ki, suret tecilin inteqralidir, gedilen yol
ise suratin integraldir. Avtomobilin suratini onun tekarlerinin
firlanma surati ile mUayyan etmak olar. Teyyaranin suratini
neca tayin etmoak olar? Havasiz fezada raketin suratini neca
toayin edak? Malumdur ki, bir cox raketlor ugus zamani
avtonom harakeat edirlor. Onlarin suratini va yerini nece
muayyan etmak olar. Tacili zamana gore inteqgrallayaraq
raketin suratini, 6z ndvbasinds surati inteqrallayaraq raketin
yerini tapmaq olar. Aydindir ki, uzun muaddatli kosmik ugus-
lar zamani planetlarle ulduzlarla ve s. ile oriyentasiya etmak
olar.

_ 3. integral anlayisinin iqtisadi va basqa izahlar.
Inteqgralin handasi anlayisindan istifade edak.

A. 100-vatlg elektrik lampasi manzilde 1 saat
isladikde 0,1 kVt, 2 saatda ise 0,2 kVt ve s. elektrik enerjisi
sorf edir. Sutkada onu bir ne¢a defe yandirirlar, sondururlar
vo bu sababden da onun na qader elektrik enerjisi sarf et-
diyini bilmak ¢ox ¢atin olur. Nazars alsaq ki, manzilde on-
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larla lampa, elektrik qizdirici, televizor ve digar cihazlar ig-
layir bu masela daha da g¢atinlasir. Sutka erzinds isteh-
lakgilarin muayyan edilmig elektrik glclari dayisir ( sakil 5 a)
A

a) b) v)

N ;

»
»

guduz  gece t 0

Sakil 5.

Bir sutkada elektrik sarfini neco hesablayaq? Sade
halda, sabit elektrik caryaninda istehlakgl vahid zamanda q
gadar enerji sorf edirss, onda T zamaninda q, t qadar
elektrik enerjisi sarf eder (sakil 5,b). Bu ise dizbucaglinin
sahasidir, dayigen caryan olduqda ise elektrik carayani sorfi
q(t) , a zamanindan b zamanina qadar ayri-xatli trapesin
sahasine berabar olar (sakil 5,v) Bu saha ise

b
jq(z)dtzF(b)_F(a) integralina berabaerdir, burada F(t) funk-
siyasi— ¢(¢) — nin har hansi ibtidai funksiyasidir.

Misal Giglin tutaq ki, ¢(t)=(¢—1)* (bax sakil 5, ¢) yeni
enerji istehlaki avvalca enir, sonra yeniden qalxir. Bu

funksiya Ggiin ibtidai funksiya mesalan, (1—31)3 diir. Demali,

elektrik sarfi 0 zamanindan 2 zamanina gader dayisdikde

(=1 _2 olar. Realliqda iss ibtidai funksiya rolunu elektrik
3 3

0
sayqgaci oynayir.

B. Tamamils oxsar qayda ile su sayqaci zavodun
artan su sarfini hesablayir. Bu saygacin asas detali onun
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icerisinde olan kicik turbindir, onun firlanmasi surati boruda
axan suyun surasti ile  mutanasibdir. Aydindir ki, suyun ani
sorfi onun suratile mutenasib olmalidir.

C. Avtomobilin cihazlari igarisinde spidometr do
var. Bu adi, faktiki olaraq iki cihazdan ibareatdir: spidometrin
0zu, yeni istenilan vaxtda avtomobilin suratini gostaren ve
istismara verilan vaxtdan onun nege km yol getdiyini
gostaran hissa. Bu hissaya kilometrajin saygaci da deyirlar.
Bu saygacin gostericisi avtomobilin sirstinin vaxtdan
asilihginin ibtidai funksiyasidir. Diger ibtidai funksiyalardan
bunun farqi ondadir ki, istismarin baslangicinda bu
funksiyanin giymeti sifira berabardir.

C. Elektrik yiki g, gerginliyi E olan elektrik sahe-
sinda Eq quvvesi tasir edir. ©ger yukun kutlasi m olarsa,
onda tacil de deayiser. Bu halda yukin harakati mirekkab
xarakter alir. Hesablamalar aparmaq Ugun inteqgralin tatbiqi
zoruri olur .

D. Olkada shalinin artmasi sursti bir cox amillerden
asihidir—shalinin 6z sayindan, hayat seviyyssinden, ane-
nalerdan ve s. Hesablamalar Ug¢lin murakkab riyazi apa-
ratdan, o climledan diferensial tenliklordan va inteqral-
lardan istifade olunur.

E. Neft yataglarinda ¢ox sayda quyular faaliyyet
gosterir. Onlarin is rejimileri muxtslifdir (bazileri temire da-
yanir vo s.). Bu saebabden da bitlin yatagin glici (yatagin
debiti) vaxtdan asii q(f) funksiyasidir. Onda yataq a

zamanindan b zamanina gader jq(t)dt' godar neft veror.

Umumi halda ager ani vaxtda istehsalin glci P(t)-
dirse, onda a zamanindan b zamanina qgader quyu

b
jP(t)dt miqdarda mshsul verer.
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O. inteqrallarin, cemiyystin sosial-igtisadi qurulu-
sunun tahlili Ggun, tetbiginin muimkunliyunu goéstermakden
orti ayani va ¢ox maragh misal dlkenin sarvatinin bolin-
masini temin edan «Cinni diaqrami ve ya ayrisi» adlanan
masaladir.

d(z) funksiyasina baxaq, A

bela ki, bu funksiya gdstaerir ki, I

camiyyatin on kasib z-hissasi
bitiin 6lke 1 servatinin d(z) d(z)

hissasina malikdirlar (sakil 6).

Ny

Oger sarvatin paylanmasi Sakil 6.
muntezem olsaydi, onda d(z)
funksiyasinin grafiki kvadratin diagonali boyunca d(z)

gedardi. Strixlenmis hissenin sahasi na gader boyuk olar-
sa, sarvat o gader qeyri-muntazem paylanar. Bu sahanin
goOsteran adad «Cinni emsali» adlanir. Cox sayda analoji
xarakteristikalar fikirlesmak olar; masalon amak haqqinin
paylanmasini giymatlandirmak Ugln ve ya emakdaslar ara-
sinda aksiyalarin bolinmasi ve s.

Uygun «Cinni» funksiyasi yaqin ki, ¢ox murakkab
olacaq ve inteqgralsiz kegcinmak mumkun deyildir.

MOSSOLBLOR

1. Maktab programindan malum olan dairenin saha-
si, daire sektorunun ve segmentinin sahalarinin dusturunu
polyar koordinatlarda sahslerin hesablanmasi dusturlari
(bax p.1) vasitasile alin.

8—(x+5)

+(x=5)
o 1N\2



2. Maktab kursundan malum olan piramidanin, ke-
sik piramidanin, dairevi konusun va kasik konusun hac-
minin dusturlarini ¢ixann (bax p.1).

3. Sakil 7-de olan fiqurlarin sahalarini tapin.

4. Polyar koordinat sisteminda verilmig fiqurlarin
sahalerini tapin (sokil 8):a) r?=cCos2¢ — lemniskat; b)
r? =1+ Cose -kardioid; c) r=Sin3¢p - U¢ yarpaq

N VA

1

<
[a—
<\)

Sokil 8.

5. Ham elektrik saygaci, ham de avtomobilin kilo-
metrajinin saygaci har hansi kemiyyatlorin skalasina malik-
dir. Masalen, kilometrajin saygaci 100000 km-dan sonra sif-
rn gosterir. Bundan sonra spidometrlo bu saygdacin «qar-
sihgh munasibati» necsa olacaq?
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6. «dJiquli» avtomobillerinin bir ¢ox modellerinda
kilometrajin saygacindan slava bir saygacda var ki, suricu
istenilon vaxt onu sifra gevire biloer. Spidometrla bu say-
gacin «qarsihgh munasibati» necadir?

7. Elektrik saygaci, su saygaci ve avtomobilin kilo-
metraj saygaci inteqral ve ya cemlayan cihazlara aid basqa
misallar da gosterin. Elektrik saygacinin kémayi ile univer-
sal inteqrator dizaltmak olar. Qabul edak ki, saygacin fir-
lanmasi ondan kegen cearyanla diz muatanasibdir.

Tutaq ki, har hansi x kemiyyatinin inteqratorunu dui-
zoltmak lazimdir. X kemiyyati zamanin funksiyasidir x(t).
Ovvalce araliq cihazi duzsldek. Bu cihaz x-a gore x-lo
mutanasib cerayan istehsal edir: i=kx, k — har hansi sabit-
dir. Cerayan saygacin tekerciyini filadan saha yaradir. O

T

zaman saygacin gostericisi  F(T') :J.i(t)dt olar, burada o —
0

saygacin islenmasinin baslangicidir.

Aydindir ki, k sabiti daqigliyile saygacin gostericisi
x(t) — nin ibtidai funksiyasidir.

8. Sakil 9-da p qiymatindan asil D taleb ve S taklif
funksiyalarinin grafikleri verilmigdir. Strixlenmis sahalare ve
ya uygun inteqrallara hansi igtisadi mena vermak olar?

Da g4

\.
o ; A

Pi P2 P Di p> P

v

Saekil 9.
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9. Cinni funksiyasi x* , x° olarsa, sarvatin comiyyatda
bélinmasinin Cinni amsalini tapin.

10. Asagidaki mashur masaelays baxaq:

Adam ciyninda kokleri ve budaglan kesilmis agac aparir.
Agacin hansi terafi agir olar: kok taraefi yoxsa bas tersfi?

Movzu 11.
QEYRI-M9XSUSi Vo COXQAT
INTEQRALLAR

11.1. Qeyri-maxsusi va ¢goxqat inteqgrallar

1. Sonsuz sarhadli inteqgrallarin terifi. 10.1-10.3
bdlmasinda sonlu intervalda verilmis mahdud funksiyalarin
muayyan inteqgrallarini dyrendik. Qeyri-maxsusi inteqrallar
gosteriloen anlayisin sonsuz intervalda va geyri-mahdud
funksiyalar Ggun Umumilagmadir. ©vvalce sonsuz interval
hali Ggun integral anlayisindan baslayaq.

Tutaq ki, f(x) funksiyasi [a,») intervalinda teyin
olunmus ve bu intervalin istenilon sonlu [a, 4] hissesinda
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integrallanan funksiyadir. Demali, istanilan A4>a Ugln

A
J f(x)dx -integrall var.

Oger A— -da bu integralin limiti (sonlu va ya
sonsuz) varsa, ona f(x) funksiyasinin a - dan o« -a qader

qgeyri-maxsusi inteqrall deyilir v j f (x)dx kimi isare edilir.

a

Bir daha qeyd edak ki,

Jrtobe= im ] risk g

Bgar limit sonludursa, onda deyirlar ki, (1) inteqgrali

yigilandir ve f(x) funksiyasi [a,OO) sonsuz intervalda

inteqrallanan adlanir. ©ger (1) limiti sonsuzdursa ve ya yox-
dursa, onda inteqral dagilan adlanir.

Analoji gayda ile jf(x)dx geyri-moaxsusi inteqral te-

yin ediir, belo ki lim [/(x}dr=[/(x}dx. [ f(x)dx
A 0 o
- inteqgrali isa bels tayin edilir: istanile a adadini gétirak ve
ager I Vo j inteqrallarinin her ikisi varsa, onda _[

—00 —00

inteqrali da var ve onlarin cemina barabardir.

Misal 1. Yer kuresindan saquli herakat eden cisma
yer kdrasinin sathinda hansi minimal suret vermak lazimdir
ki, cisim yera gayitmasin.
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Halli. Yer radiusu r=6371 km olan kurs gakilindadir.
Yerin cazibs quvvasi F(r)=gm , burada g=9.8 m/c m-cismin
kutlasidir. Yer sathinden h hundurlukde bu quvve
F(r+h)=gmr?/(r+h)?>  olar. Cisimin qayitmamasi (iclin onu
sonsuzluga uzaglasdirmaq lazimdir. Bunun  Ugln

_[F(r+h)dh geyri-maxsusi inteqrali hesablamagq lazimdir.Bu
0

H

inteqrall tapmaq ugun I integralini  tapib H-1 sonsuzluga
0
2

g ~ -1 7H_ Vr-1)_
yaxinlagdiraq. !(r+h)2 dh_gmrz(r”ljo _gmrz[(HH)j_

=gmHr/(r+H). H—>o -da bu ifadenin limiti gmr-e
berabar olar. Bu potensial enerjidir. ©gar onu kinetik
enerjiya gevirsak alariq: agmr =(;jmvz, v=42gr=11.17km/c

Bu isa axtarilan suratdir.

2. Qeyri-mahdud funksiyalarin geyri-maxsusi
inteqrallari. Sonlu [a,b] parcasinda verilmig, qeyri-
mahdud f(x) funksiyasina baxaq. Farz edok ki, ixtiyar
[a,b-¢] intervalinda f(x) mehdud ve integrallanan,
[b—&,b] intervalinda ise  geyri-mshduddur, burada
0<e<b-a. bndqtesi xisusi ndqte adlanir.

b—¢
If(x)dx integralinin & — 0 limitine (sonlu ve ya son-

suz) f(x) funksiyasinin a - dan b - & qader geyri —maxsusi

b
inteqralil deyilir vo .[ f (x)dx ilo isara edilir.

Bir daha qeyd edak ki,
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b

I dx =lim I f (2)

&0
a

Oger limit sonludursa, onda deyillar ki, (2) inteqgrali
yigilandir ve f(x) funksiyasi [4,] intervalinda inteqrallanan

adlanir. ©ger limit sonsuzdursa ve ya yoxdursa, onda
deyirloer ki, inteqral dagilandir.

Misal 2. Funksiya __1 _ ixtiyari [0,1-¢] (0<e&<1)
\/72

I-x
intervalinda  integrallanand K _ aresin|™ =
intervalinda integrallanandir ve J.\/_z—arcsm|0 =
0o VI—x
. : . . 7T .
=arcsin(l—¢). hrré arcsin(l — &)= arcsin 1 = By oldugundan
E—>

tadqiq etdiyimiz geyri-maxsusi inteqral % barabardir.

3. ikigat inteqrallar, tarif. Syrixotli trapesin sahe-
sinin tapiimasi (bax bélma 10.1 b. 2, bélma 10.2 b.1.) sade
(bir Olgult) muasyyan inteqgral anlayisina gatirilir, ikigat
inteqral anlayisina ise silindrik tirin hacminin tapiimasi
masalasi gatirir. Yuxaridan z=f(x,y) sethi ile, yanlardan

silindrik sathlarle, asagidan mustavi (P) fiquru ile (sokil 1)
mahdudlasan (V) cismine baxaq. Bu cisimin hacmini
tapmagq telab olunur. Bunun tglun (P) oblastini ayri setlorle
(P1), ..., (Py) hissalarina bolek

A

ve oturacaglarn hamin hissaler ~ * /\g
olan silindrik dirsklsrs baxagq. o
Bu diraklar com halinda : Rt
verilmis cismi toskil edirlor ’/”’:7%

3 ¥ - L] T
Haer bir (P;) hissasinda >
(X,',y/) noqtesi gOturek, onda Sekll 1. 8
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diraklerin hacmi (oturacagi
(P) ) tagriben f(x,,y,)P. olar. P~(P;) hissesinin sahasidir.

Onda biitiin cismin (V) cemi tegribi olaraq Y f(x,,»,)P
i=1

olar. Daha daqiq qgiymat almaq udgun (P, hissalarini

Kiciltmak lazimdir. (Pj)-hissalarinin en bdyuyunin diamet-

rinin sifira yaxinlasmasi sertila limitsa kegsak daqiq giymat

alarig. Demali, 7 = limZn:f(xi,yi)Pi
i=1

Bu sokilda limit f(x, y) funksiyasinin (P) oblasti Gzre
ikiqat inteqrall adlanir. ikigat integral ”f(x,y)dP simvolu ile
(P)
isare olunur. Onda cisimin hacmi asagidaki sakilds olar:

V= JJ‘)f(x,y)dP

Gorunduyu kimi ikigat inteqral adi inteqgralin ikidayi-
sonli funksiya Gg¢lin Umumilagsmasidir. Sathlerin sahalarini
tapmaqg Ucgun ikigat inteqraldan istifade edirlor. Tutaq ki,
sath (P) oblastinda £(x,y) funksiyasi ile verilirb. Bgar funk-
siya ve oblast sahasini muayyan ikigat inteqralin kdmayi ile
hesablamaq olar.

_ 4.ikigat inteqralin takrar inteqrala gotirilmasi.
Ikigat inteqralin tekrar inteqrala gsterilmasi, onun hesablan-
masi tgun tetbiq y 4

olunur. Yenidan silindrik tire Y2 (x)
baxaq (sekil 1.), yalniz indi (P)
mistavi (P) oblasti sakil (%)

2-do oldugu kimidir, yani

asagidan y+(x) ayrisi ile a b x



vo yuxaridan y,(x) ayrisi ilo,
yanlardan ise saquli x=a va
x=b xatlori ilo mahdudlasib.

Teorem. ©gaer (P) oblastinda teyin edilmis f(x, )
funksiyasi Ugun ikigat J'J'f(x,y)dp integrall varsa ve har bir
(P)

dcin sade "’ inteqrali varsa onda

b »a(x)
(H) f(x,y)dP = Jdx {)f (x,y)dy-

»(x

Burada i dx ) (x, y)dy tekrar inteqral adlanir.
a )

»nl(x

Misal 3. f(x,y)=x*+y* «gapagi» olan ve (P) oblas-
tinda duran (sekil 3) silindrik cismin hacmini tapin.

Halli. Axtarilan v hacmi

A
”f(x,y)dp ikigat integralidir.
v y=(x)
Bu ikigat inteqrali tekrar gatirak: ?)
_”.f(x,y)dP=J‘dx;|‘(x2 +y2)dy >
(P) 0o 0 0 4 X
(.2 2 2 al 4 .
Jl 4y )dy{x y+y3J = Sokil 3.

414

Y (4 S 256
oldugundan axtarilan hacm p - I(J.,&dx —x3| =220
0

0

5. Ugqgat inteqgrallar. Sixigina gére qeyri-bircins ci-
simlarin kutlesinin tapilmasi mesalasi Uggat inteqgrallara
gatirilir. Hecmi (V) olan cisime baxaq. Bu cisimin sixligi
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f(m) cisimin noqtelarinda sabit kemiyyat deyildir. Bu cisimin
M katlasini tapmagq taleb olunur.

Bunun ugun cisimin hacmini (V)-ni (V)),...,(V,) his-
solarina bolak. Har bir (V) hissasindan bir m; ndqtasi

goOturak, onda hissalarin hacmleri taqgribi olaraq  f(m))v;
olar (yada salaq ki, V, (v) — nin hacmidir). Butun cisimin

hacmi teqribi olaraq if(mi)Vi baraber olar. Daqiqliyi ar-
tirmaq Ugun (vi) — hissélerinin sayini artirmagla, onlarin 6l-

culerini azalitmaq lazimdir. Batin (vi) —in an bdyuk dia-
metrinin sifira yaxinlagsmasi sertilo limits keg¢sok daqiq qiy-

mat alanq, bele ki, 7 = 1imif(mi W,
i=1

Bu limit f(m) funksiyasinin (V) oblastinda dgqat
inteqrali adlanir. Uggat inteqral j”f(m)dV simvolu ile isara
")

edilir. Belalikla cisimin kutlasi Gg¢lin dustur asagidaki sakilde
olur:

M= f(j)j f(m)av (3)

Ucggat inteqgral da ikigat integral kimi adi inteqgralin
Uumumilesmesidir, lakin (i¢ dayisenli funksiya Uglin. Ugqat
inteqrall hesablamaq Ugun onu adi tekrar integrala gatirmak
lazmdir. Ugqgat integrallari  hesablamau (glin  basqa
usullarda mumkuanddar.

Misal 4. f(x,y,z)=x+y+z sixhidi ile veriimis ve mi-
sal 3-da gosterilmis silindrik cisiminin katlesini tapin.

Halli. Axtarilan kitle asagidaki l¢qat integrala bera-
bardir: mﬂm)dV' Bu inteqrali tekrar inteqrala gatirok.
)
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j ” F(m)dv = I dpx.j}(ﬁ y+z)dz- Daxili integral berabardir
v (P) 0
4 .
f(x,y)zy?+y3+yz(x+x2)+yx2 +x°. Indi ise ikigat ”f(x,y)dP -
P)

ni hesablayaq: [[ f(x, y)szj'dxi f (e p)dy
(P) 0 0

2
= 13 x5+(19 x* + 1 x3=K(x)
30 12 2

Nohayat fc(ops=| (12 e (2o +( 4}

MOSOLOLOR
1. f(x) funksiyasinin [0,c0] intervalinda orta giymati

11m—jf x)dx 9dadine deyilir. Bels intervalda Sinx funk-

siyasinin orta giymatini tapin. Bu funksiyanin orta giymatini
basqga yolla tapmaq olarmi?

2. Tae"‘dx _ 1 barabarliyini 6dayan a - ni tapin.
3. Nazars alaraq ki, T( 1 )efdx _ 1 Laplas funksi-
N2 2

yasinin taqribi grafikini qurun (bax bolma 10.2 p.6 mss. 5).

0
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4. Mustavi oblastda dayanmis ve «gapagi» olan silin-
drik cisimin hacmini tapin, sonra sakil 4-de gdstarilon sixliga
malik bu cisimlerin kitlasini tapin.

A \ A
y | «qapag» x+y }/ Xy Yy Xyz
1 1 ]\J\J\‘u
% > j\ > >
1 X 1 X 1
X
oblast
sixlig  x+y+z 2x+y x+2z

5. ”(x2 + yZ)dp ikigat integralini hesablayin, burada
07

integrallama oblasti (P ), radiusu 4; markazi koordinat bas-
langicinda olan dairadir.

6. [[[(x +y*+ 2" )y Ugdat inteqralini hesablayin,
)

burada integrallama oblasti (V) radiusu 8, merkazi koor-
dinat baslangicinda olan kuiradir.

7. Radiusu r, sixigi merkezda maksimal D giyme-
tinden, sathinde minimal d giymatine geder muntezem
paylanan kuranin kutlasini tapin.

8. Tutaq ki, f(x,y)= g(x)h(y). Y
dt

©min olun Ki,




I /o) = jg(x)dxi (3 )dy (P)

Uggat integral Gglin uygun
masalani formalasdirin.

9. Danize dugen tayyara danizin dibinde maili vaziy-
yotdadir. Tayyaraye tasir eden suyun tazyiqini nece hesab-
lamaq olar? (onun sudan qaldinimasi imkanini giymatlen-
dirmak Ugun naler lazimdir)?

Movzu 12.
SAD® DIFERENSIAL TONLIKLORIN
TORIFi VO HOLLI

12.1. Sada diferensial tanliklarin tarifi ve halli

1. Diferensial tanliyin torifi. Asili olmayan dayigen-
larle, onlardan asili funksiyalarla ve bu funksiyalarin hamin
dayisenlare gora toramaleri ile alaqgadar olan istenilon mu-
nasibatler diferensial tenliklor adlanir. ©ger asili olmayan
dayigen bir olarsa ve demali torema adi olarsa, onda tanlik
adi diferensial tonlik adlanir. Biz yalniz bela tenliklori dyra-
nacayik ve bu sebabdan da «adi» sézinl diferensial tonlik
ifadasinin qarsisindan buraxacagiq. Tanliya daxil olan tore-
manin an yuksak tartibina tanliyin tertibi deyilir. Belalikla, n
tortibli diferensial tenliyi imumi sakli asagidaki kimidir:

Flx,y.yny")=0, (1)
burada u x-den asili funksiya , y',..., y"" -bu funksi-

yanin téremalaridir. ©gar y(x) funksiyani va onun térame-
larini (1) tanliyanda yerine yazdiqda eynilik alinarsa, y(x) —
funksiyasi (1) diferensial tenliyinin halli adlanir.

254



Misal 1. y'=2x birtertibli diferensial tenliye aid mi-

saldir. Bu tenliyin halli y(x)=x”+c seklinds olan ixtiyari
funksiyadir, burada c—ixtiyari sabitdir. Bunu yoxlamaq tgln
y=x"+c¢ funksiyasinin téremssini tapib, tenlikds yerina
yazmaq lazimdir.

Misal 2. y"+y=0 Ikitertibli diferensial tenlikdir. Bu

tonliyin halli masalan, y=cosx funksiyasidir. Bunu yoxlamaq
Ucln cosx ikinci tertib téremasini tapib, tenlikde yerina
yazmaq lazimdir.

Adi tenliklerds oldugu kimi, diferensial tanliklar naza-
riyyasinin asas masalasi — verilmis diferensial tanliyin bitln
hallerinin tapiimasidir. Diferensial tenliyin hallerinin tapiima-
sI bu tenliyin inteqrallanmasi adlanir. Tenliyi batun halle-
rinin  kompakt yaziligi onun dmumi helli adlanir. Masaslen,

| misalda Umumi hall y=x*+. sokilinde olar, burada c

ixtiyari sabitdir, bu sabitin muxtelif giymetlarinde xususi
haller alinir. Adaten, diferensial tenliyi hall edarkan alave
gortlari 0deyan xususi hallerin tapilmasi telab olunur.
Masalen, teleb olunur ki, y(x, )=y, seortini ddeyan xususi

halli tapin. Bele slave sertlora baslangic sertlori deyilir.
Baxdigimiz misallarda tanliklarin halli ¢ox sadalikle
tapilmisdir, lakin murakkab tanliklarin hallerini tapmaq Ugun
tagribi inteqrallama Usullarindan, komputerlerin tatbiginden
istifade etmak zaruri olur.

Diferensial tonliklorea hem da asili olmayan dayigen-
larin diferensiallar ile axtanlan funksiyalarin diferensiallar-
ni alagalendiren tenlikler aiddir. Masalan, 2dx+3dy=0 dife-
rensial tanlikdir.

2. Diferensial tanlikloara gatirilon masalalar. Bir
cox tebistslinasliq masalelari diferensial tenliklora gatirilir.
Bir nege bele misallara baxaq.
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A. Cisimin harakst slirstinin zamandan asiliigi. Farz
edak ki, x oxu boyunca harakat edan noqtenin har zaman
aninda surati v(¢)— dir, bele ki, v(¢) kasilmazdir. Bundan
alave, malumdur ki, {, aninda ndqtanin absisi  x,-dir.
Nogtenin harekat ganununu tapmaq lazimdir, yani onun
absisinin zamandan asiliigini tapmaq taleb olunur. Bu
masalanin halli murakkeb deyildir-bele ki, absisin dayisma
surati, yani térema x'(r)— slretdir. Belsliklo, diferensial

tenlik aling: x'(t)=v(¢t) . Bu tenliyi hall etmek v() ibtidai
funksiyasinin tapilmasi demakdir. v(z) kasilmaz oldugun-
dan onun ibtidai funksiyasi var va inteqral sakilinda belo
yazila biler: jv(t)dt+c burada ¢ ixtiyari sabitdir ve asanligla

teyin oluna biler: x(z)=x, oldugundan c=x, olar. Dife-

rensial tenliyin hallini naticeds bele alarq: x(r)=x, +Iv(t)dt

B. Fondlarin herekati. K ile fondlarin natural ve ya
dayer ifadesinde kemiyyatini isare edek. Fondlar dedikde-
dazgahlar, binalar ve s. basa dusultr. Butin bunlar sinirlar,
kohnalirlar, iglayib siradan ¢ixirlar ve s. Bu prosesa deyirler
ki, fondlar siradan cixir. Fondlarin siradan ¢ixma surati,
siradan ¢ixma amsali ile ifada olunur. Bels ki, ager 10 ilde
fondlar tam yenilasirse, onda siradan ¢ixma emsal 1/10-a
baraber olar. Siradan ¢ixma amsalini x ile isara edak.

Onda bir ilds fondlar ©K gader azalar, At muddatinds ise
uKAt gader azalar (hesab olunur ki, fondlarin siradan ¢ix-
masi muntazem sakilda olur).

Diger terafden investisiya-maliyye qoyulusu fond-

larin artmasina saebab olur. Farz edak ki, bir ilde J dlglde
investisiya qoyulusu fondlari o/ artirb (o =1 gabul etmak
olardi, lakin investisiyanin bir haissesi emak haglarina,
digar xarclera gedir), onda At muddatinde fondlar pJ/A: qe-
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der artar. ixtiyari + momentine ve onun At artimina baxagq.
Onda K(t+At)=K(t)- uKAt+pJAt  olar. ar—0 -la
dK

diferensial tanlik alariq:. 7:—,uK+pJ. Qeyd edok ki, J
t

sabitdir.

V. Demoqrafik masals. Olkenin shalisini ¢ aninda
L(t) ile isare edek. Bhalinin Az zamaninda artimini onun
sayina L ve Ar-ya mutenasib qabul edsk, onda

L A

Sekil 1.

L(t+At)=L(¢)+aL(t)At olar. Ar—0 olaraq diferensial ten-
lik alanq: ar _ al(t)-
dt

Bu tenliyin Gmumi halli
L(t)=L,e™ olar, burada
L, —0 momentinda shalinin

sayidir (musahideya baslayanda). ©halinin bels artimi
eksponensial (sokil1) adlanir. Aydindir ki, bele artim uzun
muddeat davam eds bilmaz-aks mexanizm isa duger: hayat
saviyyasinin asagi dusmasi, dogumlarin azalmasi ve s. Bu
sababdan da sahalinin artimi dayanir.
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3. Toramaya gora hall olunmus birtartibli tanlik-
lor. Bir tertibli diferensial tonliklori ¢gox hallarda toremaya
nazeren hall edib = f(x,y) sokilinde yazmaq olur. Sger

f(x,y) yalniz x-den asili olarsa, onda ' f(x) tenliyini
alariq. Belslikla, agar f(x) ibtidai F(x) funksiyasina malik-

dirsa, masalen ager f(x) kasilmazdirse, onda gosterilon
diferensial tenliyin y = F(x)+ ¢ sekilinde Gmumi hall var.

¢ sabitinin konkret giymatini tapmagq Utglun baslangic
sortinden istifade etmoak olar y(x,)=y, bu halda konkret
xususi hall asagidaki kimi olar:

)= F(x )+ (v = Fx, ) (2)

Umumi halda /= f(x,y) oldugda, f(x,y)- funk-

siyasl Uzarine muayyan mahdudiyyatler qoymaqla goster-
mak olar ki, bu tanliyin yegana halli var, onun dmumi halli
bir ixtiyari sabitden asilidir, agar y(x, )=y, baslangic serti

verilarsa, bu sarti 6dayan yegana xususi halli tapiriq.
Misal 3. y'=e* diferensial tenliyinin y(0)=1 sertini
odayan hallini tapin.

Halli. e* - funksiyasi ugun ibtidai funksiya masalan,
e* oldugundan (2) dusturuna asasen axtanlan hall
y(x)=e* + (1 —eo): e'.

4. Dayignlarina ayrila bilan tanlik
S(x)dy+ g(x)dx =0 (3)

sokilindaki tenliye dayisenlerine ayrilmis, bu soakila gatirila
bilen tenliklara ise dayisenlarine ayrila bilon tenlik deyilir.
f(v) ve g(x) funksiyalarini kesilmaz funksiyalar hesab ede-

coyik.
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Farz edak ki, y(x) bu tenliyin hallidir, onda y(x) yeri-
na yazsaq eynilik alariq ve onu inteqrallasaq alariq:

[ 1)y = [ glx)e+c (4)

Bu eyniliyi (3) tenliyinin butun halleri 6dayir. Bu ey-
niliyi (3) tenliyinin bitlin halleri &dayir. Bu fikirin tersi de
dogrudur. Bgar har hansi j(x) funksiyasi (4) tenliyini eynili-
yo cgevirirsa, onda (4) tanliyini diferensiallayaraq, gorerik ki,
bu funksiya (3) tenliyinin hallidir. Bltin bunlar asagidaki
tarifin dogrulugunu gdstarir.

Torif. Diferensial tonliyin y(x) hallini x-in geyri-askar
funksiyasi kimi teyin edak ®(x,y) tenliyine diferensial tonli-

yin inteqrall deyilir. ©gar bu munasibet diferensial tanliyin
batin hallerini tayin edirss, onda o, diferensial tenliyin
tUmumi inteqrali adlanir. Demali, (4) tenliyi (3) diferensial
tonliyinin Umumi inteqrahdir. MUmkundur ki, geyri-muayyan
inteqrallar [ f(y)dy, [ g(x)dx elementar funksiyalar vasitesi

ilo ifade olunmasinlar, hatta bu halda da (3) diferensial
tonliyinin inteqrallanmasi yerina yetirilmis hesab edilir, bela
ki, tonlik daha sada, dyranilmis masaleya geyri-muayyan
integralin hesablanmasina gatirilib. y(x,)=x, baslangic

sortini ddeyen xususi halli asagidaki tanlikden tayin edirlar:
Yo+ [ fW)dy=x,+ [ glx)x

Misal 4. xdx + ydy =0 tanliyini hall edin.

Dayisenlar ayrilmisdir, bels ki, dx — in emsala x —
den asili funksiyadir, dy—in amsal ise y—den asili fun-

ksiyadir. Inteqrallayaraq alariq: dex+jydy:c ve vya

x*+y>=c*. Aldigimiz ifade merkezi koordinat baslang-

cinda olan konsentrik ¢cevraler ailasidir. Dayiganlarine ayrila
bilan tenliklera misal olaraq birtertibli bircins diferensial
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tanlikleri gostermak olar, yeni Z_yzf(lj sokilinindaki ten-
X X

liklori. z =2 gabul edak, onda alariq:
X

dy xdz xdz dz dx

yzzx,E=E+z, E-%Z:f(Z), m:—

Axirinci tenlik deyisanlarinat ayrnimigdir.

5. Birinci tortib xatti tanliklor. Bernulli tonliyi.
Axtarilan funksiya ve onun téremasina nazaran xatti olan
tanliya birinci tertib xatti diferensial tenlik deyilir. Xatti tan-
liyin Gmumi sakili beladir:

d
S Py =£() (5)
X
burada P(x) ve f(x) — kesilmaz funksiyalardir. &ger
f(x) eynilik kimi sifra baraber olarsa, (5) tenliyi asagidaki
sokile duger:

dy
= _P
- (x)y

va xeoftti bicins tenlik adlanir. Bu tenlik dayisanlarine ayrila
bilon tenlikdir:

=L = —P(x)dx -
y

inteqrallayaraq alariq

.[P(x)dx (6)
Qeyri—bircins xatti (5) tenliyinin hallini tapmaq ugln sabitin
variyasiyasl Usulunu tatbiq edirlar. Bu Usulu tatbiq etmak
dglin avvalce uygun tenliyi integrallamaq lazimdir

y=ce
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Z—y:—P(x)y. Yuxarida gdsterildiyi kimi onun Gmumi halli
X
[P . . : . -
y=ce olar. Sabit ¢ Ugun bu funksiya bircins tanliyin
hallidir. indi geyri-bircins tenliyin hallini tapmaq giin ¢ — i
—in funksiyasi kimi géturmak c(x).

—J. P(x)dx

c(x)-i segmaya calisaq, y=ce funksiyasini
diferensiallayaq va (5) tenliyinde yerina yazaq.

Onda alarlq: yl — cre—IP(x)dx " ce—jP(x)abc ] (_ P)’

A e P py = ()
ce_jp(x)dx (=P)+py=0 olduéundan gl e = f buradan
tapariq ki, c—If dx+c . Belalikls,
y= c(x)e_IP(x)dx =ce Jrte +e ) def . Buisa ¢4
sabitini 6zUnde saxlayan Umumi helldlr c1 =0 goturub
xususi halli alarq yo( fp dxff a’x Buradan
gérinur ki, Umumi  helli bels yazmaq olar:
()=, 7 1y (x) yeni Gmumi hall (5) tenliyinin xisusi

halli ila (6) tenliyinin Gmumi hallinin cemina barabardir.
Misal 5. y'+ y =2x tenliyini hall edin.

Halli. y'+y =0 uygun bircins tenliyi inteqrallayaq. Bu

dayigenlarina ayrila bilan tenlikdir. d—y:—dx onun halli
Y

y=ce " olar. ¢ — ni x-in funksiyasi qgabul edek, onda

X X

y'=c'e* —ce™™ olar, bunu avvalki tenlikde yerina yazsaq,

I _—X

alarig ce " —ce " +ce*=2x Vva ya ce*=2x ' =2xe"
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c= _[2xe"dx . Bu integrall hissa-hissa integrallama Usulu ile
tapa bilerik. ¢ =2e* (x - 1)+ s y(x) = (26)C (x - 1)+ ¢ )e”‘ ;
y(x) = Z(x — 1)+ ce’”

Bir gox diferensial tenliklar xatti tanliklora gatirilir.
Masalan Bernulli tanliyi adlanan asagidaki tenlik:

d

d—iJr P(x)y=f(x)y", n=l (7)
(n=1 oldugda xatti tenlik alinar, ona gére da bu hal

istisna edilir)

(7) tonliyini asagidaki sakilde yazaq:
v %-{-P(X)yln = f(x) y" =z ovezlomssi vasitesile
X
bu tanlik xatti tenliys gatirilir. Dogrudan da '™ =z bera-

- d—y = % bunu
dx

berliyini diferensiallayaraq, tapariq: (1-n)y
(7) beraberliyinde yerine yazsaq ;-%+p(x)22f(x)
(l—n) dx

xotti tanliyini alarnq.

MOSOLOLOR
1. Asagidaki tenliklarin Gmumi hallini tapin:
a) y'=2x-4, by y'=1-e";

v) y'=x+Sinx; g) y' =7+ Cosx;
d) y' = xe".

2. Asagidaki tanliklerin x=0 olduqda vahide baraber
olan xususi hallini tapin:

a) y' =x; b) y'=sinx; g)y =Inx.
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3. Dayisenlarina ayrila bilen tanliklerin Gmumi hallini
tapin:

Doy =1-x b y=4 —yzx);

dx
v) ¥y =10""; e’ 1+—|=1.
)y g) ( dtj

4. Bircins tonliklarin Gmumi hallini tapin:

y? 2xy

, ,(x+y) , Y x ,
a) y FEaaEE )y (=)’ V) y x+y, gy (—H—yz

5. Xatti tanliklarin Gmumi hallini tapin:

a) y'+2y=4x; b)y’+2xy=xe’“'2; v) y'+y=cosx; g)y'+y=sinx.

6. Hindistanin ahalisi teqriben 1 milyard naferdir ve
ilde 3% artir. Bu tempi saxlamagla 20 ilden sonra ne gader
ahali olacaqg?

7. Yarim saat arzinda cisim 100 deracaden 50°C ge-
dar soyuyub (atraf mihitin temperaturu 0° C-dir). Soyumaq
prosesinin tenliyini yazin.

8. Suyun migavimati gayigin sirstile diiz mitana-
sibdir. Avargakenlar avari dayandirdigdan sonra gayigin he-
rokat tenliyini yazin.

9. Forz edak ki, ailoenin ayliq galiri sabitdir, xerclar ise
yigimla mutsnasibdir. Yigim stabillogsacekmi?
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Movzu 13.
BIRTORTIBLI VO YUKSOK TORTIBLI
DIFERENSIAL TONLIKLSOR

13.1. Evans va Solou modeli

Bu bolmada genis mashur olan iqtisadi xarakterli iki
dinamik modeli dyranacayik: avvelca bir amtasli bazarda
barabardlgulu giymatleri musayyan eden Evans modelini,
sonra ise dinamik bir sektorlu igtisadi inkisaf modelini
dyrenacayik. Ikinci model «Solou»-nun baza modeli kimi
mashurdur.

1. Evans modeli. Bir amtasli bazara baxilir, zaman
kesilmaz qabul edilir. Tutaq ki, d(t), S(¢), P(z)-uygun olaraq
t aninda talab, taklif vo emteaanin giymatidir.

Hem taleb va hamda taklif giymatin funksiyalaridir,
yani d(p):a—bp, a,b>0— qiymat artdigca telab azalrr,
S(p)=a + pp, a,p >0 —qiymet artiqca teklif artir. Tobii
olaraq haesab etmoek olar ki, a>a, yoni sifir giymatinde
talob toklifi gqabaqglayir. ©sas ferziyye ondan ibaratdir ki,
giymat telab ve taklifin nisbatinden asili olaraq dayisir:
Ap:y(a’—S)At, burada y >0 yani giymatin artmasi telabin
toklifi qgabaglamasi ile duz mdutanasibdir. Belsliklo,
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diferensial tanlik alirq %:y(d—S). Bu tenlikde tsleb ve

taklifin giymatdan xatti asiliigini yazsaq, xatti qeyri — bircins
diferensial tenlik alanq:

d,
fz—y((mﬂ)p—am), p(0)=p, (1
Bu tenliyin stasionar nogtesi var: p*= (a-a) >0.
(b+p)

Gorunduyd kimi, %>0, p*>p va %<0, p*< p olduqda.
Buradan ¢ixir ki, limp(t)=p*. p,<p* oldugda giymet

artaraq p* — a yaxinlasir, p,> p* olduqda ise azalaraq
yaxinlagir. p* - barabar olgulu giymatdir—yani bu giymatde
taleb va toklif barabardir:

d(p)=S(p)>a-bp=a+pp— p*= EZ;Z,; -

Barabar 6l¢ullu giymat hamginin grafiki yolla da tapila
biler — telab ve teklif diz xatlerinin kasismasi kimi. Talab
diz xetti  d(p)=a—bp ve toklif diiz xetti S(p)=a + Bp
(sokil 1)

Ad s
N
\ S

]
]

o) »
»

po p1r p2 P p

Sokil 1. 265




Bdlma 12.1 b. 5 — da bels tonliklerin halli UGsulu
gOsterilmisdir—sabitin variasiyasi dsulu. Bu Usula gére umu-

mi halli, uygun bircins tenliyin — fl—p+y(b—a)p:0 amumi
t

halli il bircins olmayan (1) tanliyinin har hansi bir xUsusi
hallinin cemina berabardir. Bunun Uuzsrinde atrafli
dayanmayaraq (1) tenliyinin hallini yazaq :

p(t)= poe 7P + EZ;Z%[I e (2)

Vo ya p(f)Z poe—}’(b+ﬁ)t +p*[1_ey(b+ﬁ)t]
Gortindiyti Kimi 1im p(t) = p*.

Evans modelinin diskret analoquna baxaq. Diskret
modelde bazar asagidaki kimi foaaliyyat gosterir: saher
bazarda her hansi S taklifi ve d telebi askar edirlar. Onla-
rnn qgiymatindan asili olarag emtaalarin giymati mintezem
artmaga ve ya azalmaga baslayir: ager sehaer telab tek-
lifden goxdursa giymat artir. ©ger taklif telebden ¢coxdursa
giymat azalr. Tutaq ki, baslangic qiymest p, — dir,
S(p,)<d(p,)- Belslikla, giymat artmaga baslayir. Giin srzin-
de giymet p, - qodar artir. Sonraki gun taklif ve talab bu
p, giymatina uygun olacaq yensa do S(p,)<d(p,) olacaq ve
giymat artmaga baslayacaq ve s. (sokil 1). Lakin bazarin
hérimgak toru modelinden farqli olaraq (bax bdélma 4.1.
b.4) tarazliq noqtesi dayigmir, yani eger giymet tarazligdan
kicikdirse, kicik de galacaq ve butlin proses tarazliq nég-
tasinden sol tarefde olacaq, ager giymet tarazligdan boyuk
olarsa, boyuk ds galacaq ve butin proses tarazliq ndg-
tasinden sag teraefdes olacaq.
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2. Solou modelinin parametrloari. igtisadiyyata va-
hid tam kimi baxilir (struktur bolmelarsiz), burada vahid
universal mahsul istehsal olunur, bu mahsul geyri — istehsal
sferasinda, ham ds isehsalatda istifads oluna biler. istehsal
sferasinda istehlaka investisiya kimi baxmaq olar. Bu model
muhUim makroiqgtisadi aspektloeri, o cimlaedan takrar istehsal
prosesini kifayot qoder adekvat tesvir edir. igtisadiyyatin
voziyyati Solou modelinde bes deayisenla verilir: Y — son
moahsul, L— amak resurslar, K- istehsal fondlar, J-
investisiya, C-qeyri—istehsal istehlakinin dlgisu. Butln dayi-
sonlari garsihigh elagadadirler va zamandan asili olaraq
dayisirlar, yani t zamaninin funksiyalardirlar. Qabul ede-
cayik ki, zaman kasilmeazdir. K, — in ani gostaricilari tgun
forz edacayik ki, k,L— uygun fondlar ve emak resurslarinin

t momentindaki giymatlaridir. Hesab edacayik ki, resurslar
(istehsal vo amok) tam sokilde istifade olunur. illik son
mahsul har bir zaman momentinds orta illik fondlarn ve
amayin funksiyalandir: y=F(k,L). Belalikle, F(k,L)-bitlin
xalq teserrufatinin istehsal funksiyasidir. Son mehsul qgeyri
— istehsal istehlakina ve investisiyaya sorf olunur: y=C+J.
Son mahsulun investisiya uglun istifade olunan hissasine
yigim normasi p deyok, onda J=py,Cc=(1-p)y. Hesab
edacayik ki, yigim normasi sabitdir: p=Const, 0<p<I1.

investisiya siradan g¢ixmis fondlarin barpasi Ggln,
onlarin artirilmasi tg¢uln istifade olunur.

Oger forz etsok ki, fondlarin aradan ¢ixmasi sabit
amsalla u, 0<u<l bas verir, onda
K =K(t+At)-K(t)= pYAt—uKAt  olar ve buna gore de

dk _ ,y_ ik olar. Bger gebul etsek ki, smek resurslarinin

dt

artimi, movcud amak resurslarina mutenasibdir, yani

AL=vL-At. Onda di:vL diferensial tanliyini alariq, onu
dt
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hall ederak tapariq: L = L,e", burada L, = L(0) — miisahide
baglayanda oamak resurslarinin miqdari, ¢=0. Belaliklo,
Solou modeli (sakil 2) sxem va ya sistem tanliklarls verilir:

C=(1-p); =Y
Y=F(K,L), 3) C=(-p)Y
dk
E:W_ﬂk9 K(O):KO
Sekil 2.

F(K,L) funksiyasi istehsal funksiyalarinin sartlarini

Odayir (bax. bdlma 6.1. b. 3 ve ya bolme 9.2 b.1) ve xatti —
bircinsdir,  yeni  F(ik,AL)=AF(K,L). Orta  amak

mehsuldarigin - ve orta fond teminati ;_X
L L
oldugundan alariq y:%:@:F(gJJ:F(/@ 1) axirnci

funksiyani 7(k) ile isare etsak, alariq y = f(k).
k —nin t—ya gora tdremasini tapaq:
dk _d(K,L) (K’L,KL')_E_K(L’j_

dt d L’ L a2

:M_%:py_(ﬂﬂ)k
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dk

Neticeds: o of (K)=(u+v,  k(0)=k, = 4)

t~ |O»

=)

(3) modelinin makroiqgtisadi gosteracileri (4) tenliyi
vasitasile tamamile tayin olunur va amak resurslarinin

dinamikasi L = Lje" .

(4) tenliyi baslangic sertleri ilo verilmis dayisenlarina
ayrila bilan diferensial tonlikdir, buna goéra de onun yegana
halli var. Bu tenliyin yalniz bir nega xususi hallerini tedqiq
edak.

3. Solou modelinda stasionar trayektoriyalar. Sta-
sionar trayektoriyaya baxaq, yani ele trayektoriyaya ki, fond
qurucu k sabitdir ve demali 6z baslangic giymatine bera-
bardir: k(t)=const=k,.

Bela sabit giymata her baslangic barabar olmadigi
ciin onu k° - la isare edsk. Fond yaratmanin bela
giymatine stasionar qiymet deyilir, albstte bu qgiymet

stasionar trayektoriya Uzerindadir: %:0-
dt
Stasionar trayektoriyada makrogostericilarin 6zlerini
nece apardidina baxaq. Makrogostericiler dedikda

K,L,C,J,Y nezerda tutulur (4) tenliyine gors, agar dk =0

dt
olarsa, onda pf(k)—(u+v)k=0 olar vo demali k ° -

asagidaki tanliyin halli olar:
| A (k)= (u+v)k =0 (5)
Isbat edak ki, bu tenliyin halli var.

f(k)=F(k,1) oldugundan, s(x)>o olar, diger terafden
k—w - da f'(k)>0 oldugundan f(k) artan funksiyadir
ve onun artma tempi azalandir. Eyni zamanda (u+v)k
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sabit temple artir. Demali, o'(0)> (x+v) olarsa (5) tanliyinin
yegana k° halliolar, k>0 (sokil 3) .

Beloliklo, stasionar trayektoriyada 4

K,L,C,J,Y Ozlerini nego aparir?

L(t)=Le", k= ? oldugundan

, (¢) (u+v) .
K(t)=k"L(t)= k"L,e” olar. K’ P
Sakil 3.
Analoji olaraq, Y(¢)= (kO)Lt )= fk°)L,e”.
)= (-p)(0)=(1-p)f " )zie”, ()= pf (). Bir yerda
birlesdirok:
L(t)= Le";
K(t)=k"Lye";
Y(1)= /(K Joe”
()= pf (k )Le

Bela bir natice alariq: stasionar trayektoriyada butln
asas makrogdostericilar eksponensial artir vo emoak resurs-
larina mutenasib olurlar.

4. igtisadi artimin «qizil gaydasi». Belsliklo, stasi-
onar rejimda yigimin optimal normasi fondlara gore elas-
tiklik amsalina barabardir (iqtisadi artimin «qizil qaydasi».
Qeyd edak ki, Kobba-Duglas istehsal funksiyasi Ugun dog-
rudur. Basqa istehsal funksiyalari Ggun bu gayda basqa cur
ola biler.

MSSOLSLOR
1. 1) tanliyini atrafli hall edin.
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2. Telab ve teklif funksiyalarini agkar sakilde zamani funk-
siyas! kimi yazin. Bunun Ugun giymatin zamandan asili (2)
dusturu ile ifada olunan asiliigdan istifade edin.

13.2. Diferensial tanliklar haqqinda
bazi umumi malumatlar

1. Diferensial tonliklarin taqribi halli liciin Eyler
tsulu. Kvadraturalarla integrallanan, yeni halli inteqgrallar
vasitesile yazila bilan diferensial tanliklar sinifi ¢ox dardir.
Bu sababdan de nazeriyya va praktikaya lazim olan tanlik-
lari hall etmak Ugun diferernsial tenliklorin taqribi hallarini
tapmaq Ugun Usullan inkisaf etdirmek talebi zaruri olur.
Odalat namina demak lazimdir ki, diferensial tanliklar Uzro
mutaxassis olmayanlar Ugln diferensial tonliklarin tagribi
hallerinin axtariib tapiimasi Ggun 6zlsrinin masgul olmasi
manasiz olardi. Lakin bir sira asas uUsullarin muayyan mo-
mentlarini bilmak faydall olardi. Qeyd edek ki, hallerin adi
gayda ile tapmaq ¢ox zesmet tedab edir, yaxinlagminin
daqiqliyi kifayet etmir va komputerdan istifade etmak zaruri
olur. Onu da qgeyd edak ki, indii hesablama texnikasinin
inkisaf etdiyi bir vaxtda, hetta kvadraturalarla integrallanan
tonliklerinda taqribi hallarini tapmaq Ug¢un kompduterlorin
tatbiqi magsadauygun sayilir. Hatta haller elementar funk-
siyalarla ifade olunan tenliklera de kompduterlerin totbiqi
maqsadauygundur, bele ki, bu funksiyalarin giymatlarini
tapmagq Ugun cadvallerdan istifade etmak daha ¢ox zehmat
vo vaxt taleb edir.

Diferensial tenliklerin teqribi halli Ggin Eyler Gsuluna
baxaq. Bu an gadim ve an sads Usullardan biridir. Bu Usulla

dy/ox = f(x, y) tenliyinin taqribi helli tapilir. Bu Gsulun
mahiyyati ondan ibaratdir ki, (x,, y,) noqtesinden kegan
inteqral ayrisi siniq xatle avez olunur, har bir hisse—dluz xatt
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parcasi muayyan bir noqgtesinde inteqral ayrisina toxunur

(sokil 1).
Yo
L Vn
a ; xO ‘xl xn—l xn = b

Sekil 1.

Bu Usulu [a, b] pargasinda a<b inteqgral ayrisinin
toqribi hesablanmasina tatbigq ederken [a, b] parcgasl
a=x,<--<Xx,=b noqgteleri vasitesile n sayda barabar

hisselers bolinir ve 4 =(b—a)/n hesablamanin addimi
adlanir. Axtarllan hallin x, nogtssindan taqribi giymatini
y,ile isare edok vo f(x ,y) - in giymatini ise y!-lo isare
edsak. y,- i hesablamaq Ggln [x,, x,] pargasinda inteqral
ayrisini x, nogtesinds onun toxunaninin pargasi ilo avez
edak. y =y, +y'h Analoji olaraq y, =y +yh Ve s. Nati-
cede alanq: y, =y,  +y, h. Belslikle, Eyler siniq xattini

aling. Tebii olaraq g6zleamak olar ki, #—0 - da Eyler siniq
xotti axtarilan inteqral ayrisinin qgrafikine yaxinlasar ve
demsali addim kigildikca Eyler Usulu [a, b] par¢asinda daha
daqiq giymat verir. Bu dogurdan da beladir. ©8gar f(x, v)
funksiyasi praktiki ndqgteyi-nezarden ¢ox da mahdudlasdirici
olmayan bir nege serti ddayirse. Oz sadsliyine gore Eyler
usulu praktikada tez — tez tatbiq edilr — burada on
murekkeb y’ = f(x,, y,) qiymatinin hesablanmasidir. Lakin

bazi hallarda teqribi giymati hesablamaq lUg¢ln daha daqiq
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Usullardan istifade edirler ki, bunlari da xUsusi edabiyyatdan
oyranmak olar.

2. Hellin varh@ ve yeganaliyi teoremi. ©gear
dy/dx= f(x, y) tonliyinda f(x,9) funksiyasi
D:xy—as<x<x,+a, y,—-b<y<y,+b duzbucaqlisinda
kasilmoaz funksiyadirsa, D duzbucaglisinda Lipsits sertini
odayarse: |f(x, »)— f(x, »,)|<N-|y, - »,|, burada N— sabit-

dir, onda x, noqtesinin miayyen strafinda bu tanliyin hs-

min noqteden kegan yegans halli var. Bu teorem yalniz x,

noqtesinin misayyan etrafinda hallin varligina ve yegane-
liyine teminat verir. Lipsits sortine goaldikde ise deya bilarik
ki, eger f(x,y) funksiyasinin D duzbucaqglisinda y - & gore

mahdud xUsusi téremasi varsa, onda Lipsits sartlori ddanir.
Bu teoremin isbati ona asaslanir ki, teoremin sartlori
daxilinde Eyler siniq xatti limitde inteqral ayrisini verir.
Praktiki vacibliyina gore diferensial tenlikler nazariyyasi ¢ox
yaxgl inkisaf edib. Misal olaraq diferensial tanliyin
hissalerinin xassalari haqqinda teoremi gostermak olar.

Hallin diferensiallanmasi haqgqinda teorem.
oger (x,, y,) nogtesinin misyyen strafinda, yeni bu

nogtenin  etrafinda mulsyysan duzbucaqlida, f(x,y)
funksiyasinin n — ci tartiba qadar (n daxil olmagla) kasilmaz
xususi téremaleri varsa, onda dy/dx = f(x, y) tenliyinin
y(x,) =y, sertini 6daysn y(x) halli x, néqtssinin misyyan
atrafinda n-ci tertibe qeder (n daxil olmagla) kesilmaz
toramalori var.

3. Diferensial tanliyin hallinin dayanigligi haqqin-
da anlayis. Har hansi real hadiseni riyazi tesvir etmak Ggln
onu sadalesdirmak zerureti meydana galir. Bu zaman
hadisaya tesvir edan vacib faktorlari secgib, nazare alirlar,
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az vacib olan faktorlari ile atirlar. Burada hemin sual ortaya
cixir: Sadalasdirma ugurla hayata kegirilibmi? Ola bilar ki,
nazara alinmayan faktorlar dyranilan hadiseysa gucli tesir
edir, onun kamiyyeat ve keyfiyyot xarakteristikalarini dayise
bilirler. y(x,) =y, baslangic serti ile verilmis dy/dx= f(x, y)
diferensial tanliyina baxaq. Bu ndv baglangic sertleri adaten
har hansi 6lgmanin naticasidir va demali muayyoan xotalarla
alinmisdir. Bu xatalann axtarilan hslle neca tesvir etmasi
suall ortaya ¢ixir. 8gar baslangic sertlerinin Kigik deyismasi
halli glicli deyisersa, bela hall adseten heg bir tatbigi hall
dasimir ve Oyrenilan hadisays onu tetbiq etmak olmaz.
Oger baslangic sertlerin kigik deyismesi hallin de Kkigik
dayismasina sabab olursa, onda hall baslangic seartlerinden
kasilmaz asilidir. Bu masale praktika Ugln ¢ox vacibdir.

Heallerin keasilmeaz asiliigi haqqinda teorem.
Hallin varhg ve yeganaliyi teoreminin sertlari 6dan-

dikde tenliyin halli(x,, y,) néqgtesinin har hansi atrafinda

baslangic sertlerden kesilmez asili olar. Bu teremi aydin-
lagdiraq. Bunun Ugln dy/dx = f(x, y)tenliyinin yegans

hallini y(x, x,,y,)- ile isare edsk, bele ki, x =Xx, oldugda
y =1y, olur. Uygun olaraq x=X oldugda y(x, y) qiy-
matini - (x,, ¥,)- a yaxin giymat alan, halli y(x, x, y)- ls

isaro edak.
Hallin varigi ve yegansliyi teoremina gérs (x,, y,)

noqgtesinin els K strafini tapmaq olar ki, yeni (x,, y,)
noqtesini 6zlnds saxlayan els K duzbucaqglisi ve Xx,
noqtesinin ele J atrafli (x, nogtssini Gzsrinde saxlayan J
pargast) var ki, istanilen (x, y)e K noqtesi Ugln yegana
y(x, x, y) halli var ki, bu nogteden kegir vo J - nin
atrafinda tayin edilib. Hallin baglangic sertlerindan kasilmaz
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asiliigi teoremina gore ixtiyari &>0 Ugln ele dizbucaql
Pc K tapmag olar ki, (% y)eP  olduqgda,

v(x, x,,%,) = ¥(x, X,¥)| <& olar ve bu minasibet Ugin

bitin J pargasinda dogru olar

(sokil 2). Basqa so6zls,

ager (x, y)noqtssi (x,, v,)

noqtasina yaxindirsa,

onda butun Jintervalinda

uygun integral ayrilari do

yaxin olar. Bu teorem hallin

baslangic sertlarden

kasilmaz asilih§ini sonlu

Jintervalinda, x, nogtesinin strafinda gostarir.

©ger bu masalalar sonsuz intervalda tedqiq edilerse,
onda hallin dayanighgindan danismaq olar. Dayaniglhq
anlayisi praktiki vacib anlayigdir. Praktikada dayanigl
olmayan hallerdan ¢ox az hallarda istifada olunur.

4. Yiiksok tortibli diferensial tonliklar vo diferen-
sial tonliklar sistemi haqqinda anlayis. n—tertibli diferen-
sial tanliyin Gmumi sakli asagidaki kimidir:

F(Xa Y, yla""y(n))zoa
ve ya onu Yyuksaktertibli toremays nazaroen halle etmak
mumkun olarsa,
y(”):f(xvyayla“"y(nil)) (1)
Bels tanliklor Gglin asagidaki teorem dogrudur.

Hallin varhgi ve yeganaliyi teoremi.
Onda ager baslangic qiymatleri strafinda f bitin

arqumentlarinin kasilmaz funksiyasidirsa va ikinciden basla-
yaraq butin arqumentlarine gore Lipsits gertini 6deyairse
(1) tenliyinin yegana
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y(xo):yo ﬂy’(xo):y(,)""’ y(n_l)(xo):y(()n_l) y(X) halli var ve
bu hall asagidaki sartleri 6dayir.

Bu teorem birtertibli diferensial tenliyin uygun
teoreminin daqiq imumilagsmasidir (bax b.2).

n tartibli diferensial tanliyin Gmumi halli onunu butin
hallarinin kompakt yazilisidir. n tertibli tenliyin Umumi
hallinde n parametr—ixtiyari sabitler igtirak edir. Bu para-
metrlar qisminds x =x, oldugda funksiyanin ve onun

toramalarinin giymatlari goturula bilerlar. Xususi halda 2 ter-
tibli y"= f(x, y, y") tenliyi Ggln Gmumi hall iki ¢, ve c,
parametrlorden asilidir, mesalen x =x, oldugda y ve )’

giymatlerinden. ©ger bu qiymatleri fiksa etsak, yani
(x,, ¥,) nogtesini versak ve slave olaraq x, ndéqtesinds

axtarilan inteqgral ayrisinin toxunaninin istigamatini versak,
onda bu sertler daxilinde verilmis toenliyin yegana inteqral
ayrisi muayyan olunur.

Misal 1. Yaydan yuk asiimigdir. Yay dartiimiyanda va
yigiimayanda yikin x koordinati sifira baraber gabul
edacayik — bu tarazliq vaziyystidir. Biz ylki asadi dartanda,
yay yuku yuxari ¢gekmays galisacaq. A
Muayyan limitde x —in dayismaesi X
Huk ganunu géra, yayin yuku tarazliga
qurtarmasi quvvasi x kemiyyatina
mutanasib olacaq ve aks isarali 0
olacaq. Demali tecilde bele olmalidir
vo belalikla yukin yayda harakati
proesesini tosvir edan diferensial -q Sakil 3.
tenlik, yani x” koordinatinin ¢t
zamanindan asililigi bele olacaq: x"=-kx(burada basqa
qguvvaler masalen, havanin mugavimati nazare alinmir).
Baslangic sertleri: x(0)=-a, x'(0)=0 asagidaki halli verar,
x(f)=—acos~k t. Yoxlamaq Ggun, x(¢)-ni 2 defe diferensial-
layib, tanlikda yerine yazsaq, emin olariq ki, dogurdan da
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x(¢) tenliyin hallidir. Yoxlamaq olar ki, bu hall baglangic

sortlorini 6dayir. Hallin varligi ve yegansliyi haqqinda

teorema asasan deya bilarik ki, tapdigimiz axtarilan halldir.
n tortibli diferensial tanliyi, birtartibli diferensial

tanlikloer sistemina gatirmak olar. Dogurdan da ' -i y,-ls,

V' =iy, ile, " -i y | -loigare etsak, alarq:
y'=n
:yl: Y2 2)
Vi =l oy ey )
Bu sistem ugun xususi va Umumi hall anlayiglarini,
hamginin baslangic sertlari daxil etmak olar.
Basglangic sertleri har hansi x, ndqtssinds
Y, ¥y, funksiyalannin giymetleri kimi vermak olar,

yani n tertibli tanliyin baslangic sartlori.
Bu mulahizenin tersi de dogrudur. ©ger
ixtiyari (3) birtertibli diferensial tanliklar sistemi verilarsa:

y1' =ﬁ(x’ yl""’yn)a
:y;:fz(x: yla"'vyn)v (3)
y;q :fn(xa yla"'ayn)
Onda onu uygun tartibli bir tenliya gatirmak olar ki,
onu da hall etmak, avvalki tanliklar sistemini hall etmakdan
sada ola biler.

Misal 2. Birinci tartib iki tanlikden ibarat tonliklar
sistemini hall edin:

dy/dx =z,
{dz/dxzy.
Halli.  Birinci tenliyi diferensiallayib alanq: y"==z".
ikinci tenlikden z'-in giymaetini nezere alsaq tapariq ki,
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y" =y Bu tanliyin mumi halli y=c,e* +c,e™* olar. Naticeda
alanq ki, z=ce* —c,e™.

MSSSOLOLOR

«Kagfiyyatgl haqqinda masaleni» (bax. bdlma 1.3
p.1) yada salaq. Maxfilesdirilmis saharda 100000 fahle Ug
boylk zavodda isleyir, seherdes basqa zavod yoxdur.
Kasfiyyatcl kadrlarin yerdayismasi haqqinda malumat alda
edir. Bir ilde A zavodunda igleyan har min nafarden 20
naferi B zavoduna, 15 naferi ise C zavoduna kegir va s.
Soher sakit stabil uzun illardir ki, yasayir. Bu geraitde
kasfiyyatgl har zavodda iglayan fahlalerin sayini miayyan
edir. Siz bunu eds bilarsinizmi?

Bl masala hall olunub. Bu zavodlarda islayan fahle-
larin sayinin 6dadiyi diferensial tenliyi quraq. Kadrlarin yer-
dayismasi fahlalerin sayinin dayismasinin slrati oldugunu
nazare alsaq, asagidaki diferensial tenliklar sistemini alariq.
Bu sistema fohlalerin Umumi sayini gésteran  taenlik da

alava edilib.
A
2 15
7 8
10 >
C

R 10

&
l

278



da/dt =—0,035a +0,007b + 0,008¢ ;
db/dt =0,020a—0,0176+0,010c ;
de/dt =0,015a+0,0106—0,018¢ ;
a+b+c=100 000

(4)

Masaslanin deqiq qoyulusu Uglun baslangic sertlari,
yoni baslangic momentde har zavodda iglayan fahlslerin
sayini alava etmak lazimdir:

a(0)y=a, b(0)=b, c(0)=c. Eyni zamanda isbat
etmak olar ki, bu gertlerden asili olmayaraq ¢t >« - da
a(t), b(t), c(t) funksiyalan har hansi a', b', ¢' sabitlarina
yaxinlasir. Bu adadlera stasionar giymatler deyilir va onlarin
toreamaleri sifira yaxinlasir. ©ger téremaleri sifira baraber
etsok, asagidaki cabri tanliklor sistemini hall etsek, bu
sabitlarin giymatlarini asanligla taparnq:

0=-0,035a +0,007b + 0,008c¢ ;

0=0,020a-0,0175+0,010c ;
0=-0,015a+0,0106-0,018¢ ;
0=a+b+c—-100 000.

Bu tenlikler sistemi bdlma 1.3. b.1—da hall edil-
misdir.

Qeyd edak ki, bels diferensial tanliklar sistemi kutlavi
xidmat nazariyyasinda genis istifada edilir.

Movzu 14.
9DoDi Vo QUVVAT SIRALARI

14.1. ©dadi va quvvat siralari
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1. Siranin cemi. Tutaq ki, har hansi sonsuz adadlar
ardicilh@r verilmisdir:

a])azﬁaf,’...’an (1)
Bu adadlarden duzaldilmis
a, +a,+a, ++a, +---
(2)
simvolu sonsuz sira, (1) adadlarine ise siranin hadleri
deyilir.
Cam isaresinden istifade ederak (2) avazina bels yazirlar:

ian (2, a)

Siranin birinci bir nege ardicil hadlarinin camina onun xUsu-
si cami deyilir:
A =a; Ay=a,+a,; 5 A =a,+a,+ ---+a,;- (3)
Xususi camlar ardiciliginin » — o - da sonlu ve
sonsuz limitina siranin cemi deyilir va bels yazilir:

A=a+a,+ -+a +-- voya Da,.
n=l1

Oger siranin cemi sonlu olarsa, onda onu yigilan
sira, aks halda ise (ager siranin cemi sonsuzdursa voe ya
cami yoxdur) sira dagilan adlanir. Belalikla, siranin ceminin
olmasi suali onun xisusi camlar ardicilliginin limitinin olmasi
ile eyni- guclidur. Siranin yigilan ve ya dagilan olmasi suali
ise onun xususi camlear ardicilliginin sonlu limitinin olmasi ile
eyni guclidir. Bu fikirin tersi de dogrudur: her hansi {b,}

ardiciliginin limitinin ~ olmasi  suali b +(b,—b)+
+---4+(b, —b, ,)+--- sirasinin caminin olmasi ile eyniguclu-

dar.
Misal 1. Sonsuz siraya misal olaraq yaxs tanidigiz
handaesi silsilani gOstera bilarik

b, bq,bq’, ---,bq"",--- g#1, oldugda onun xisusi cemi
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S,=(b-bg")/(1-g). Melum oldugu kimi |g/<1 oldugda
limS, =b/(1-q) olur. Bu ise sonsuz azalan handasi silsinin

comidir. |¢|>1 olduqda bele hendesi silsile dagilan siraya

misaldir, bele ki, ¢>1 oldugda onun cami sonsuzdur.
g < -1 oldugda isa handasi silsilanin cami yoxdur.

igtisadiyyatda sonsuz siralar ve onlarin comi asasen
nazeri tadqgiqatlarda ortaya ¢ixir. Tutaq ki, muddstsiz,
nominal dayari 1000 dollar va 3 faizli kuponu olan istiqgrazin
bazar qiymetine baxiir. Bu o demakdir ki, bu istigrazin
sahibi her il 30 dollar alir. Bele sonsuz 6&denislerin  asl
giymatini neca tayin etmak olar? Bir qayda olaraq har bir
valyuta inflyasiyani ¢ox zarerli hesab edirdiler, lakin bu
muharibadan sonra demak olar ki, hami  kicik faizli
inflyasiyani (yoni 1-2 % -li) faydall hesab etmaya basladilar.
Oger inflyasiya bir ilde 2% olarsa, onda, bir ilden sonra
alinacig 30 dollar 30/(1+0,02) dollar, 2 ilden sonra

30/(1+O,02)2 va s. olacaq. Beloa cixir ki, har il alinan sonsuz
30 dollar, asagidaki siranin cemi ile ekvivalentdir:

Z 30/(1+0,02)2, yani sonsuz azalan handasi silsilanin
n=0

comi ile ekvivalentdir.

Malum dusturla hesablamaq olar ki, bu siranin cemi
1530 dollardir. Kegmis va gelacek 0Odanislerin buglnki
ekvivalentlarini tapmaq diger seraitlerde de tatbiq olunur.
Masalan, tutaq ki, firmanin galecak faaliyystinde iki stra-
tegiyaya baxilir. Bu strategiyalardan hansinin yaxsi oldugu-
nu bilmak Ugln gealacek manfeati bu gun hesablamaq va-
cibdir. Galacek maenfeatin bugunku, ekvivalenti sonsuz si-
ranin cemi sakilinda ifade olunur. Hansi cem bdyukdurss,
ona uygun strategiya daha yaxsi hesab olunur va segilir.
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2. Yigilan siralarin xassalari va yigilma alamatlari.
Bu movzudaki isbatlar gox sadadir ve buraxilmisdir.

©ger (2) sirasinda birinci n sayda hadleri atsaq,
onda alinan

an+1 + an+2 +- (4)

sirasi (2) sirasinin n - ci hadden sonraki qalgi adlanir.

A. Bger (2) sirasi yigilandirsa, onda onun istenilan
(4) qahd da yigilandir, aksina (4) galginin yigilmasindan
cixir ki, (2) sirasi da yigilandir. Belslikla, siranin sonlu sayda
hadlarinin atilmasi ve bir ne¢a yeni hadlarin slave edilmasi
onun yigiimasina ve yaxud dagilan olmasina tasir etmir.

B. Siranin m - ci haddinden sonraki dagilani », - ls
isare edak. Onda ager avvalki sira yigilandirsa, m — « - da
r, sifira yaxinlagar.

C. Yigilan siranin ap, - Umumi haddi sifira yaxinlasar.
Bu sert siranin yigilmasi Gglin zaruri gartdir; bu sert 6den-
madikda sira yidilan ola bilmaz, yeni sira dagilan olar. Lakin
bu sert kafi deyildir, bu sert 6danildikde bele sira dagilan
ola bilar. Yigilan siralarin sade xassalarini gostarak.

C. Bger yigilan siranin har bir haddini eyni bir adada
vursaq, siranin yigilan va ya dagilan olmasi pozulmur, cemi
ise hamin adada vurulur.

D. iki yigilan siranin hadbshad toplamaq va ya gix-
maq olar, bele ki, (a, b))+ (a, £b,)+--- sirasi da yigilan

olar va onun ceami A+ B - a barabaer olar.

3. Sabit isarali siralarin yigilma alamatlari. Bels
siralarin batin hadleri ya manfi deyildir, ya da musbat deyil-
dir. Batin hadlari manfi olmayan, yeni qisa desek musbat
hadli siralari dyrenak. Belslikls, tutaq ki;

al,az’ ...,an... (5)
sirasinin butun hadlari menfi deyildir a, >0. Onda aydindir
ki, batin xususi camler da manfi olmayacaq ve xUsusi
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comler ardicili§i 4, monoton artan olacaq. Bele ardiciligin

hamiga limiti var: ager bu ardicilliq yuxaridan mahduddursa,
onda sonlu, aks halda iss sonsuz limit var. Asagidaki nati-
coni aling.

Natica: Musbat siranin hamisa cemi var; agar xUsusi
comlar yuxaridan mahdud olarsa, onda cam sonlu, sira ise
yigilan ve aks halda cem sonsuz, sira ise dagilandir. Mis-
bat hadli siralarin yigiima slamatlerine kegmazdan avval
harmonik siranin dagilan olmasini isbat edek. Asagidaki si-
raya harmonit sira deyilir:

1/1+1/2+---+1/n+---=i1/n
Aydindir ki, asagidaki berabersizlikngogrudur:
Y(n+1)+---+1/2n) > n-1/(2n) =1/2
Siranin birinci iki haddini ataq, onda qalanlarini har

grupda 2, 4, 8, ...2%, ..., hadler olmagla gruplara bélak:
(1/3+1/4) + (1/5+1/6+1/7+1/8)+---+
%f_/

2 4

+ (/@ D) 1/ @5 +2) 4+ 1/2F +28)) 4

2k

Bu cemlerin har biri ayriligda % - dan boéylk olar.

Tutaq ki, H— ilk n sayda haddin cemidir, onda H, >k-1/2

olar. Goruruk ki, xtsusi cemler yuxaridan mahdud deyildir.
Demali, harmonik sira dagilandir. Siralarin yigilan ve ya
dagilan olmasini  muiayyan etmak Ugln c¢ox vaxt onlari
basqa sira ile mugayise edirlor, ele siralarla ki, onlarin
yigilan va ya dagilan olmalari miayyan olunmusdur.

Teorem 1. Tutaq ki, iki (A) ve (B) musbat siralari
verilmisdir:
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a +a, ¥ a, e (A)
b+b,+ b+ (B)
©ger muisayyan némraden baslayaraq a, <b, bera-

bersizliyi 6denarsa, onda (B) sirasinin yigilmasindan (A)
sirasinin yigilmasi ¢ixir va ya (A) sirasinin dagilmasindan (B)
sirasinin dagilimasi gixir.
Misal 2. i[l/(n—l)”—l/n”] (o >0) sirasi Gglin n - Ci
n=2
xUsusi cem l—l/n" - ya berabardir, n —> o onun limiti 1-a
barabardir, demali bu sira yigilandir. indi ise bu sira ile

muqayise edarak ZI/n“" (o >0) sirasinin yigilan oldu-

n=1
gunu gostarak.

1/x” azalan funksiyadir. Bu funksiyaya [n—1, n]
intervalinda Laqgranjin orta giymat teoremini (bax bdlma
5.2. b.1) tetbiq ederek alarq 1/(n—1)° —1/n° =c/(n-0)"",
burada  0<@<l. 1/n" <1/(n—-6)""  oldugundan
1/n" <[1/(n=1)" =1/n° |/o olar. Yuxarda géstermisdik ki,

i[l/(n—l)”—l/n”] sirasi yigilandir. Demali teorem 1-8

n=2

gére >'1/n"* sirasi da yigilandrr.
n=1
Praktikada teorem 1-dan alinan asagidaki teorem
daha alverisli olur. (Ferz edaceyik ki, (B) sirasinda muayyen
haddan baslayaraq, butin hadler ciddi misbatdir).

Teorem 2. ©ger [ima,/b,=k olarsa, onda (B)

sirasinin yigilmasindan (A) sirasinin yigiimasi ¢ixir, nazarde
tutulur ki, &£ >0 - dir. Belalikle, 0 <k <o oldugda har iki sira
eyni zamanda ya yigilir ve ya da dagilir.

Asagidaki teorem 3 teorem 1 —in naticesidir.
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Teorem 3. ©gar muayyan ndmraden baglayaraq
a,<b, b, berabarsizliyi 0denerss, onda (B) sirasi yi-

n+l
gilandirsa (A) sirasi da yigilan olar agar (A) sirasi dagilan
olarsa, onda (B) sirasi da dagilan olar. (Farz olunur ki,
nainki b, #0, hamde a, #0).
Misal 3. 1-3 teoremlerindan istifade ederak, harmo-
nik sira ile ve misal 2-daki sira ile miuqayise edarak, Asa-

gidaki siralarin yigilan ve ya dagilan olmalarni muayyan
edak.

an+1

Teorem 1 — 8 8sason:

1) il/q/n(nﬂ) sirasi dagilandir: 1/1/n(n+1)>1/(n+1);
2) il/,/n(nﬂ) siras! yigilandir: l/w/n(n2+1)>l/n%;

3) in'/n sirasi yigllandir:  nl/n" <2/n* (n>3).

n=l

Teorem 2-ya asasen:

4) il/(n 2/n) sirasi dagilandir: 1/(n &/n):1/n - 1;

5) i(l—cosx/n) - sirasi yigllandir: (1-cosx/n):1/n* — x*/2

n=l1
Siralarin yigilan ve ya dagilan olmasi lglin daha iki
alamati gostarok. Bu siranin handssi silsile ile muqayise-
sina asaslanir.

Kosi slamati. (A) sirasi ugun K, :n\/a_n ardigilhgini

dizeldak. ©gar he¢ olmazsa kafi gadar boylk n — ler Ggln
k, < q berabersizliyi 6denarsa, burada g - sabitdir ve vahid-
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dan kigikdir, onda (A) sirasi yigilandir; agar misyyan ném-
raden baslayaraq &, >1 olarsa, onda (A) sirasi dagilandir.
Dalamber slamati. (4) sirasi uglin L, =a

cilhgini diizeldak. ©gar heg olmazsa kafi gader boyuk n - ler
ugun L, <q barabarsizliyi 6denarss, burada q — sabitdir va

vahidden kicikdir, onda (4) sirasi yigilandir, agar miayyan
némraden baglayaraq L, >1 olarsa, onda (4) sirasi dagi-

landir.

a, ardi-

n+l

Makloren—Kosinin inteqral elamati. Bu alamat forma-
sina gora avvalkilarden farglanir. O, siranin integralla miqga-
yisoesina asaslanir.

Tadgqig olunan > a, sirasini Y f(n) sokilde yazaq,

n=1 n=1
burada f* funksiyasi x>1 oldugda kasilmaz, musbat ve mo-
noton azalandir.

Tutaq ki, F(x) - funksiyasi f(x) - in har hansi ibtidai
funksiyasidir, bele ki, f(x)>0 oldugundan x —»> o - da
F(x) artandir, sonlu va ya sonsuz limiti var. Bu limit sonlu
oldugda

0

S F(+1)~F(n) (6)

n=l1

sirasi yigilandir. Bu limit sonsuz olarsa, onda sira dagilan
olar. Tadqiq etdiyimiz sirani bu sira ile mugayise edak.

Lagranjin orta giymat haqgqginda teoremina asasan
(bax bdlme 5.2. b.1) alariq:

F(n+1)-F(n)= f(n+0),burada 0<8<1. f(x) mo-
noton azaldigindan

a,,=fm+)<Fm+)-F(n)< f(n)=a,.
Oger (6) sirasli yigilan olarsa, onda teorem 1-a asa-

san Y a,, =Y f(n+1) sirasi da yidilan olar. Beloki, bu

n=1 n=1
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siranin har bir haddi (6) sirasinin uygun haddinden kigikdir.

Onda avvalki Zan sirasi da yigilan olar. ©gar (6) sirasi
n=1

dagilandirsa, onda avvalki sira da dagilan olar, belski, onun

har bir haddi (6) sirasinin uygun haddindan bdyukddr.

Buradan isa inteqral ealamati alinir: qgabul etdiyimiz

forziyyelorlo Zan sirasinin yigilan ve ya dagilan olmasi
n=1

n—ow-da F(x) funksiyasinin sonlu limitinin olub-olmama-

sindan asilidir. F(x) ibtidai funksiyasini j]xf(t)dt sokilinda

goturmak olar.
Malum oldugu kimi x — co-da bu integralin limiti qey-

ri-maxsusi inteqgral j]xf(t)dt (bax bélma 11.1 b.1) adlanur.

Demsali badigimiz siranin yigilan ve ya dagdilan
olmasi bu integralin sonlu ve ya sonsuz limitinin olmasindan
asilidir. Siralarin yigilmasi i¢clin daha daqiq ve daha murek-
kab alamatler var. Bu slametlarle xususi edabiyyatda tanis
olmaq olar.

4. isarasini dayigan siralar. Miisbat ve menfi isaresi
hadlari novba ile dayisan siralar bele adlanirlar. Bele siralar
dclin gox sade va alverigli yigilma alamati var.

Leybnis olamati. ©ger isarasini dayigan siranin
¢, —¢,+c,—c, +--+,, burada ¢, >0 hadlari mutleq giymatca

monoton azalandirsa va sifira yaxinlasirsa, onda sira yigilan
olar. Qeyd etmak lazimdir ki, bu siranin qaliginin isarasi
siranin birinci haddinin isarasi ila eyni olar ve mutlaq qiy-
matca birinci haddan kKigik olar.

Misal 4. > (-)""/n=1-1/2+1/3-1/4+--

n=l

ve i(—l)””/n:1—1/2+1/3—1/4+---

n=l1
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Har iki sira Leybnis alamatina gora yigilandir. Siranin

mutleq yigilan olmasini aydinlagdraqg. Zan - sirasinin hadle-

n=1

rinin matleq giymatlaerinden dlizalen sira yidilan olarsa, on-

da avvalki sira miitlaq yigilan adlanir, yeni agar > |a,| - sI-

n=1

rasi yigilandirsa, Z“n - sirasI mutleq yigilan adlanir.

n=1

Aydindir ki, >'|a,|misbat siradir ve onun yigiimasi

n=1
Ucun 3-cU bendds hazirlanmis butin aparatdan istifade
etmak olar. Qeyd etmak lazimdir ki, sira 6zi yigila bilar,
lakin mutleq yigilmayan olar. Masalen 4-ci misaldaki birinci
sira yigilandir, lakin onun hadlerinin mitleq giymatlerinden
dizalan sira harmonik sira oldugundan dagilandir.

5. Quvvat siralari. Asagidaki sakilds verilon siralar

Zanx":a0+a1x+a2x2+---+anx"+--- (7)
n=0
quvvet siralari adlanir.
Teorem 4. ©ger (7) sirasi x=d olduqgda yigilandirsa,

onda |x/<|d| sertini &deyen istenilen x dgin mitleq
yigilandir.
Isbati. Y a,d" =a,+ad+a,d’ +--- sirasinin yigilan
n=0
olmasindan ¢ixir ki, onun Umumi haddi sifira yaxinlasar ve
demali mehduddur, |a,d"|<M . Tutaq ki, |{<|d|. Onda,

a,d"|("/a"|)< Mlx/d]" ofar.
Demali, siranin hadleri handasi silsilanin
M+M|x/d|+M|x/d|2+-~- uygun haddindan kigikdir, burada

n
a,x
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|x/d|<1. Bu silsile azalan oldugundan yigilandir, onda teo-

a,x"|, |x| <|d| sirasi da yigilan olar.

3

remi 1-o asasan z
n=0

Ele quvvat siralari vardir ki, x - in sifirdan ferqgli heg
bir giymatinda yigilan olmur.

o0

Maesalan, Zn!x" - sirasinin x#0 oldugda dagilan

n=1
olmasini Dalamber alamati ile gostermak olar. Farz edak ki,
x - in ele qiymatlari var ki, (7) sirasi yigilandir. Bele x — lorin
coxlugunu S - ile isara edoak. ©ger bu ¢oxlug yuxaridan
mahdud olmazsa, onda teorem 4-s asason bels sira ixtiyari
x Ugln mutlaqg yigilan olar. ©ger S ¢oxlugu mahdud olarsa,
onda R onun yuxari serhaddidirss |x>r oldugda (7) sirasi

dagilan olar, |[x|<R oldugda yigilan olar, x=%R oldugda

siranin yigilmasi ve ya dagilmasi aydin deyil.

Teorem 5. Har bir quivvat sirasi Ugun yigiima oblasti
biitiin [~ R, R] intervalidir, {ic néqteleri daxil ola da biler,
olmaya da biler. R sonsuzlugda sifirda ola biler. Bu
intervalin daxilinda (— R, R) sira mutlag yigiir. R adadina

siranin yigilma radiusu deyilir. Yigilma radiusunu tapmagq
ucln bele hearakeat edirlor. Asagidaki ardicilhgi dizaldirler

S, =la, S, =la) , S, =3/a], . ..

Bu ardicillig Umumi halda bir ¢ox limit nogtslerine
malik ola biler, yoni 6z alt ardiciliglarinin limitlerine. isbat
etmak olar ki, bu limitlarin an boylyunin ters giymati yigil-
ma radiusuna barabardir.

Misal 5. Zx"/n" - sirasinin yigilma intervalini va yI-
n=0

gilma radiusunu tapaq. S, =1/la | =n"" ardiciligini dizsl-

dok. limn"” =1 oldugundan, yi§ilima radiusu R =1/1=1 olar.

n—>0
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Demali (-1, 1) intervalinda baxilan sira mitleq yigilandir.
Intervalin uclarinda yigilmani tadqiq edek. x=-1 yalniz

p >0 olduqgda Z(—l)"/n” - yigilir,  p<0 olarsa siranin
n=0

hadlari sifira yaxinlagsmir. Qeyd edak ki, 1> p >0 oldugda

siranin  yigiimasi mdtlaq deyildir. x=1 p>1 olduqda

il/n” yigilandir.
n=0

MOSSOLBLOR
1. Asagidaki siralarin yigiimasini gosterin ve cemleri-

ni tapin:
i/n(nJrl) ZI/n(n+3) 21/(2;1 N2n+5)), Z(3"+2")/6"

n=1 n=1

2. Yiglma slamsatlarinden istifade ederak siralarin

yigilan va ya dagilan oldugunu goésterin:
i(n+l)/(n2+l), isinﬁ/? : i((\/_—\/nﬂ)), il/\/n“rl
n=1 n=1 n=1 n=1

3. isaresini dayisen siralarin yigilan oldugunu goste-

rin:
2 D'@n=D/@n), Y (=" /(n-lnn)
n=l1 n=1
4. Quvvat siralarinin yigiima radiuslarini tapin:

ix”, i“x”/n2 , ix”/\/;, in(n—l)w” , ix"/(n+\/;).

n=l1 n=l1
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Hissa 3. Ehtimal nazeriyyesi

vo igtisadiyyatda statistik usullar

Coxlan hesab edirler ki, ehtimal nazariyyasi basa
distlmak ve manimsamak lglin ¢etin elmdir. Umumiyystlo
bu dogrudan da beladir. Bu elmi abstrakt ve gundalik ig-
larden va masguliyyatlorden uzaq hesab edanler do az
deyil. Bu isse yaniimadir. ©sl menada iss biz ehtimal nazas-
riyyasi ile tez-tez rastlasiriq, artig maktabi qurtarib, ali mak-
toblero hazirlagsanda, muxtslif situasiyalari disunandas
mahz ehtimal nazariyyasi moévqgeyinds fikirlagirik. Masalan,
dostunun «Sanin instituta gebul olunmaq sansin necadir?»
sualina taxminan bele cavab verirsiniz: «Fikirlagiram ki, 80
faiz sansim vary». Va bir-birinizi gézal basa dusUrsunuz.
(Lakin cavab veran nayi nazards tuturdu va sual veran nayi
basa disdiyund hamisa aydinlagsdirmaq olmur). Telaba
auditoriyasinda ehtimal nazariyyasinin ilk muhaziresinde
man telabalara ehtimalla alagadar bir ne¢a suallar verdim
vo talebaler suallara tamamils dogru cavablar verdiler.
Suallar ¢atin deyildir: «agar metal pulu 10 dafe atsaq, gerb
UzU texminan negoa dafs dugsar?», «Oyun zarini atdigda cut
reqgemin dusmasi ¢ox ehtimallidir, yoxsa 6 reqeminin dus-
masi?»
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Bir az ¢atin suallara masalen, «hansi giymatli kagiz-
lar daha etibarlidir, dovlsatin ve yaxud har hansi girkatin?» —
kimi suallarada telabalar adaten dizgln cavab verirlor. Bu-
rada qeyd etmak lazimdir ki, verilon cavablarin dizgun va
keyfiyyatine goro hetta ehtimal nazeriyyssini dyranandan
sonra nayise alave etmak mumkun deyildir. Bu da onu
gosterir ki, telabaler ehtimal nazeriyyasi haggqinda ¢ox sey-
lari bilirdiler, lakin bu bilikler yalniz intuitiv xarakter dasi-
yirdilar. Ehtimal nazariyyasini dyrenmak bu biliklari moh-
kamlandirir, aydinlagdinr ve geniglondirir.

«Anna Karenina»-nin muallifini bilmayan adamlara
cahil deyirlar. Eyni s6zu isigin suratinin maddi cisimlarin an
bdylk surati oldugunu bilmayenlere de aid etmak olar. Bu
sebabdan da her bir madani insan ehtimal nazariyyasinin
he¢ olmazsa sade elementlarini bilmalidir, ona goére ki, bu
nazariyye bizim qarsimizda yeni stoxastik ganunauygun-
luglar, yani muasir dinyani daha derinden dark etmak lUgln
yeni dinyagorisiu baxs edir. Bu ganunauygunluglarla bas-
layaq. Siza ugurlar, sabr va inad!

Movzu 15.
TOSADUFU HADISOLBR

15.1. Tosadufii hadisalar

1.Determinist ve stoxostik ganunauygunluqlar.
indiye gader dyrendiyimiz ganunauygunluglar esasen bels
tip ganunauygunluglar idi: «9gar kompleks A sartlori 6de-
narsa, onda mutleq B hadisesi bas verar» Masalon, «©ger
suyu normal saraitde 100°C gader qizdirsaq, su gaynayar »
ve yaxud «agar adam dagl yuxar atsa, das mutlaq yera
duser». Ola bilmaz ki, bes nafar das atsin, dérdunun dasi
yera dussun, birininki ise havadan asili galsin. Bele qanu-
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nauygunluglara determinist ganunauygunluglar deyilir. Te-
sadufu hadiselar da olur. Masalen, bes nafer metal pulu
atir, bunlarin besininde gerb 0zinin muitleq dismasini
demak olarmi? Slbstte demak olmaz. Hadise (masalen,
gerb UzUnun dismasi) ona gore tesadufu adlanir ki, muay-
yon kompleks soartlor daxilinde bas vers de bilar, bas
vermaya da biler. Bir misal da gatirak. Kligeds tesadufu bir
neferi saxlayib, ondan Uzr isteyarok kegan xastelondiyini
sorugsaq, yagin ki, onun cavabini avvaldan prognozlasdira
bilmarik. Belslikla, tesadufu hadisenin bas veraceyini av-
valdan demak olmaz.

Yalniz bir halda, vahid sinaqda tssadufi hadisanin
bas vermasini demak mumkuin deyil. Lakin statistikaya bax-
saq, onda goraerik ki, 1996-ci ile Moskva sakini orta hesabla
8 guin xatalanib. Qeyd edak ki, Moskva hdkumatinin uygun
sbbasi uglin heg¢ manasi yoxdur ki, konkret Sidorov M.M.
1996-ci ilde xastealanib, ya yox. Bu séba Moskva saharinin
asas ohali kutlasi Ugun qarar gebul edir (dasrman sifa-
risi,yeni xastaxanalarin tikintisi va s.), bu manada ayrica bir
nafer hagqginda informasiya ele de mihim deyil (Dogrudur
baxir bu adam kimdr? Bels ki, matbuatin malumatina goére
5 noyabr 1996-ci ilde B. Yeltsinin maghur emalyatina Ru-
siyanin dovlst budcesinden 32 milyard rub pul xarclen-
misdir). Qerarlar gabul etmak Ugin Umumilesdiriimis orta
informasiya muhumdur.

Belalikla, bas veron tesadifl hadisalarin asas toplu-
mu-konkret halda 1996-ci ilde Moskva shalisinin xestalen-
masi haqqginda informasiyanin deqig ganunauygunlugu var:
har bir nefer Moskva sakini 8 gun xaste olub. Bele ganuna-
uygunluglar stoxastik (tesadifli) ganunauygunluglar adla-
nirlar. Bele gqanunauygunluglar he¢ de az deyildir, onlar bizi
har terafden ahats edirlor. Misallar gatirak.

Misal 1. 1996-c1 ilde Moskvanin tereavez bazasina
1 milyon ton kartof gatirilib,
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Orta hesabla hamin il har bir moskvali 100 kq kartof
yeyib. Olbeatte, demak olmaz ki, konkret har bir Moskva
sakini bu gader kartof yemisdir.

Misal 2. Ailali kisilar vaxtlarini televizor gargisinda su-
bay kisilorden daha ¢ox kegirir.

Misal 3. 1996-ci ilde Moskva ohalisi 1995-ci ilde-
kinden ¢ox vergi 6dayiblar. Bu misallarin har birinds gos-
tariloan ganunauygunluglar bdyuk kutleni xarakterize edir,
lakin konkret bir nafer hagqinda heg¢ bir informasiya vermir.
Stoxastik ganunauygunlugun determinist ganunauygunlug-
an fargi de mahz bundan ibaratdir.

Determinist ganunauygunlugu ¢oxlugun har bir ele-
mentini tasvir etdiyi halda, stoxastik ganunauygunlug ¢ox-
lugu yalniz bitdvliikds, tam halinda tasvir edir. Tadqiq olu-
nan bele boyuk ¢oxluq bas ¢oxluqg adlanir. Nazari baximdan
bu c¢oxlug sonsuz da ola bilar. Tutaq ki, X ¢oxlugunun
elementloeri har hansi a - alamaetine gore Oyranilir. Ferz
edak ki, bu slamati olan elementlardan ibarat alt goxluq 4 -
dir. Istenilen X elementini gétirsek, bu element a xassasini
Odaya da bilar, 6demayas da bilar.

Tutaq ki, tadqgiq etmak Ugun bir nege element go-
tirmisik. Bels elementlorden ibarat I alt goxlugu segma
adlanir. Yada salaq ki, ixtiyari Y ¢oxlugunun elementlarinin

sayini ‘Y‘ ilo isara edirlor. Demali ‘W‘ segmanin element-
larinin sayidir va yaxud segmanin hacmidir. Nazara alaq ki,
W N A- a xassesini ddeyen elementlordir, demali [V N 4]
-segmoanin a xassasini 0dayan elementloerinin  sayidir.
‘W M A/W‘ ise 4 - nin elementlorinin /' -doki hissesidir.

2. Tezlik va ehtimal. Ehtimal nazariyyasinin ilkin
O0denilma marhalesinda biz ¢ox sade tasadufl hadiselera
baxacayiq. Bir daha geyd edak ki, tesadufi hadisalar miuay-

294



yon sinaqglarla (tacriba ila) alagadardir. Bu sinaglar natice-
sinda hadise bas vera da biler, vermaya da bilar. Belo sade
sinaglara misal olarag metal pulun ve ya oyun zarinin
atlmasini gostermak olar. Metal pulu simmetrik, ¢ox nazik
(nazeri cehatdan sonsuz nazik) sixligina gora bircins hesab
edacoeyik. Metal pulun bir Gzinds gerb, diger uzinds ise
reska (yazi) tesvir edilmisdir. Oyun zari handesi duzgin
kubikdir, sixigina gére bircinsdir; onun Gzlsrinde 1-ds 6-ya
gader raqamler tasvir edilib. Metal pulun atiimasi ila iki
tasadufl hadise baghdir: gerb Gzinin yuxar dismasi — onu
G ile isare edak va ya yazi olan Gzin yuxar digsmasi-onu R
ilo isara edok. Oyun zerinin atiimasi ile gox tesadufi ha-
disaler baglidir. Masalan alti hadisa /; = «oyun zarinin yuxari
Uzlinde i ragaminin olmasi», i =1, ---,6; ve yaxud D hadi-
sasi = «cut reqemin dismasi», ve ya N= «tek reqemin dus-
masi» va s. intuisiyaya ve adi s6zler olan «daha imkanl»,
«berabar imkanh» ve s. sdzlerindan istifade ederak baxilan
hadisaleri tehlil edak.

Metal pul simmetrik oldugundan G va R hadisalarinin
hansinin daha imkanh oldugunu demak olmaz, ona géra da
deye bilerik ki, G va R eyniimkanli hadisalardir. Eyni se-
babdan batin /, i=1,---,6, hadissleri do eyniimkanh hadi-

solordir. Basga terefden D hadisesi /,, i=1,---,6 hadise-

larinin har birinden daha imkanldir. Lakin bele xarakteristi-
kalar hadisanin «tesadufiliyi»-ni «daha imkanhy, «baraber
imkanli» ve s. sozlarle ifade etmak yalniz keyfiyyat xarakteri
dasiyir.

Kamiyyatc¢a qgiymat vermak tesabbusiu «ehtimal» an-
layisina gatirir.

Torif 1. Sinaq kegirdikde hadisanin bas vermasi 6l-
cusU onun ehtimali adlanir.

Sonralar biz bu terife daha daqiq mana veracayik.
Sinaq naticasinda bag veran va ya bas vermayan har hansi
A tesadifi hadisasine baxaq. Bu sinagi bir nece defe tok-
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rarlayaq, masalen n dafe. Calisaq ki, bu sinaglar eyni sera-
itde bir-birinden asili olmayaraq kegiroek. Deyirlor ki, bela
sinaqlar uzunlugu n olan E-seriyasi amale gatirir. Tutaq ki,
A hadisesi E seriyasinda k defse bas verib. Onda k/n
kamiyyati 4 hadisenin E seriyasinda tezliyi adlanir ve
(A4, ) ilo isare edilir. Aydindir ki, 0<y(4, €)<1 ham da

geyd edask ki, iki ¢, &, seriyalarinda hatta eyni uzunluglu
olsalar bels y(4, &)#y(4, ¢,). Lakin g seriyalarini
i=1,2,---, kegirdikde seriyalarin uzunlugu c¢ox bdylk
oldugda y(4, &) kamiyyati asagidaki manada stabillesir,
sixlasir: evvalca vergulden sonraki birinci reagam p, stabil-
lasir, sonra 2-ci reqem p, ve s. Alinan 0, p,, p, -+ limit

adadini A4 hadisasinin ehtimali hesab etmak lazimdir.
Adstan ehtimali P herifi ile isare edirler. Yuxaridaki
misallarda gostarilon tesadufu hadisalerin ehtimallan bela
olar:

P(G)=P(R)=1/2, P(B)=1/2, P(e;,)=1/6 istanilen
i=1,2,---,6 ugln.

Oslinda ise hadisenin tezliyi ilo ehtimalini alagslan-
dirmak tasvir etdiyimizden xeyli ¢atindir. Bu alaganin izahi-
na qayidacagiq. Halalik ise asagidaki natica ila kifayatlonak.

Terif 2. Tesadufi hadisanin ehtimall uzun seriyal si-
naqlarda onun bagverma tezliyinin mucerrad ifadessidir. Eh-
timalin bels basa dusulmasi praktikaya ¢cox yaxindir, amma
yuxaridaki terif (bax.terif 1) ehtimal hgginda nazeri tesev-
vurlerin tez inkisaf etdiriimasina imkan yaradir.

3. Ehtimalin hesablanmasinin klassik diisturu.
Malumdur ki, ehtimal nazariyyssi salon oyunlarinin (poker,
preferans va ya domino ve s.) tehlilinden baslayib. Bu
oyunlarda kartin bir gox kombinasiyalar (ve yaxud basqa
elementlari ) eyniimkanhdir. Bu kartlarin eyni olgtda, eyni
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materialdan hazirlanmalarn ile ve onu paylamazdan avval
diqgatle garisdirimasi ile alda olunur.

Misal 4. «Preferansist mesalesine» baxaq. Uc ne-
for oynayir. Karti paylayan har igtirakgiya 10 kart paylayir 2
karti ise Ustalik alinma ugun saxlayir. (Preferans oyununda
comi 32 kart var. Altiiglar oynamir). Ustelik alinma Ugln
saxlanilan kartlarin iki tuz olmasi ehtimali nega olar?

Hoelli. Bu masals agagidaki sade masasle ilo ekvi-
valentdir: kart dastindan iki kart goturalur. Goéturulen kartla-
rn tuz olmasa ehtimall na qaderdir? 32 kartdan 2 karti neca
kombinasiya ile goturmak olar? Elementar hesablamalar
gosterir ki, n=(32x31)/2=496. Bunlardan negsasi yalniz
tuzlardan ibaratdir? Yena da hesablamaq c¢atin deyildir ki,
m=(4-3)/2=6. Onda m/n=6/496=1/83, , bu ise axtarilan
ehtimaldir. Ehtimal neazariyyasinin ilkin inkisafinda belo
hesablamalar aparirdilar. Bunun asasinda ise asagidaki
klassik dustur durur.

Ehtimalin hesablanmasi (i¢lin klassik dstur.
Tutaq ki, 4 hadisesi m(A4) halda bas verir, bitiin

hallarin sayi ise n - dir, onda P(A) =m(A)/n.

Bir sinaqda B, C hadisalari birlikde bas vers bilmaz-
larsa, onda onlar uyugsmayan ve ya birge olmayan hadisaler
adlanirlar. Masalan, yuxarida gostardiyimiz G, R uyusma-
yan hadisalordir.

©ger sinaq naticesinda hadisalar qrupunun har han-
sI biri mutlaq bas vererse, onda bela deyirlar ki, bu hadi-
salor tam qrup teskil edirlor. Yena de yuxarida goster-
diyimiz G,R hadisalari tam qrup teskil edirler. Yuxaprida
ehtimalin klassik dusturunda iglatdiyimiz «hal» s6zuna indi
aydinhq gatira bilarik.

Hal-eyniimkanh, cut-cit uyusmayan ve tam qrup
amaloe gatiran hadisalardir. Klassik dusturu yadda saxlamaq
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ve onu basa dismak Ugln «ehtimal piroqundan» istifade
edirlor. Tesavvur edoak ki, piroq n berabar sektora — hallara
bolismisdulr, piroqun A hissesi m(A) bele sektorlardan-

hallardan ibaretdir, onun payi m(A4/n)-dir. Klassik distu-

run kdmayi ile har hadisenin ehtimalini tapmaq mumkun
deyildir. Bu dustur yalniz o zaman tetbiqg edile biler ki, sina-
gin naticasi gruplara-hallara bolinsiin, xtisusan hallar eyni-
imkanl olmaldirlar. Batin hallar eyniimkanlliq sinagin sim-
metrikliyinin naticesidir. Yuxaridaki gosterdiyimiz metal pu-
lun va yaxud oyun zerinin atimasinda simmetriklik aydin
gorindr. Ona gora de metal pulu atarkan G va R hadisaleri
tam qgrup teskil edirlar ve bu hadisalarin har birinin ehtimali
Y-8 barabardir. Oyun zerini atdiqda ise ¢, , i=1,---,6
hadisaleri tam qrup teskil edirlar, ona gora da p(/,) =1/6.

Misal 5. iki oyun zeri birlikde atilir. Asagidaki hadi-
salerin ehtimallanni tapin: @) dusen xallarin cemi cutdir;
b) digen xallarin hasili 20-dan goxdur.

Halli. Klassik dusturdan istifade edek. Oyun zer-
larinden birini gara, digerini a§ adlandiraq. Tutaq ki, A —
«a»-dan olan hadisadir, B —«b» -dan olan hadisadir.

©min olaq ki, 36 hadise /, = «agd zardas i reqemi, ga-
ra zerde k reqami» eyniimkanli, tam gqrup emale gatiren hal-
lardir. Ona gore de p=36. A hadisasi 18 halda, B hadisesi
ise 6 halda bas verer.

{4,6), (5,5), (5,6), (6,4), (6,5), (6,6) }. Demali,

P=18/36=1/2, P(B)=1/6.

4. Kombinatorikanin elementlari. Kombinatorika
muxtalif kombinasiyalarda adadlerin hesablanmasi ile mas-
gul olur. Bunlardan ehtimal nazariyyasinda an ¢ox tetbiqini
tapanlar permitasion, aranjeman va kombinizondur.

Aranjeman n elementdan m nizamlanmis m element-
dan secilmis dastdir. n elementdan m aranjemanlarinin sa-
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yini A" - le isare edirlor vo A" =n(n—1)---(n—m+1). Aran-
jemanlar elementlorinin terkibina ve nizamlanmasina gore
forglenirlor.

Verilmis ¢oxlugun bitiin elementlerindan nizamli se-
kilds segilmis yerdayigsmalarin sayina permitasyon deyilir va
P —lsigare edilir. P =n!=n(n—1)---

Permuitasiyonlar 6z terkiblari ile deyil, yalniz elemen-
tlorin nizami ile ferglenirlar.

Kombinezon p sayda elementdan gétirulmus nizam-
lanmamig m sayda adadlarin destidir. » elementden gotu-
rilmls m sayda elementdan ibarst kombinzonlar C" isare

edirlor.

C"=A"/P, =n(n—1)---(n—m+1)/m!.

Kombinzonlar elementlorinin terkibina gora farglanir-
lar.

Misal 6. 36 kartdan ibarat olan destden Ug¢ karti
tosadufan goturak. Goturduyimuz kartlan qirmizi karpig
dama ve iki tuz olmasi ehtimal nega olar?

Halli. Axtarilan hadiseni 4 ile isare edak. Klassik
distura esasen P(A4)=m(A)/n, burada m(4) — qirmizi ker-
pic dama va iki tuzdan ibarat olan butln UGglUklarin sayidir,
n - ise 36 kartdan duzalan butin UGgluklerin  sayidir. Butin
kartlar agiq Uzuna cgevirib, qirmizi  karpi¢ damani kanare

goyagq. Indi ona iki tuzu slave etmak lazimdir. C; =(4-3)/2 -
sayda Usulla bunu etmak olar.
n=C3 =(36-35-34)/3!. Belolikla,
P(A)=((4-3)/2)(36-35-34)/3!)=1/1190.

MOSSLOLOR

1. Baliggilar golden 100 baliq tuturlar, onlari hal-
galayib geriya suya buraxirlar. Sonrasi gun onlar 120 baliq
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tuturlar, onlardan 10-u halqgalanmig olur. Golde na gadar
balig var? Baliq¢ yalniz bir baliq tutsa onun halqgalanmig
olmasi ehtimali na gader olar?

Halli. Goldaki baliglarin sayini x-ile isare edeak. Onda
100/x va 10/120 kesrleri taxminen bearabar olmalidirlar.
Demeali baliglarin Gmumi sayi tagriban 1200-dir. Axtarlan
ehtimal isa tagriben 100/1200=1/12 olar.

2. 6 herfden M, A, S, I, N, A ibaret coxlugdan bir-
birinin ardinca tesadufen dord harf goéturallr ve bir-birinin
yanina qoyulur.

a) SINA ve b) MASA soézlerinin alinmasi ehtimalini tapin.

Halli. Klassik dusturdan istifade edek. Tutaq ki, X -
«a» hadisesidir, Y-ise «b» hadisasidir.

n=A4;=6-5-4.3=360 . 4 herfi iki oldugundan

m(X)=2, m(Y)=2 olar.

Onda P(X)=2/360=1/180, P(Y)=1/180.

3. Yesikda 10 standart va 3 standart olmayan detal
var. Tokar iki detali eyni zamanda goétirar: a) goéturtlen
detallardan birinin standart olmamasi, b) haer ikisinin stan-
dart olmamasi ehtimalini tapin.

Halli. Yena de klassik dusturu tetbiq ede bilerik.

Tutaq ki, X -«a» hadisesi, Y -ise «b» hadisesidir. bunlan

2
ClO Cs

hesablayaraq tapariq: P(X)=—"—— P(Y)_ . Bundan
13 c13
5 1 5
PX)y=—~=~—,PY)=—
(X)= 143 30° ) 286

4. Kibrit qutusunu ataq. Bu qutunun hazirlandigi fab-
rikin etiketkasini yuxari dusmasi ehtimalini hesablamaq
Ucun klassik dusturu tetbiq etmak olarmi?

Cavab. Olmaz, bels ki, uygun hallar grupunu muiay-
yon etmak olmaz. Bu hallar eyniimkanl deyiller. Axtarilan
ehtimali yalniz tezlikle ehtimalin alagasindan istifade edarak
tagribi hesablamaq olar.
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5. Asagidakilari hesablayin:

A, A, C5L G, PR

6. Alti cildlik secilmig aserloer tasadufen duzullr. 1-ci
va 2-ci cilidlerin @) yanagl olmasi, b) onlarin arasinda yalniz
bir cildin olmasi ehtimallarini tapin.

7. Yesikde 20 eyni detallar var, onlardan 15-i bir
nomrali zavodda hazirlanib, qalanlari isa iki nomrali
zavodda hazirlanib. Cilinger bir-birinin ardinca 3 detal gotu-
rur. Bu detallarin: a) bir nomrali zavodda, b) iki nomrali za-
vodda hazirlanmasi ehtimalini tapin.

8. Meymun yeddi dafe yazi masininin dillarina alini
vurur (sadelik Ugun farz edak ki, yazi masinin klaviatura-
sinda 33 kiril alifbasinin harifleri ve 10 reqem var) Asagidaki
sdzlerin yazilmasi ehtimalini tapin a) primati, b) celovek.

9. Konvertda 8 kisi ve 2 gadin sakili var. Konvertden
4 sokil goturialur. Asagidaki ehtimallar tapin: a) goétirilan
sokillardan duz ikisi gadin sakilidir; b) he¢ olmazsa biri qa-
din sakilidir.

15.2. Ehtimala aksiomatik yanagsma

1. Hadisalar uzarinda amallar. Tutaq ki, A, B — her
hansi sinagla slagadar ixtiyari hadisslordir.
Yalniz va yalniz A hadisssi bag vermayands bas ve-

ran hadisaya A-nin garsiligl hadisasi deyilir va A4 -ile isars
edilir.

A ve B hadisslerinin cami ele hadisaya deyilir ki, o,
yalniz A hadisasi ve yaxud B hadisasi va ya her iki A, B
hadisaleri bas verdikde bas verir. A va B hadisalerinin ce-
mini AU B ile isars edilir. A va B hadisslerinin kasismasi
ilo hadisaye deyilir ki, o, yalniz har iki hadise basverdikde
bas verir. A va B hadisalarinin kesismasini A N B kimi isa-
ro edirlar.
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Hadisalarin camina va kasismasina verdiyimiz tarif
tobii sokilde istenilon sayda hadiselar dastine de aiddir.
Asanligla gérmak olar ki, verilmis sinagla alagadar olan ha-
disaler kullusu garsihgh hadisslara, hadisslerin camina va
kasismasine nazaroen qapalidirlar. Bela hadisalar kullisu
hadisalar fazasi ve yaxud hadisaler cebri adlanirlar ve Q ilo
isara olunurlar.

Sinaq naticasinda heg vaxt bas verse bilmayan hadi-
selare mUmkun olmayan hadiselar deyilir. MUmkin olma-
yan hadissleri @ simvolu ile isars edirlar (bos ¢oxlugun sim-
volu ile). Sinaq naticesinde hamiga bas veran hadisays yo-
gin hadisae deyilir. Yoqin hadiseni U ile igara edirler.

Misal 1. Metal pulun atiimasina baxaq. Hadisaler
fozasl Q dord hadisaden ibarstdir: @ , U gerb Gzlnin dis-
masi G va reska Uzinun dismasi R. Qeyd edak ki, G va R
hadisaleri qarsilighdir.

Misal 2. Oyun zerinin atimasina baxaq. Hadisalar
fozasi Q, 2° =64 hadisaden ibarstdir: @ , U alti hadisa
[. = «zorin yuxari Uzlinds i regaminin olmasi» i=1,2, ....6;

D hadisssi « cut regemin dusmasi» ve N hadisesi « tek
ragemin dugmasi» vo s. Qeyd edok ki, D, N hadisalari
garsiligh hadisslerdir.

Hadisalar fozasina baxarken bazi hadisaleri elemen-
tar adlandirmaq magsadauygundur. Bu els hadisalerdir ki,
onlardan bizi maraglandiran batin hadisalari «tertib» etmak

olar. Misal 2-ds bels alti hadisaler /,, i=1,2, ...,6 elementar

hadisaler idi. Elementar hadisaler ¢oxlugunu @ ile isara
edirler. istenilon hadiseler elementar hadisslorden ibaratdir
vo bu elementar hadisalerin uygun alt coxlugu kimi
eynilesdirila biler. Misal 2-de D hadisasi {e e, ,e N

hadisesiise N = {e1 , e, , e ,} - dir.
Misal 3. Iki oyun zerinin a§ ve gara birlikde atiimasi
sinagina baxag. ©®min olaq ki, 36 hadise ;= « ag zarde i,

gara zarda k regeminin dismasi» elementar hadisalerdir.
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«Dusen xallarin hasillarinin 20-den ¢ox olmasi» hadisesi
(4,6), (5,5), (5,6), (6,4), (6,5), (6,6)olar.

Har bir hadisani elementar hadisalerin alt coxlugu ile
eynilesdirmak, hadisaler Uzerinde amallera nazari-goxluq
traktovkasi (izahi) verir. Belo ki, A hadisasi ile garsiligl hadi-
s a)/A - tamamlanmasina uygundur, A, B hadisalarinin

comi AU B alt ¢oxluguna, A, B hadisalerinin kasigmasi
AN B alt goxluguna uygundur. Baxdigimiz emallerden
basqga hadisalar Uzarinde digar amallar de aparmaq olar.

A va B hadisaslerinin forgi yalniz o zaman bas verir
ki, A bas verir, B isa bas vermir. A va B hadisalarinin farqini
A\B kimi isare edirler.

Misal 4. Tutaq ki A, B, C hadisaleri verilmisdir.
\, U, n amallarinin kémayi ilo asagidaki hadiseleri yazin:

a) yalniz A hadisasi bas verib; b) A ve B hadisaleri bas
verib, C hadisasi ise bas vermayib; c) he¢ olmazsa bir
hadisa bag verib.

Cavab: a)A\(BM C)vaya (A \B) \C;

b)(4 "B)\C ,c)4 UBU C

Hadisalor Uzerinds emallarden istifade edaroek
avvaler daxil etdiyimiz anlayiglar bas sakilds ifade etmak
olar. Masalan, hadisaler qrupu o zaman tam qrup adlanir ki,
ora daxil olan butun hadisalerin cemi yaqin hadise olsun. A
ve B hadisalerinin kasismasi mumkin olmayan hadise
olarsa, onda A ve B uyugmayandrr.

2. Ehtimala aksiomatik yanasma. indi praktikanin
maqsadlari ugun kifayat olan ehtimalin ilkin tarifini vermak
olar. Bu terif nazariyyanin inkisafi Gg¢lin sonralar deaqig-
lasdirilacak.

Torif. Ehtimal har bir hadiseya 0 -dan 1-a qader
adadi qgargl qoyan P funksiyasidir, onun asagidaki
xassalerini geyd etmak olar.

Xasso 1. P(2)=0, P(U)=1
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Xassa 2. P(AuB)=P(A)+P(B) burada nazerds

tutulur ki, A ve B uyusmayan hadisalardir.

Yada salaq ki, sinaq naticesinda birlikde bas vera
bilmayen A, B hadisaleri uyugsmayan adlanirlar. Masalan, G,
R (bax misal 1, b.1) hadisaleri uyusmayandir. 15.1 bélmae-
sinde b. 2-da gostarilmisdir ki, ehtimal sinaq naticasinde
hadisenin bas verme imkaninin odlgisudur. Olgli dedikde
cisimin kutlasini, torpaq sahasinin sahasini, cisimin hacmini
ve s. baga dusulur. Har bir dlgunun sasas xassesi ondan
ibaratdir ki, iki obyektin ceminin &lgusu, onlarn olglleri
comina barabar olsun. Bu xassa additivlik adlanir. Qeyd
edak ki, olgulerds oldugu kimi ehtimallarda da additivlik
xassasi cox vacibdir. induksiya ile isbat etmak olar ki,
istonilon sonlu sayda cut-cit uyusmayan hadisalarin
cominin ehtimali onlarin ehtimallarinin cemina barabardir.
Bu xassa sonlu additivlik adlanir. Yoxlayaq ki, ehtimalin
klassik dusturla tapilmasi yuxarida daxil etdiyimiz torifi
O0dayir. Dogrudan da bos ¢oxluq @ heg¢ bir hali shats etmir,
ona gora da m(g)=0, demali P(9)=0. U yaqin hadisesi iso
batin hallan shats edir, ona gére de m((V)=n demali
PI)=1.

©ger A, B uyusmayan hadisalerdirse, onda
m(AUB)=m(4A)+m(B) demali P(AUB)=P(A)+P(B).

Noazariyyani inkisaf etdirmek Uglin xasse 2-i daha
gucli xasse 3-la (hesabi additivlik) avaz edirlar.

Xassa 3. Cut-cut uyusmayan ixtiyari 4,, ---, 4
hadissleri Ugin P(4,U---UA,U)=P(A4)+--+P(4,)+-

Oger ehtimaldan hesabi additivlik telab edilirse,
onda hadisaler fazasindan da telab etmak lazimdir ki, cem,
kasisma omallarine gore hesabi hadissloer ailasi gapal
olsun. Bels hadisaler fozasi o - cabri hadisalar adlanirlar.

Hesabi additivlik xassesi ehtimalin asagidaki xasse-
sina ekvivalentdir.

n?o
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Xasso 4. Oger {4,,ne N} hadisslerin geniglenan
ardicilligidirsa, yeni 4, cA4,, v A=uU {4, :neN} onda
P(4)=1 im P(4,)

isbati. Tutaq ki, k, =4, ve k,,, = 4
onda A=Ulk, :ne N}

(sokil 1), nazarde tutulur ki, k,, ne N cut-cut
uyusmayandir. Ehtimalin hesabi additivliyina gora

\A4,neN

n+l

P(4)=3 P(K,) =

n=1

= lirg(i P(Kl.)) = K

=lim P(4,)

n—>0

Sokil 1.

Ehtimalin terifinden iki naticani g¢ixarmaq olar.
Natice 1. A hadisasinin garsiligl hadisesin_in ehtimali

1— P(A) - ya berabar olar. Dogrudan da 4 vo A uyusma-
yan olduglarindan P(4 + P(4)=P(AuU A)=PU)=1 demali
P(A)=1-P(4).
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Natice 2. Ixtiyari iki A, B hadisaleri Gigun:

P(AuUB)=P(A)+ P(B)—P(ANB).

(Bu dustur cemin genislonmis dusturu adlanir).
Dogrudan da, B=(B\A)u(BNA4) (A\B) va (BMA)
uyusmayandirlar, onda P(B)=P(B\A)+P(BMA).
AUB=A4U(B\A4). A va (B\ A) hadissleri de uyusmayan-
dirlar, demali P(AUB)=P(4)+P(B\A), bu disturda
P(B\A4)= P(B)- P (4(\B) yazsaq, naticads alariq:

P(4UB)=P(4)+P(B)- P(4UB).

Misal 5. Asagidaki hadiselari ehtimallarinin artan
istigamatinda duzin. (A ve B ixtiyari hadisalerdir): mimkin

olmayan hadiss @, yaqin hadise U, 4, AUB, A B.
Cavab: 8, A(\B, A, AUB,U.

3. Seorti ehtimal, hadisalarin asili olmasi va asili
olmamasi. B hadisesinin bas vermasi serti ile hesablanmis
A hadisssinin ehtimalina onun B hadisesine nazaron gorti
ehtimall deyilir ve P, 4 kimi igare edilir. Ehtimala aksioma-
tik yanagsmada serti ehtimal P,4=P(4A(\B)/P(B) dusturu
ile hesablanir, burada P(B)=#0.

Misal 6. Oyun zerinin atlmasi sinagina baxaq. Tutaq
ki, D= «clt xalin dismesi», Q0= «4-doen kicik regamin
digmesi». Onda P,0=1/3, P,D=1/3. Serti ehtimalin terifi-
ni basqa sekilde yazaq: P(4(\B)=P(A)-P,(B). Bu ehtimal-
larin vurma teoremidir (ve ya dusturudur). Bu distur sonraki
umumilagsdirmaye de imkan yaradir:

P(ANBNC)=P(A)P,BP,,C V®s.

Vurma dusturu bir sira ehtimallari semarali hesabla-

magq ucun istifade edils biler.
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Misal 7. Qutuda 3 ag, 3 gara ve 3 sari roangli kiiracik
var. Qutudan 3 kuracik goéturilir. Asagidaki hadisalerin eh-
timallarini tapin: a) har Ug¢ kiracik eyni ranglidir; b) her ¢
kuracik muxtalif ranglidir.

Halli. Kuraciklar qutudan bir-birinin ardinca Kigik vaxt
intervallar ile goturalur. «a» hadisasi ugun birinci kuracik
istanilan rangli ola biler, lakin ikinci kuracik birinci ile eyni
rongli olmaldir ve bunun ehtimali 2/8—s berabar olar;
uguncu kuracik da hamin rengli olmalidir ve onun ehtimal
1/7 olar. Ehtimallarin vurma dusturuna esasen alanq:
P=1-(2/8)(1/7) Analoji qayda ile «b» hadisssi l¢in alarq:
P=1-(6/8)-(3/7)=9/28.

Hadisalarin asili olmasi va asili olmamamasi ehtimal
nazariyyesinda muhum ahamiyyat kasb edir.

9ger 4 hadisasinin ehtimali onun B hadisasina gore
sorti ehtimalina baraber olarsa (barabar olmazsa), onda A4
hadisasi B hadisasindan asili olmayan (asili) adlanir, yani
P(A)=P,(B) (uydun olaraq P(A)# P,(A)). isbat edsk ki,
hadisalarin asili olmasi ve ya asili olmamasi garsilighdir,
yoni agar B hadisasi 4-dan asili deyilse, onda 4-da B-den
asili deyil. Tutaq ki, B 4 - dan asili deyil, yani P,(B)=P(B),
onda ehtimallarin vurma teoremina asasan:
P(ANB)=P(A)-P,(B)=P(A)-P(B). P(ANB)=P(B)-P,;(A) .

Demeali, , P(A4)=P;(4)ysani A hadisesi B-den asil

deyil. (Burada gabul olunub ki, P,(B) va P(B) sifira barabar
deyil).

Eyni zamanda isbat olundu ki, 4 ve B hadisalarinin
asili olmamasi asagidaki dusturun dogrulugu ile ekvi-
valentdir: P(AnB)=P(A)-P(B). Bu sababdan da hamin

dusturun yerina yetiriimasini 4 va B hadisslerinin asih
olmamasinin terifi kimi gétirmek olar. Cox hallarda hadi-
solarin asili olmasi ve ya asili olmamasi onlarin fiziki asil
olmamalarinin naticasi kimi giymatlendirilir. Asagidaki misa-
la baxaq.
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Misal 8. Texniki nazaret sobasi mamulatlarin stan-
darthgini yoxlayir. Mamulatin standart olmasi ehtimal 0,9-a
barabardir. Yoxlanilan iki mamulatdan a) yalniz bir standart;
b) her ikisi standart olmasi ehtimalini tapin.

Halli. Tutaq ki, Cs= «birinci mamulat standartdir», ,
C,= «ikinci memulat standartdir». Ferz edoak ki, 4 — «a»-
hadisesi. B ise «b» hadisasidir.

Onda 4=(C,C,)U(CI nC,) bela ki, (C,nC,) vo
(C N C,) hadiseleri uyugmayandir. Bundan slave aydindir

ki, C;ve C; aslili olmayandir. Isbat etmak olar ki, C, vo El

, C1 ve C, hadisaleri asili deyiller.
Deyilanleri yekunlasdirsaq alanq:
P(A)=P(C, " C>)+P(Ci " C,)=P(C,)-(1-P(C,)) +
+(1-P(C,))- P(C,)=2-(0,9-0,1)=0,18

MOSSLOLOR

1. Verilib P(4)=0,6; P(AuB)=08; P(ANB)=0,5.
Tapin: P(B), P,(B); A ve B hadisslerinin asili olub -
olmadigini aydinlasdirin.

Halli. 2.3 bandindaki dusturdan istifade edek. Topla-
manin geniglanmis dusturuna asasen alariq:

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB).

Demali, P(B)=0,8+0,5-0,6=0,7. Sorti ehtimal dus-
turuna goére: P,(B)=P(AUB)/P(A). Analoji olaraq tapariq
ki,

P,(A4)=5/7.

P(AnB)=0,5, P(A)-P(B)=0,6-0,7=0,42
oldugundan P(An B)# P(A)-P(B);.

Belalikla, alirq ki, 4 ve B asilidir.
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2. Verilib: P(A)>0,5; P(B)>0,8. Bu gertleri 0dayan 4
vo B hadisaleri:

a) uyusmayan olsunlar, b) bir-birini garsihgh tamam-
lasinlar, P(AnB)>0,2 ola bilarmi?

Halli: Farz edok ki, A ve B uyusmayandir,

Onda, AU B-nin ehtimali P(4UB)=P(4)+P(B)>13>1
olardi ki, bu da mumkun deyil. Demsali A ve B bir-birini
garsiigh tamamlaya bilmazler, bels ki, bir-birini qarsihgh
tamamlayan hadisalar uyusmayan olmalidirlar. Toplamanin
genislenmis dusturundan istifada etsak alarq:

P(AUB)=P(A4)+ P(B)- P(AU B) >
>13-P(4UB)>13-1>03

3. Sxemda (sokil 2) her relenin yaninda cerayan
verildikda gapanmasinin ehtimali gostarilmisdir. Relelar bir-
birinden asili olmayaraq isleyirlar. Butun relelere caryan
verildikda ab zancirinin gapanmasi ehtimalini tapin.

_/

0,8 0,7

0,9
Sokil 2.

Healli. Tutaq ki, C, D, E — uygun relelerin 6z sahe-
sinda gapanmasidir, onda P(C)=0,8; P(D)=0,7; P(E)=0,9.
Tutag ki, X — ab zancirinin qapanmasidir, onda
X=(CnD)UE. Toplamanin geniglonmig dusturuna
osasen alang: P(X)=P(C~D)+P(E)-P(CND)NE).
Relelarin asih olmamasindan istifada edak.
P(CnD)nE)=P(C)-P(D)-P(E)  yuxandakilan nezere
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alsaq, neticede P(X)=0,8-0,7+09-0,8-09-0,7=0,9
+ 0,56 - 0,1 = 0,956 oldugunu muisayyan eda bilsrik.

4. isbat edin ki, agaer A va B asili olmayan hadisaler-

dirse, onda A ve B; A ve B cutlikleri de asili olmayandir.
Hoalli:

P(ANB)=P(A)—P(ANB) = P(4)- P(4)- P(B) =
= P(4)-(1- P(B))= P(4)- P(3)

5. Iki futbolgu meydanganin ortasindan novbae ile
gaplya girena qader zarba vururlar. Birinci oyungunun
sarrastlig ehtimali 0,5 ikincininki ise 0,4 — dur. Burinci
oyungunun ilk olaraq sarrast zarba vurmasi ehtimalini tapin.

Halli. Birinci oyungunun ilk serrast zerbs vurmasina
A ile isare edek. Onda, A=4,U4,U...0U4, U... burada

A, — birinci oyungunun k — ci zerbasinin gapiya girmasidir,
ona goader ise har iki oyungu gaplya giron zarbs vura
bilmayib.
Asanligla gérmak olar ki, P(4,)=(0,5-0,6)"-0,5.4,—
hadissleri clt—clit uyusmayan olduglarindan, k € N alariq:
ZP Z (0,5-0,6)"-0,5, bu ise sonsuz azalan

k=1
hend93| silsilenin camidir, ortaq vuruq (0,5 - 0,6) = 0,3
oldugundan axtarilan ehtimal 0,5/ (1-0,3) = 5/7 olar .

6. Asagidaki hadissleri ehtimallarinin azalmasi isti-
gamsatinde dizun:

ANBNC,ANC,AUBUC,BUC,BU(Cn4) (AB,C
— ixtiyari hadiselardir).

7. Verilmisgdir: P(4)=0,8; P(4nB)=0,5; P,(4)=0.5.
Tapin:
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P(B), P,(B),P(AUB) . A va B hadisslerinin asililigini yox-
layin.

8. Asagidaki sxemdas (sakil 3) har bir relenin yaninda
corayan verilarken relenin 6z sahasinde agilmasi ehtimal
verilmisdir. Releler biri-birinden asili olmayaraq islayirler. a - b —
zoncirinde cerayan verilarkan relenin agilmasi ehtimalini

tapin.
__/

0,8 0,7

0,9

Sokil 3.

9. Al M,A,S,i,N,A heriflorinden tesadiifi dordi bir
-birinin ardinca gétiriliur ve yan-yana qoyulur. a) SINA, b)
MASA s6zunun alinmasi ehtimalini tapin. Ehtimallarn
vurma dusturundan istifade edarak bu masaleni hall edin.

10. Binada bir-birindan asili olmayaraq igleyan ug¢
eyni lift var. Bir sutkada he¢ olmazsa bir liftin xarab olmasi
ehtimali 0,2-ye berabardir. Bir sutka arzinde 3-cu liftin xarab
olmasi ehtimalini tapin.

11. (Banax masalesi) Bir qutu  kibrit islandigindan
onun alismasi ehtimali 0,5-e barabardir. Dostlar ndvbs ila
kibriti yandirmaq istayirler. Ilk dafe birinci dostun Kibriti
yandirmasi ehtimali neca olar?

15.3. Ehtimal nazariyyasinin asas dusturlari

1.Tam ehtimal diisturu. Bazan sinaq apararkan
muayyan ferziyyaler ireli surulur ki, sinag nisbaten sada
kegsin. Belo forziyyalera hipotezlor do deyilir. Tutag ki, A
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hadisesine baxiir voa A hadisasi cut-cit uyugsmayan
H4,...,H,, hadisaleri ila birlikde bas vera biler.

Onda P(4)=P(H,)- P, (4)+...+ P(H,)- P, (4)

Bu dustur tam ehtimal diisturu adlanir.

Misal 1. Sexds U¢ qrup dazgahlar eyni detal istehsal
edirlor. Onlarin mahsuldarligi eynidir, lakin is keyfiyyatlori
muxtalifdir. Malumdur ki, birinci qrup dszgahlar 3% |,
ikinciloer—5%, Uguncular 4% zay mahsul verir.Sexds istehsal
olunan butiin mahsullar novlerse ayriimamis sakilde anbara
yigihb. ©gar birinci qrup dazgahlar 5, ikinci qrup 4 ve
Uglincu qrup 3 olarsa, onda tesadifen goéturilmas bir
detalin zay olmasi ehtimalini tapin.

Healli. Ug forziyys mimkuindir: H4- detal birinci qrup
dazgahlarda, H, — ikinci qrup dezgahlarda, Hs-3-ci qrup
dezgahlarda istehsal olunub. Gaoturulan detalin zay olmasi
hadisasini A ilo isare edak, onda tam ehtimal disturuna
asasan alarq:

P(A):P(Hl)' PHI (A)+P(H2)' PHZ(A)+P(H3)' PH3(A)'

P(H,)=5/12, P(H,)=4/12, P(H,)=3/12.

Bu giymatleri disturda yerina yazsagq,alariq:
P(4)=47/1200~1/26.

Tam ehtimal dusturunu isbat edak, (qgrafik tesvir
Ucun sakilda baxin)

H

... | H,
H; » 7
A(H]

Serta goére A hadisasi Hy,...,H,s hipotezleri ila bir-
likde bas verdiyinden alariq ki, A<H u..UH,. Onda
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A=(AnH)u..u(4dnH,) ve (AnH,),...(4nH,) hadiss-
lari cit-cit uyusmayan olduglarindan demali,
P(A)=P(AnH,)+..+P(AnH,) .
Ehtimallarin  vurma  duUsturuna esasan alariq
P(AnH,)=P(H,)-P, (4), i=1,..,n. Belalikls,

P(4)=P(H,)- P, (4)+...+ P(H,)-P, (4)..
2. Beyes dusturu. Beyes dusturlarini basa dismak
ucun misala baxagq.

Meseale 2. Sexds ikinci ndvbada igleyanler, birinci
ndvbadas iglayanlarden iki defe az memulat istehsal edirler,
zay mohsullan ise 1,5 defe ¢ox olur. Her iki ndvbade
istehsal olunan detallar ndvlers ayriimadan bir yere yigilir.
Tasadufen goéturilmis bir detal geyri-standart olur. Bu
detalin ikinci névbada hazirlanmasi ehtimalina tapin.

Halli. Bu masalani halalik he¢ bir hazir dustur
olmadan hall edak. Tutaq ki, ikinci ndvbada n sayda detal
hazirlanir, onda birinci ndvbade 2n sayda detal hazirlanar.
Farz edak ki, birinci ndovbada r% zay mahsul istehsal
olunur, onda ikinci névbadas -1,5 r% zay mahsul olar.

Belolikle butiin zay mahsullar (2nr+1,5r)/100 olar.
ikinci névbade burada payi 1,5nr/(2nr+1,5nr)=1,5/3,5=3/7
olar. indi ise Beyes disturlarini ¢ixarag ve bu masaleni
hamin dusturun komayi ile yenidan hall edak.

Asagidaki isareleri gabul edak : Hi= «detal birinci
ndvbade istehsal olunub», H, = «detal ikinci ndvbade
istehsal olunub». Burada P(H,)=2/3, P(H3)=1/3. Bu
ehtimallara aprior (sinaga qadar) ehtimallar deyilir. Bir detal
goturak, bilands ki, bu detal zaydir, demak har hansi bir
hadise bas verib, bu hadiseni A ila isare edak. Bels ¢ixir ki,
detali batin detallar igerisinden deyil, har hansi alt
coxlugdan (bu halda zay detallar igerisinden) goturalub.
Bele bir sual meydana c¢ixir: goéturilmus zay detal hansi
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ndvbada hazirlanib, «birinci ndvbada — H, hadisasi», «ikinci
novbads — H, hadisesi». Burada sohbet artiq sorti
ehtimaldan gedir: Pa(H2) ve ya Pa(H2). Bu ehtimallara
aposterior (sinaqdan sonraki) ehtimallar deyilir. Sart ehti-
mal diisturuna esasan alariq: PA(HQ):%. Ehtimal-
lar vurma dusturuna gors tapariq:

P(AnH,)=P(H,) P, (4); tam ehtimal diisturuna go-
ro taparq: P(4)=P(H,)-P, (4)+ P(H,) P, (4). Bu qiymati
yerine yazsaq, yekunda Bayes dusturlarini alanq:

_ P(Hz)'PHZ(A)
PA(HZ)_

\P(H,)- P, (4)+ P(H,)- P,, (1))

H,

— Iki hipotez Ggun.

Umumi halda n — hipotez (iglin Bayes diisturlar asagidaki
kimi olar:
P(Hl)'PHl(A)

Srti)r, )

totbiq edok. P, (A):(%)-PH1 (4). Bu giymati Bayes diistu-

. Indi bu disturu 2 misalina

PA(HI):

runda yerina yazsaq alarq;:
GG G)
Gt} mia) GIG)

3. Bernulli diisturu. Bernulli dusturu asasan asagi-
daki masalalerin hsllinds istifade olunur. Tutaq ki, A
hadisasi sinaq nasticesinde P ehtimalla bas verir. Bir-
birinden asili olmayan, eyni seraitds n sayda sinaq aparagq.
Bu sinaglarda A hadisssinin k& sinaqda, yeni k£ defs bag
vermasinin ehtimal P,k ile isare edok, onda yuxaridaki

PA(HZ):

3
=
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suala Bernulli diisturu cavab verir: P, k=C"p*q" ™, burada
C* —n elementdan k sayda kombinizonlarin sayi, g=1I-p.

Misal 3. Bankin har besinci mustarisi faizlarini almaq
ucun banka gelir. Bankda indi alti nafer xidmeat tUgin 6z
ndvbasini gozleyir. Onlardan a) yalniz iki naferin; b) heg
olmazsa bir nafarin faizini almasi ehtimalini tapin.

Halli. «N6vbada duran mugsteri 6z faizini alacaq» —
hadisasini A ils isara edak, onda P=1/5, q=4/5. n = 6. «a»-

nn cavabi P’ -nin, «b»-nin cavabl ise Pg(>0)- n
tapiimasidir.

B, 2=C2(1/5)-(4/5)" =1/4
«b»-nin cavabiise 1-P, 0=1-(4/5) =3/4

indi ise Bernulli diisturunu gixaraq. Har seydan avval
hesab edeceayik ki, n sinagdan ibaret seriya bir murekkab
tacribadir va bizi maraqlandiran odur ki, A hadisesi ilo bas
verocak, yoni seriyanin muayyan sinaglarinda o bas
veracek va muayyan sinaglarinda bas vermayacak.
«Seriyalarda A hadisasi k dafs bas verdi» -hadisasini K ila
isare edok. P(K)=?  Tutaq ki, N={1,...,n} vo& K onun k
elementdan ibarat alt goxlugudur. Ferz edak ki, sinaglarda
K — dan olan nomrslerde A hadisasi bas verir, diger
sinaglarda ise bas vermir. Bu murekkab hadisani A(K) ile
isare edok, onun ehtimalni ise P(K) ile isare edsk.
Seriyanin sinaglari eyni seraitde ve asili olmayaraq
kegirildiyinden P(K)= p*q"™" olar. Qeyd edok ki, K, # K,
oludgda murekkeb  A(K;), A(K:) hadisaleri uyusmayan
hadissler olar. Bundan alave aydindir Ki,
K=U{A(K):K  N,|K|=k{. Bu disturda toplananlar
uyusmayan ve eyni ehtimall olan hadiselardir, demali
P(K)=Lp"q"*, burada L — toplananlarin sayidir. Aydindir
ki, toplananlarin saya n elementden k sayda kombinezon-
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larin  sayina berabar olar. Demali, axtarilan ehtimal
_ ok ok n—k
Pk=C pq"" olar.

4. Kredit riski vo onun azalmasi usullari. Bankin
muhUm sahalerindan biri kredit sdbasidir. Kredit verarken
hamisa qgorxu var ki, misteri krediti gaytarmasin. Slbatts,
sivil dlkalarda kredit gaytarimadigda mahkamays muracist
edirler, lakin ¢ox hallarda banklar buna getmirler. Kreditin
gaytarnimamasi albatts, bankin bilavasite itgisidir, bu is-
cilerin amak haqqina tesir edir, hatta bankin miflis olma-
sina sabab ola bilar. Bu sebabdan de kreditin qaytariima-
masinin gargisini almaq, onun riskini azaltmaq kredit soba-
sinin vacib masalalerinden biridir. Kreditin qaytariimasi
riskini azaltmaq G¢ln hansi Usullar mévcuddur?

Birinci, sdba daima verilmis kredit va onun qayta-
rnimasi hagginda informasiyani sistemlasdirib, Umumi-
lasdirmalidir. Magterilarin tasnifati yaradilmalidir (fiziki saxs,
dovlat organlari, musassisalar, basqa banklar va s.).

ikinci, s6ba (bltévliikde bank) 6z miisterilerinin kre-
dit tarixini yaratmalidir, o cumladan potensial mustarilerinin
(mustari ne vaxt, harada, hansi krediti goéturtib vae onu necea
gaytarib). Halalik bizde bu masala ¢ox pis teskil olunub, ¢ox
magterilerin  kredit tarixi yoxdur. Bundan slave musgteri
bankdirsa, onun krediti gaytarmasi onun balansinin tahlili ile
giymatlendirilir, agar mulsassisadirse — onun plani, texniki
saviyyesi, inkisaf perspektivi ilo giymatlandirilir.

Uclincli, krediti tomin etmak Uglin muxtslif Usullar
var, masaloen, mustari girov qoyur va ager krediti qay-
tarmirsa, onda bank girovun sahibina gevrilir.

Dorduncu, bankda kreditin  verilmasi Ugun daqiq
talimat olmalidir (kima hansi krediti vermak olar ve hansi
muddata).

Besinci, kreditin verilmasi haqgqginda deqiq vazifs
bolgusu olmalidir. Masalen, deyak ki, sobanin adi isgisi
1000 dollardan gox olmayan kredit vera biler, 10000 dollara
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gadar krediti s6ba muduri vera bilar, 10000 dollardan
100000 dollara gadar krediti maliyye Uzre vitse-prezident
vera biler, 100000 dollardan yuxari krediti ise yalniz direk-
torlar surasi vers bilar.

Altinci, qorxulu ve haddinden boyuk krediti vermak
Ucun bir nega bank birlesir va bela krediti birlikda verir.

Yeddinci, kreditlarin qaytariimamasini sigorta edan
sigorta sirkatleri moévcuddur (bele bir néqteyi-nazarde var
ki, kreditlerin gaytarimamasi sigortaya dismdir, bu artiq
bankin 6z riskidir).

Sakkizinci, kreditlerin verilmasi hagqginda xarici mah-
dudiyyat movcuddur (masalan Markazi bank tsrefinden
tasdiq edilmis), deyak ki, bir misteriya ¢ox bdyuk kreditin
verilmamasi haqqinda va s.

Misal 4. Bankda kredit sorgularinin statistikasi bele-
dir: 10%-dovlet orqanlarn,30%-basqga banklar, qalanlari fiziki
haxslardir. Goturulan kreditlarinin  qayitmamasi ehtimala
uygun olaraq beladir: 0,01;0,05 va 0,2. Novbati kredit
muracistinin gaytariimamasi ehtimalini tapin. Bu kreditin
har hansi bank tersfinden qaytarimamasi ehtimali na
gaderdir?
Halli. Qaytariimama ehtimalini tam ehtimal disturu
ilo tapaq. Tutaq ki, Hi-sorgu dovlst organlari terafindan
daxil olma, Hs-bank terefinden, Hs-fiziki sexsden va A -
baxilan kreditin gaytariimamasidir. Onda
P(A):P(Hl)'PH] (A)+P(Hz)'PHZ(A)+P(H3)'PH3(A):
=0,1-0,01+0,3-0,05+0,6-0,2=0,136

ikinci ehtimali Bayes disturu ile tapaq:

P, (4) 0015 1

PulH:)=PUH. )< P(4) 0136 9
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MOSSOLSLOR

1. Bankin alti sébasi var. Bir-birinden asili olmayaraq
har bir géba 0,2 ehtimalla saharisi glin béyiuk mablaegds pul
sifaris vere bilerlor. is giniinin axirnda  vitse-prezi-
dentlarden biri daxil olan sifariglarle tanig olur. Asagidaki
ehtimallar tapin: a) iki sifaris olub; b) he¢ olmasa bir sifaris
olub. ©ger iki sifarig varsa, birinci sobadan sifaris olmasinin
ehtimall neca olar?

Halli. Bu masalani Bernulli disturunun kémayi ile
hall etmak lazimdir. Yalniz axinnct ehtimalin tapiimasi
Uzerinde dayanaq. Bu Px(B) serti ehtimaldir, burada
A=«iki sifaris daxil olub», B=«sifaris birinci sobadan daxil
olub». Sarti ehtimal dusturuna asasan alanq:

P.(B)= P(4nB) _02-¢;(0,2) -(0.8)" _1
P4) (20,27 -(08)') 3

2. Bir partiya garpizdan 80%-i yetismis, qalanlari ise
yetismamisdir. Tesadlfen 4 qarpiz géturulir. Onlarin iginda:
a) 3-den az olmamagqla yetigonlarin; b) hamisi yetismis
deyildir hadisalerinin ehtimallarini tapin.

3. Ixtisaslasdirilmis xestoxanaya orta hesabla 70%
K-xastaliyi ila, qalanlariise M xastaliyi ile daxil olurlar.

K xesteliyinin tam sagalmasi ehtimali 0,8-a, M
xostaliyininki, ise 0,9-a baraberdir. Xestaxanaya daxil olan
xasto orani saglam terk edir. Hamin xastenin K xastaliyi ilo
xastexanaya daxil olmasi ehtimalini tapin.
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Movzu 16.
TOSADUFI KOMiYYSTLOR V8 ONLARIN
XARAKTERISTIKALARI

16.1. Diskret tosadufi kamiyyatlar va onlarin
xarakteristikalari

1. Diskret tosadiifi kamiyyatlar. Sinag naticesinds
avvalden malum olmayan adadi giymat alan kamiyyeate ts-
sadufi kemiyyet deyilir. Tesadlfi kemiyyatin ala bilacayi qiy-
matlar onun mimkuin giymatlar goxlugunu taskil edirler. Be-
lalikle, tesadufi kemiyyatin hansi konkret giymet alacagini
demak olmasa da, bu giymatin mumkun giymatler gox-
lugundan olmasi aydindir va bu giymetler ¢oxlugu yaxsi
malum ola biler.

Misal 1. Tutaq ki, oyun zarini atdigda dugen xalin
sayl Y -dir. Onda Y tesadufi kemiyyatdir va onun mumkun
giymeatleri {1,2,3,4,5,6} olar. ©ger tesadlfi kemiyyatin mim-
kin qiymatleri hesabi olarsa, yani mumkin giymatlari
{xl, e, X, } tabii adadler ilo nomralemak olarsa, onda

tosadufi kemiyyat diskret adlanir. Masalen, misal 1-de Y
tesadufi kemiyyaeti diskretdir. Diskret tesadufi kemiyyat 6z
paylanma sirasi ile tam verilmig olur. Paylanma sirasi — iki
setirden ibarat coedvaldir; birinci setirde tesadufi kemiyyatin
mumkuln giymatleri, ikinci satirde ise bu giymatlera uygun
ehtimallar yazilir.

Misal 2. Misal 1-daki tesadlifi Y kemiyyasti asagida-
ki paylanma sirasina malikdir:

1123|456
16 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6
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Umumi sekilde diskret X tosadiifi kemiyyatinin pay-
lanma sirasi asagidaki sakilds olar:
burada P =P(X =x,)

Xj ‘ ‘ X |

Paylanma sirasi tasadufi kemiyyat haqgqinda tam in-
formasiya verir.

Paylanma sirasini bilerak, muxtslif ehtimallarin neca
tapilmasini gosterak. X - in mimkin giymatle coxlugunu W
ilo isaro edok. Qeyd edok ki, agar a , b X-in muxtalif
giymatleridirse, onda X=a va X=b hadisaleri uyugsmayan
olar. X diskret tesadlfi kemiyyat oldugundan W — hesabi
coxlugdur. Tutaq ki, V-W-nin har hansi alt ¢oxlugudur,
onda (XeV)=U{X=f:feV}] X=f, feV hadiseleri
cut-cut uyusmayan olduglarindan, ehtimalin hesabi additiv-
liyinden istifade ederak (bax.15.2 b. 2) alarq:

P(XeV)=Y. P(X = f)
fev

Misal 3. iki oyun zerinin birlikde atiimasina baxaq.
Tutaq ki, Z-dlUsan xallarn cemidir. Onda Z diskret tosadufi
kamiyyatdir ve onun paylanma sirasi asagidaki kimi olar:

2 3 4 5 6 7 8 9 |10 | 11| 12

13 12/3|3/3|4/3|5/3|6/3|5/3|4/3|3/3|2/3]|1/3
6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6

Asagidaki ehtimallar tapaq:

P(Z<5), P(Z>10), PB<Z<T).
P(Z<5)=P(Z=2)+P(Z=3)+P(Z=4)=1/36+2/36+3/36=1/6;
P(Z>10)=P(Z=11)+P(Z =12)=2/36+1/36+3/36=1/12;
P(B<Z<T)=P(Z=4)+P(Z=5)+P(Z=6)=1/3.

Qeyd edoak ki, paylanma sirasindaki butliin ehtimal-
larin cemi vahida barabardir. Dégrudan da, sinaq apararkan
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X tesadiifi kemiyyati W — coxlugundan har hansi bir giymati
alar, (X € W) yaqin oldugundan

P(XeW)=1. P(XeW)=> P(x=f)=1 olar.
Jew

2. Riyazi gozloema va onun xassalari. Paylanma si-
rasi diskret tasadufi kemiyyati tam tesvir edir. Lakin ¢ox hal-
larda tesadufi kemiyyat haqgqinda onun Umumi xarateris-
tikalarnini bilmak taleb olunur. Bele xarakteristikalardan an
muhUmu riyazi gézleama ve dispersiyadir. Tutaq ki, X mim-
kin giymatler goxlugu W olan va asagidaki paylanma sirasi
ilo verilmis diskret tasadufi kemiyyatdir;

X ‘ ‘ X .

le.p,. sirasinin cemina (bu siranin mitlaq yigiimasi
x;ew
sorti ild) x-in riyazi gbzlemeasi deyilir. Riyazi gdzlamani
M[X] veya m_ ile igars edirler.

Misal 4. Tesadufi Z kemiyyatinin—iki oyun zarini bir-
likde atdigda dusen xallarin caminin riyazi gozlemasini
tapaq.
M[Z]=2-(1/36)+3-(2/36) +4(3/36) +5(4/36) +---+12-(1/36) =7

Asagidaki teorem riyazi gdzlemanin rolunu aydinlas-
dirir.

Teorem. Uzun seriyali sinaqglarda tasadiifi kamiy-
yatin ala bilacayi qiymatloarin adadi ortasi, taqribi onun
riyazi gozloamasina barabardir.

Bu, keyfiyyoatca dlizgun, lakin ifade etmak baximin-
dan adadi orta ila riyazi gbzlema arasinda taqribi alagadir.
Bu elaga sonralar daha daqiq ifade olunacaq (bax Cebi-
sev teoremina bolma 17.1 b. 2) Tutaq ki, n sayda sinaq
aparilib ve bu sinaglarda X tesadufi kemiyysti q,,-:-,a

n
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giymatlerini alib, onda bu qiymatlerin adadi ortasi
S=(a, +---+a,)/n. Bu giymatleri gruplagdiraq — tutaq ki, X
I; defe x; giymatini, I, defe x, giymatini alib va s. onda
S=(x, +-+x,0 )/ n=xl/n+-+x,1 /n. Her bir [ /n
kasiri kegirilon sinaglarda x; -giymatinin alinmasinin tezliyidir
ve bu tezlik tegribsn uygun p, ehtimalina baraberdir. Belo-

likle alariq ki, S=x,p, +---+x,p, =M][x].
Riyazi gbzlamanin xassalari.

1) Sabit kemiyyatin riyazi gozlemasi 6zina barabar olar.

C sabitinin paylanma sirasi beladir: |—|. C uygun

olarag M[C]=C-1=C

2) ki tesadifi kemiyystin ceminin riyazi gézlsmasi onlarin
riyazi gozlemalari cemina barabardir
Isbati: Tutaq ki, x,y-iki diskret tesadufi kemiyyat-

lardir, onda
P[x, y]: Zcp(ery—c) = Z(a+b)P(x =a, y=>b)
a,b

©ger bu ikigat cemda toplananlar basqga cur gruplasdirsaq

alarq:

d(a+b)p(X =a,Y=b)y=Y > ap(x=a, y=b)+) bp(x=a, y=b)=
a b a,b

=ZZap(x=a,y=b)+---ZaZp(x:a,y=b)+~--
Zp(x:a, y =b)= p(x=a) oldugundan alariq:
b

Zap(x:a)+2bp(y:b):M(X)+M(Y)

3) Tesadufi kemiyyata sabit alave etsak, onun riyazi gozle-
masi hamin sabit qedar artar.
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Bu xasse daha Umumi xassanin (bax xasse 2) nati-
casidir.

4) Sonlu sayda tasadufi kemiyyatlarin ceminin riyazi
gbzlamasi onlrin riyazi gézlemalari. Comina bearabar olar.
Xasso 2-don riyazi induksiya Usulu ile isbat olunur.

5) Tesadufi kemiyyati sabite vurdugda, onun riyazi
gbzlamasi hamin sabit defe artar.

MkX )= kaP(x=a)=k) aP(X =a)=kM [X]

6) ©ger A< X < B olarsa, onda A< M[X]|< B olar.
Dogrudan da, M[X]=Y ap(X =a), biitin ehtimallar

menfi olmadigindan, onda M[X] = BZp(X =a)=B-1=8B.

Analoji olaraq M[X]> 4 alariq.

7) ©ger X, Y aslili olmayan tesadufi kemiyyatlerdirss,
onda M[X,Y]=m_m, . Istenilen a, b odadleri Ugln
P(X=a, Y=b)=P(X=a)-P(Y-b) oOlarsa X vo Y asll
olmayan adlanirlar.

Isbatl. M[XY]=Y cP(XY =c)=) abP(X =a,Y =b).

c a,b

Aslli olmayan x ve y tesadufi kamiyyatlar Ugln
P(X =a,Y =b)=P(X =a)-P(Y =b) oldugundan alariq:

%;abP(X =a)P(Y =b) = [Z aP(X = a)j : [Zb:bp(y = b)j = M[x]m[r]

3. Dispersiya va onun xassalari. Toesadufi X keamiy-
yotinin  dispersiyasi D[X] ilo isare edilir ve
D(X)=M|(x —m,)].

Dispersiyanin mahiyyat¢e manasi-tesadufi kamiyye-

tin giymatlerinin onun riyazi gdézlemasi atrafinda neca pay-
lanmasinin dlgusuddr.

323



Misal 5. Tutaq ki, K tesadufi kemiyyati yalniz iki
giymat alir (0 ve 1) va bu giymatleri alma ehtimallari uygun
olaraq q va p —dir, burada p+q=1. Dispersiyani tapaq.
M[K]=p. DIK]=(0-p)q+(-p) p+(-p)’p=p’q+q’p=pq

Dispersiyani hesablamaq Ug¢un ¢ox hallarda basqa
diisturdan, daha dogrusu D[X]=M[X?|-m> diisturundan
istifade edirlor. Bu dusturu c¢ixardaq. Terife asasan,
D[X]zM[(X—mx )2J=M[(X2 —2Xm, +m’ )| Riyazi gdzlomanin
xassaolarindan istifads etsak, alarq:

DIX]=M|X?|-2m M[X]+m? = M|x? |- m?

Dispersiyanin xassaleri.

1). Sabit kemiyyatin dispersiyasi sifira barabaer olar.

M[C]=C ve  M[C?]=C?oldugundan alarnq Ki,
D[C]=M[C*]-(CT})=0.

2) D[x+C]=D[X].

M[X +C]=M[X]+C, oldugundan
DLX +C= M[(X +C)= M[X + CT)|= M|(X + C—m, - C)]=
= M[(X —m, )2]= D(X)

Asagidaki 3-5 xassalerinin de bele sads isbati var,
buna gore da hamin isbatlar buraxiriq.

3) D[kX]=k’>D[X]

4) D[X]=0

5) ©ger X < B olarsa, onda D[X]< B’ olar.

6) D[.X +Y]=D[X]+D[Y]+2K,, burada
K, =M|[(X-m)Y-m,)} K,-o tesadiifi X, Y kemiyyatle-

rinin korrelyasiya momenti deyilir.
Dogrudan da,

324



D[X +Y] =M[((X+Y)—M[X+Y])2]=M[((X+Y)—(mx +my))2]=
= M[(X =m,) +2(X —=m )Y —m,)+ (¥ —m,)*|= M[(X =m )]+
+2M[(X —=m )Y =m )|+ +M[(¥ —=m,)?|= DLx]+ 2K, + D[Y].

Korrelyasiya momenti ¢ox muhum rol oynayir, o
tesadufi kemiyyetler arasinda garsiligh alageni tasvir edir.
Asagidaki farziyyas ile halalik kifayatlanak.

Ferziyys. ©ger X, U tesadufi kemiyyatleri asili olma-
yandirlarsa, onda
K., =0 olar.

Isbat.
K, =M|X -m)(Y-m)|=M|XY -m Y -m X +mm, |=
=M[XY]-2m m +mm, =M[XY]-mm,.

Asil olmayan tosadufi kamiyyatlar ucun
M[XY]=m_m,, oldugundan, K =0 olar.

Dispersiyanin kvadrat kokuna tesadufi X kemiyyati-
nin orta kvadratik sapmasi deyilir ve o[ X]=./D[X] - ilo isara
olunur. Dispersiyanin olgusu tasadufi kemiyyatin olgusunun
kvadratina barabardir, orta kvadratik sapmanin 6lgusu isa
tosadufi kemiyystin Olgusina barabardir. Orta kvadratik
sapmani hamginin o - ils ds igars edirler.

4. Diskret tasadufi kamiyyatin kanonik paylanma
ganunu. Bele paylanma ganunlarn Ugdur: binomial, puas-
son va handaesi silsila ile paylanma qanunlari.

Tasadufi X kemiyyati yalniz 0,1,...,n giymatlorini
alarsa vo P(x=k)=C'p*q"™" burada q=71-p olarsa, onda
deyirlaer ki, X kamiyyati n, p>0 parametrlerine gére binomial
ganunla paylanmigdir.
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Toesadufi X kamiyyatini asagidaki kimi tesvir etmak
olar. Sinaq neaticasinde p ehtimali ile bas veran har hansi A
hadisasine baxaq. Biri-birindan asili olmayan, eyni seraitde
n sayda sinaqlar seriyasi aparaq. Onda A hadisssi bu
seriyalarda tesadufi sayda bas verir. Bu tasadufi sayl X
kamiyyatinin giymati kimi gabul edirler. A hadisesinin bas
verdiyi sinaqlari ugurlu adlandirsaq, onda bu seriyalarda
ugurlu hallanin sayr X tasadufi kamiyyatinin giymati olar.
Asanligla gorinur ki, uygun ehtimal Bernulli disturu ile
(bax b.3 bélma 15.3) hesablayirlar.

Misal 6. n=4, p=1/3 parametrlori ilo verilmis

tosadufi kemiyyatin paylanma sirasini tertib edin.

Halli. Tadqiq olunan tesadifi kemiyyeti X ile isara
edak. X-in mumkun giymatlori 0,1,2,3,4 Vo
P(X =k)=C!(1/3)"(2/3)**, olar.

Hesablamanin naticelarini cedvalda yazaq.

w Lo | 1 | 2 | 3 | 4
| 1e/81 | 32/81 | 24/81 | 8181 | 1/81

n ve p parametrleri ilo binomial paylanmis tesadufi
keamiyyatin riyazi gobzlemasini va dispersiyasini tapaq.
Bunun Ugun tesadufi X kamiyyatini A hadisasinin bag
verdiyi sinaglarin sayi kimi gabul edak. Har bir i=17,...,n Ggun
tosadufi Z; kemiyyati daxil edek. ©gar A hadisesi i-ci
sinaqda bas vererse Z=1, bas vermeazse, onda Z=0
gotaralar.

Asanligla gorerik ki, X=Z+Z,+---+Z, olar.
Belalikle, M[X]=M[Z1+---+M[Z,]. Butin Z; -ler eyni
qayda ile paylanib voe M[Z,]=P (5-ci misala bax) Demali,
M[x]=np . Indi ise dispersiyani tapaq. Z; —kemiyyatlori asili
deyiller ve D[Z,]=pgq (bax 5-ci misala). Demali,
D[Z]=npq..
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Oger y tesadufi kemiyyati yalniz 0,... k,... giymatlerini
ala bilerssve P(Y =k)=¢"" a"/k! olarsa. Onda deyirler ki,
tosadufi U kemiyyati a>0 parametrine goéroe Puasson

ganunu ile paylanib.
Riyazi gozlemaeni tapagq:

M[Y]= ike“‘ at [kl = ae‘“(iak/k!] =ae ‘e’ =a;. zak/k! =e"
k=0 k=0 k=0

Dispersiyani hesablamaq bir qader g¢etindir; biz
hesablamalari buraxaraq, yalniz naticeni yazing: D[Y]=a.

Belslikla, riyazi gozlama va dispersiya adadi olaraq a
parametrina barabardir, onlarin dlgulari ise muxtslifdir.

Misal 7. Tutaq ki, N tesadufi kamiyysti a=2
parametri ile Puasson qanunu ile paylanmisdir.
P(Y =1), P(Y > 0) ehtimalini tapin.

Halli. P(y=1)=e?-2'/l1=2¢7 = 2/7,

PY>0)=1-P(y=0)=1-¢2-2°/0l=1-¢ ~6/7 .

Qeyd etmak faydaldir ki,

e ~037; e’ =1/7; e =1/20;¢™ =1/50 .

Asagidaki taklif binomial ve puasson paylanmalarini
alagalendirir.

Teklif. Puasson paylanmasi binomial paylanmanin
limit veziyystidir. Daha deqiq desek tutaq ki, X n,p

parametrlarina gora binomilan ganunla paylanmisdir ve n
cox bdyiik, p-ise cox kigikdir, onda P(X =k)~e ™ -a"/k!
olar, burada a=np, k-ise ¢ox kicikdir, bu halda binomial

paylanma teqribi olarag puasson paylanmasi ile avaz
olunur.
Isbatl. P(X =k)-ni gqiymatlendirek. Bernulli dusturuna

asasan alarq:
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P(X =k)=ClP (1= p)™ =(n(n=1)--(n—k+1)/k)-(1- p)'™* =

~ () f)1= py = py* = (1=mp/n) )- (1= p)* = (1=mp/n) ~ e
oldugunu nazers alsaq, giymatlondirmak istadiyimiz ehti-
malin taqribi olaraq ¢ -a"/k! - a barabar oldugunu gorarik.

Misal 8. Atici alayi (1000 naeferadak adamdan ibarat)
mars zamani dismen qiricisi tersefindan askar edilir. Os-
gerlerin taxminan yarisi qiriciya ates acir. Teyyaranin vu-
rulmasi ehtimali ne gadardir?

Halli. Masalanin gertinde tayyaranin bir atesds vu-
rulmasi ehtimali ¢catismir. Qeyd edak ki, teyyaranin vurul-
masi ¢ox ¢atindir, ya gerak teyyaragini vurasan (teyyarogi
ise gulls kegirmaz oturacaqda oturur) ve ya teyyarenin zaif
yerina (benzin bakina, matoruna ve s.) deymak lazimdir.
Qabul edak ki, ehtimal 0,002-8 barabardir. Teyyarani vuran
gulle X-binomial qanunla paylanib, n=500 va p=0,002,
P(X >0)-1 tapmaq lazimdir. ©vvaelce teyyaranin vurulma-
masli ehtimalini P(X =0) tapaq. Binomial ganunu puasson

ganunu il avez edak; a =np =1. Onda,
P(x=0)=e"'-1°/0!=¢™ ~0,37. Demali, axtarlan ehtimal
toqribi olaraq 0,63-a barabar olar.

Bger Z tesadufi kemiyyati 1,...,k,... giymatlerini ala
bilirse vo p(Z=k)=q¢""-p, , burada g=1-p olarsa, onda
deyirler ki, Z, tesadlfi kemiyyati p >0 parametri ile hndesi
silsile qanunu ils paylanmigdir.

Z tosadufi kemiyyatini bele tosvir etmak olar. Sinaq
naticesinde p ehtimal ile bas vers bilon har hansi A
hadisasine baxaq. Eyni geraitda, biri-birindan asili olmayan
sinaglar seriyasi kegirok. Bu sinaglari A hadisasi bas
verona qgadar aparaq. Bela sinaqglarin sayini A hadisasinin
giymati kimi gabul edak.

Misal 9. Avtomobil dikaninda alicilar avtomobil
secirler. Bir qgayda olaraq, alicilar munasib bildikleri
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avtomobili tapana gadar, gordukleri avtomobilleri radd edir-
lar. Radd edilmig avtomobillere Z tasadufi kemiyyati kimi
baxaraq, onun paylanma sirasini tapin.

Halli. Masalenin sartinde ixtiyari avtomobilin alicinin
xosuna galmasi ehtimal ¢atismir. Tutaq ki, bu ehtimal 1/5
—dir. Onda Z-in paylanma sirasi bels olar:

1 ‘ 2 ‘ ‘ k
1/5 ‘ (4/5)-(1/5) ‘(4/5)“-(1/5)

Hendesi silsile qanunu il paylanmigs p>0
parametrli tesadufi kemiyyaetin riyazi gézlemasini tapaq.

M(Z)= quk 'p= p(Zq J = plg/1-¢q)) =
=p(l/(1—q) )=p/p*=1/p

Taxminan eyni qayda ile dispersiyani tapmaq olar:
D(Z)=q/p’

MOSSOLBLOR

1. Sirkat muxtslif yerlords tikilocak dord evin layiha-
sine baxir. Tikinti Ugun vasaiti galecek sakinler Ozleri verir.
Evlerin tikilmasi G¢lin zaruri vasaitin yigiimasi ehtimali 0,8-a
barabardir. Har bir tikilen ev layiha xarcinin 1/3 — hissasini
Odayir. Sirkatin manfaatinin paylanmasini tapin. Gézlenilen
manfaati tapin.

Halli. Butan xarcleri a ile isara edak. Tutaq ki, X gir-
katin tike bilacayi evlerin sayidir. Onda X binomial pay-
lanma ganunu ila paylanib, parametrlari isea n=4, p=0,8-dir.
S maenfesti X-den S =—a + (a/3)x disturu ile asilidir. indi

ise paylanma sirasini yazaq
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LI A IR B B

X ‘ 1/625 ‘16/625‘ 96/625 ‘ 256/625 ‘256/625

“a 2a3 | a3 | 0 | a3
Si’ 1/625 ‘ 16/625 ‘96/625’ 256/625 ‘256/625

Bundan ise manfeatin paylanma sirasini alariq:

Gozlenilan manfast — S tesadufi kemiyyatinin riyazi
g6zlamasi olar. Onu asagidaki disturla tapaq:

M[S]1=>_s,p, =af15. M[S]-i bele do hesablamaq olar:

M[S]=3 (~a+(a/3)x,)p, =—a_ p,+(a[3)) x,p; =

=—a+ (a/3l)M[x] ==—a+(a/3)np=—a+(a/3)4-0,8=a/l5.

2. ©min olun ki, har U¢ ganunda—-binomial, puas-
son ve handasi silsile gqanunlarinda paylanma sirasindaki
ehtimallarin cami vahids barabardir.

3. 100 dollarliq sskinazlarin 1%-i galpdir; lakin bun-
lar gox inca duzaldiyindan pul dayisme mantagasinin isgisi
onlarin onda birini haqiqi kimi gabul edir. Bir ginde tox-
minan 200 adad 100 dollarliq askinaz gabul edilir. Onlarin
icerisinde he¢ olmasi birinin galp olmasi ehtimali na qadar-
dir?

4. Tesadufi V kamiyystinin butin muimkun
giymatleri tam adadler olarsa, onda V - tam giymatli adlanir.

Belo tesadiifi kemiyyste ¢(z)=> p,z*(p, =p(V =k))
k

funksiyasini qarsi qoyaq. Bels funksiyaya istehsal funksiya-
si deyilir. isbat edin ki, M[V]=¢'(1), D[V']=¢"(1)+0'(1)-(p'(1)) -
Binomial, puasson va handasi silsile ganunlari ila paylan-
mig tesadufi kemiyyatlerin istehsal funksiyalarini tapin.
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16.2. Qeyri-muayyanlik saraitinda
qorarlarin qabulu

1. Naticoa va risklarin matrisi. Rahbar, menecer
rohbarlik etdikleri kollektivin qarsisinda duran problemleri
hall etmaya borcludurlar. Rehbar garar gebul etmays borc-
ludur. Qarar gebul etmak nazariyyasinde xususi termin-
garar gabul edan saxs—QQS termini var. Bu bdlmada ha-
min terminden istifade edacayik. Qarar qebul etmok—har
hansi ekstremal masalani hall etmak demakdir, yani muay-
yon mahdudiyyatler daxilinde maqgsad funksiyasi adlanan
funksiyanin ekstremumunu tapmaq. Masalan, 23.1. bdl-
masinda baxdigimiz xatti programlasdirma bele ekstremal
masalalarin tam bir sinifini shate edir.

Ehtimal nazariyyasi ve riyazi statistika Usullar geyri-
muayyenlik seraitinde qerar ¢ixarmaga kdmak edir. Har bir
tesadufliyi ehtimalla «6lgmak» miumkuln deyildir.

Qeyri-mUayyenlik—daha genig anlayigdir. Oyun zarini
atdiqgda hansi regamin yuxari dismasi-qeyri-muayyanliyi ile,
Rusiya iqtisadiyyatinin 15 ilden sonra neca olacagi geyri-
muayyanliyinden forqlidir. Qisa desak, ayr-ayriligda goétu-
rulmis tesadufi hadiselarden ferqli olraq, kitlevi tasadufi
kamiyyatlor ehtimal ganunauygunluglarina tabe olurlar.
Tutaqg ki, QQS (gsrar gabul eden saxs) bir nege mumkun
hallere baxir: i=1,... , m. Serait qeyri - miuayyandir, yalniz
malumdur ki, j=1,---,n variantlarindan biri mumkundur.

©ger i-ci qerar gabul olunarsa, serait j-dirse, onda firma
(QQS-in rehberlik etdiyi) ¢,-geliri elde eder. O=(q;)

matrisina natice matrisi deyilir. QQS hansi gerari gabul et-
malidir? Bu geraitde rehberin riskli olmasindan ¢ox sey
asilidir. Bas risqi nece giymatlandirmak olar?

Tutag ki, i-ci qerarin vera Dbilecayi risqi
giymatlandirmak istayirik. Bize real serait malum deyil, aks
halda biz an gox galir gatiron an yaxsi garar gabul edardik.
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Basqa so6zle, ager serait j-sa, onda q; =maxgq, galiri
temin edan qarar gabul olunardi. Demali, i-ci gararin gabulu
ils, biz g, galirini deyil, g, - galirini elde etmayas risk edirik.
Belsliklo, gabul edilmis qgerar r,=¢,—q; qeder az galir

goturmaya risq edir.
R =(r,;) matrisi risklor matrisi adlanir.

N

12

Misal 1. Tutaq ki, natice matrisi ¢ =
10

5
2
8
1

A O W DN
W

Risklar matrisini tertib edak.
q, :m;“quj =8, ¢,=5, ¢;=8, ¢q,=12.
3 3 0 8
0| olar.
2
4

Belaliklo risklar matrisi

6 2
0 0
7 1

AN DN B

Qeyd edsk ki, biz ilk defadir ki, risklerin kemiyyatce
giymatloendiriimasi ila rastlasdiq. Aydindir ki, risk sahibkarliq
foaliyyatinin an muhum kateqoriyalarindan biridir. Malum
oldugu kimi sahibkarlar diger insanlardan yaxsi yasayirlar.
Bu onlarin riskinin naticesidir. Risk ¢ox genis anlayisdir, biz
galacekds bu anlayisa gayidacagiq.

2. Tam geyri-muayyanlik garaitinda gararlarin ge-

bulu. Asagidaki gayda-zemanat bu masealede miayyan
oriyentir rolunu oynaya biler.
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Vald qaydasi (ifrat pessimizm qaydasi).
i-Ci qerara baxarkan, ferz edaceyik ki, aslinde serait

an pisdir, yani an az galir gatiren gerardir: g, =mj1nai,.. Indi

an c¢ox galir a, veran i, qgerarini segok. Belsliklo Vald
qaydasi zemanat verir ki, i,-gararini verak, bele Ki,
a;, :m?xaizm?x(rrljinq,.j.). Yuxardaki misalda oldugu kimi

alang: a,=2,a,=2, a,=3,a, =1. indi 2, 2, 3,1 adadlerindan

maksimumunu tapaq. Bu — 3-dur. Demali Vald qaydasi
zemanat verir ki 3-cu garari qabul edak.

Sevic qaydasi (minimal risk gaydasi).
Bu gaydani tetbiq edarkan R = (r,)riskler matrisi toh-

lil edilir. i-ci gerara baxaraq ferz edaceyik ki, aslinda
maksimal riskli serait yaranir b, =maxr;. Indi ise an kigik
J

riskli i,- qararini se¢ak, burada b,,- an Kigikdir. Belslikls,
Sevic qaydasi zemanat verir ki, ele i, - gararini segek Ki,
b, = ml_inbl. = ml_in(maxrij.) olsun.

J
Yuxaridaki misala gore: b, =8,b, =6, b, =5,b, =7. Indi 8, 6,
5, 7 adadlarinden minimumunu tapaq. Bu 5-dir. Demali
Valda gaydasi 3-cu gararin gabuluna zamanat verir.

Qurvits qaydasi (seraite uygun Olglilmis pessimist
ve optimist yanasma). i&mjinqu +(1—/1)m];1qui, maksimu-

munu temin edan j qarari gabul edilir; burada 0<A<1. 4 -
nin giymaeti subyektiv ndqgteyi-nazerinden secilir. ©ger A
vahide yaxinlagsarsa, onda Qurvits gaydasi Vald qaydasina
yaxinlasar, ager A sifira yaxinlasarsa, onda Qurvits gaydasi
«cahrayl optimizm» qaydasina yaxinlasar (bunun na
oldugunu 6zinuz diasindn).
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3. Qisman qeyri-muayyanlik garaitinda qgararlarin
gabulu. Tutaq ki, baxilan sxemada real seraitin j vari-
antinda inkigaf etmesinin P; ehtimali malumdur. Bels veziy-
yot gisman geyri-muayyenlik adlanir. Bele seraitde nece
gerar gabul edek? Asagidaki gaydalardan birini secmak
olar.

Gobzlsenilan orta gslirin maksimumlasdirilmasi qaydasi.

i -ci gerarin reallasdinci firmanin galiri paylanma
. |9in
P P
riyazi gdzlemasi gozlanilan orta galir olar va onu Q-Ie isa-

ro edirler. Belaliklo, bu qayda maksimal orta galir veran qe-
rarin edilmasini tovsiys edir.

sirasi

olan tesadifi Q, kamiyyaeti olar. M[Q,]

GO&zlsnilan orta riskin minimumlasdiriimasi qaydasi.
i-ci gerann reallasdinimasinda firmanin  riski

Tim
Py
MIR,] riyazi gozlemasi gozleniln orta riskdir, onu R,
- lo isare edirler. Bu qayda godzlenilen orta riskin

minimumunu tovsiye edir. Yuxarida gostarilon ehtimallara
uygun orta risqi hesablayaq. Onda alariq ki,

R1=20/6, R: =4, R; =7/6, Rs =32/6 .Gdzlenilen mini-
mum orta risk 7/6—ya barabar olar, bu 3-ci garara uygun-
dur.

paylanma sirasi olan tesadufi R; kemiyyati olar.

Bazan tam geyri-mulsayyenlikde asagidaki gaydadan
istifade edirler.

Eyniimkanh Laplas qaydasi. Burada hesab edirler ki,
buatin p ehtimallari barabardir. Bundan sonra yuxarida
gOsterilen qaydalardan-tovsiyyslarden har hansi biri segilir.
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4. Risq orta kvadratik sapma kimi. Riske basqa
bir yanagsma. Galiri Q tesadufi kemiyyaeti ola har hansi ame-

liyyata baxaq. Gdsterildiyi kimi gozlanilan orta gslir tesadufi
O kemiyystinin, riyazi gézlemasidir. o, =,/D[Q] orta kvad-
ratik sapma isa galirin mumkun giymatlarinin orta gozle-
nilen galir atrafinda sepalenmasinin Olglsudur. Bunu isa
riskin dl¢lsu kimi gabul etmak olar. Yada salaq ki,

DIQ)= M| -, |
Misal 1-de 3-cli benddeki ehtimallara gére O,

gelirlerinin r, risqlerini tapaq. Paylanma siralari, gozlenilen
orta gelir va yeni risklar:
5| 2| 8| 4

O [12 16 | 1/6 | 1/6

0,=29/6~481, r, ~1,77

2 3 4 12

0, =25/6~416 , r, ~3,57
Ox 2 [1/6 | 1/6 | 1/6

0,=7,1~230

Os' 472 [1/6 | 1/6 | 1/6

11428
O 2 {16 [ 16 | 16 Q,=17/62281, r,~254

Gozlenilen orta geliri ve riskleri mustavi Uzerinde
geyd edak; bunun Ugun gsliri Q=g¢ Ufigi ox risqgleri ise
saquli ox kimi gabul edak. (sakile baxin). Dérd noate aldiq.
(d, r) négtasi ne gader sag tarafds r 2
olsa amaliyyat bir o gaedar galirlidir, )

Noéqte ne gader yuxarida olsa, 4 3

bir o gedar amaliyyat risklidir. 1

Demali sag ve asagi ndqteni segmak >
lazimdir. (d", ') néqtesi (d, r) ndgtesine q




gOra ustunluk tagkil edir, ager ¢'>¢ va r'>r olarsa. Bizim
misalda 1-ci amaliyyat 2- ciden , 3-cu 2-ciden, 3-cu ise
4-cUdan ustundur. Digar terafdan, 1-ci ve 3-cu amaliyyatlar
muqayisa olunmazdir, 3-ctide galir ¢ox, risq da goxdur.

Her bir ndoqteya gora ustunliyl olmayan noqts Pa-
retoya nezaran optimal noqgte adlanir. Bels noéqgtslerin
coxlugu ise Paretoya gora optimal ¢oxluq adlanir. Asanligla
goérmak olar ki, ager baxilan emaliyyatlardan an yaxsisini
segmoak lazimdirsa, onda onu Paretoya nazaren optimal
coxlugdan segmak lazimdir.

5. Qorar gabulu lg¢iin Bayes yanagsmasi. Asagidaki
misala baxagq.

Misal 2. Eksperiment aparan sexs tamamile eyni seo-
kilde olan iki kise gosterdi ve dedi ki, bu kisalerin birinda
80% ag ve 20% gahvayi lobya var, digrinds ise 80% gahvayi
va 20 % ag lobya var. Birinci kisani ag kisa, 2-ci kiseni ise
gahveyi adlandiraq. Sonra o, kisaleri apardi ve bir kisa ile
qayitdi va teklif etdi ki, gatirdiyi kisenin hansi oldugunu
tapaq, ager tapsaniz 10 dollar alarsiniz, tapmasaniz heg bir
sey almayacaqgsiniz. Asanligla gérmak olar ki, sizin udusu-
nuz V tesadufidir ve onun paylanma sirasi beladir:

10 0
172 | 1/2

Bir oyunda orta udus M[V']=(10-1/2+0) dollar = 5 dollar.

Bir middet sonra eksperiment aparan oyunu murekkab-
lasdirdi. O, taklif etdi ki, bir lobya goturak, onun rangini
gorek va bundan sonra hansi kise oldugunu deyak. Bunun
ucln o, evvalcadan 1 dollar ddemayi xahis etdi. Siz bu
oyuna gedib, 1 dollari 6dayaceksinizmi? Calisaq hesabla-
yaq, 1 dollarn 6demak lazimdirmi?

indi biz garsimizda olan kisenin hansi rengli olmasini
tasadifen deyil, ¢ixardigimiz lobyanin rengina uygun deys-
cayik (bu «halledici gayda» adlanir).
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Bu ehtimal ne gader olar? Aydindir ki, bu ehtimal
¢ixardigimiz lobyanin hansi rangli olmasi ehtimalina bera-
bardir. Axirinci ehtimal 0,8-a barabardir. indi orta, gézlenilen
udus 8 dollar oldu. Neatica — 1dollar 6demak lazimdir.

Bu misalda qerar gebul edilmasinin Bayes yanas-
masinin mahiyyaeti gostarilmisdir. Ferz edak ki, is adami ba-
zara yeni perspektivli amtaanin c¢ixarilmasini fikirlagir. Am-
ma o bilmir ki, emtes satilacagmi? Seraiti 6yrenmak ugun o,
sinaqg partiyasini bazara cixarir ki, gérsin amtaa satilarmi.
Bundan sonra gerait muayyenlagir vo daha yaxsi prognoz-
lasdirilir. Bu seraiti daqgiglesdirmak Ugln bir sinaq da kegir-
mak va bagga momentlari tahlil etmak olar. Adi hayatda biz
tez-tez bels Usullardan istifada edirik. Masalan, mesaye ge-
derken hava haqginda malumati dinlayirik ve yaxud
havanin nece olacagini bilmak Uglin pancaradan ¢ola
baxiriq. Umumiyyatls Bayes yanasmasi bels saslonir.

Tutaq ki, biz seraitin ehtimal prognozu S-i bilirik:
P(S=H,)=P. Belo prognozu bilerek, gozlenilen orta galiri
Q - nu ve yaxud R-gozlanilan orta riski tapa bilarik. Ehti-
mallarin paylanmasi {B}-ni daqiqlasdiran sinaq amaliyyati

keciriimasi imkanina baxaqg. Ehtimallarin yeni paylanmasi
{P'} olar. Ehtimallarin yeni paylanmasina uygun yeni

xarakteristikalar: gozlanilan orta galir Q, gdzlenilan orta risk

R’ va s. ©ger gerar gabul edn saxs gerara galss ki, belo
daqiglesdirmada sinaq emaliyata 6ztni dogruldur, onda o,
sinadi kegirir. Ehtimallarin yeni paylanmasi {P/} -i adsten

Beyes dusturlari ils tapirlar.
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MOSSOLSLOR

1. Maliyye emealiyyatlarnin naticalerinin sigortalan-
masi. Bank bir illiya 8%-la 10 milyon rubl kredit verir. Kredit,
dayari 10 milyon rubl olan yasayis evini girov qoymagla
verilir. Riski azaltmaq Ug¢un bank bu ev Ugun 3% girov
mablagini 6demakle A rubl siJorta polisi alde edir. Sijorta
sirkatinde bu tip evlarin bir ilde yanmasi 0,01 giymatlan-
dirilir.

A=5; 10; 20 milyon oldugda bankin | galirinin pay-
lanma sirasini ve bankin orta galirini tapin.

Halli. Aydindir ki, 1=-0,034+S, burada tsesadufi

kamiyyat S asagidaki paylanma sirasina malikdir:

Ev yanmir Ev yanir
800 000 A —10 000 000
0,99 0,01

Demali, gézlenilen orta galir
M[J]=-0,034+ M[S]=-0,024+692000.

3 2 8
2. Natice matrisinebaxaq |4 6 3|.
7 5 4

Risklarin matrisini tapin.

Vald, Seviden, Qurvits gaydalari 4 =1/4 olduqda
hansi halli teklif edir? Tutaq ki, natice ehtimallarn pay-
lanmasi (1/4, 1/4, 1/2') - dir. Ela halli tapin ki, gozlanilan orta
goliri maksimumlasdirsin, gozlenilan orta risqi ise mini-
mumlasdirsin. Sinaq emliyyati ehtimallarin paylanmasini
deyisir. indi paylanma bels olar: (1/8, 1/8, 3/4).

Sinaq amaliyyatinin negays basa galdikda, onu ke-
cirmak magsadauygun olar (Kriteriya olaraq orta gozlenilen
galiri géturmak lazimdir)?
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3. Tesadufi gslirle G¢g muxtalif emaliyyat aparan
‘ -5 0 5 ‘ 10
’ 0,1 0,2 0,5 ’ 0,2

\ -5 0 5 \ 10
QZ‘\ 0,3 0,2 01 | 04

\ -5 0 5 \ 10
Q3-‘\ 0,3 0,2 01 | 04

Bitlin emaliyatlar Ggiin gdzlenilen O galirini, orta
kvadratik sapmani r hesablayin. Bu xarakteristikalar vahid
sokile kdgurun ve amaliyyatlarin grafiki tasvirini alin.

E(O, r)=100—r disturu vasitasilo an yaxsi ve an
pis amaliyyatlarn tapin.

16.3. Kasilmaz tasadifi kamiyyatlor
va onlarin xarakteristikalari

1. Kosilmoaz tasadufi kamiyyatin torifi. Diskret
tosadifi V kemiyyatinin mimkin giymetler ¢oxlugu hesa-
bidir, buna gére de onu paylanma sirasi saklinda, yani
{P(V =x)} ehtimallar dssti vasitesilo tesvir etmok mim-

kiindlr, burada x mimkin giymetler coxlugundaki giymat-
lari alir.

Ele tesadufi kemiyyatlar da vardir ki, onlarin mimkun
giymetleri hesabi deyildir (en azi nazeri planda), yeni on-
larin mUimkun giymatleri har hansi intervali tamamile doldu-
rur. Belo tasadufi kamiyyetlari paylanma sirasi ilo tasvir
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etmak mumkuin deyildir va onlar tasvir etmak Ugln basqa
usullardan istifada edirlar.
P(V =x) ehtimalinin avezina P(V <x) ehtimalindan

istifade edirler, burada x ixtiyari adaddir.

Belslikle, bitliin R adadlar ¢coxlugunda tayin olunmus
F(x)=P(V <x) funksiyasi anlayigina galirik ve bu funksiya
x nogtesinde P(V <x) ehtimahdir. F(x) funksiyasina V
tosadufi kemiyyatinin paylanma funksiyasi deyilir. Paylama
funksiyasi tesadufi V kemiyyatini tamamils misayyen edir,
xususi halda onun komayi ile bizi maraqglandiran ixtiyari
ehtimali tapa bilerik. Masalan, bu funksiyanin tarifine
asasan alarnq: P(V <b)=F(b). Belo ki, (a<V) va (V <a)
hadisalari gqarsiligh olduglarindan,

Pa<V)=1-P(¥V <a)=1-F(a) olar.

(V <b)=(W <a)U(a <V <b) oldugundan va axirinci

iKi hadisa uyusmayan oldugundan, onda
P(a<V <b)=F(b)—F(a) Olar.

Misal 1. Paylanma funksiyasi asagidaki kimi olan S
tosadufi kemiyyatine baxaq.

F(x):{o x<0,

l—-e™ x>0.
Belo tasadufi V kemiyyati 4 parametrli dstli paylan-
mig tesadlifi kemiyyat adlanir (sakil 1).
A
F Bir ne¢a ehtimallar tapaq.
Yuxarida geyd etdiyimiz
ERRIEIL ST TEIEIER R Uumumi dusturlardan
alanq:
! Pb<V)=1-P(V <b)=e

Sekil 1. Has<V<b)=Fb)-Fa)=¢™ ™
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2. Paylanma funksiyasinin xassalori.
Tutaq ki, F(x) —tosadufi V' kemiyyatinin paylanma
funksiyasidir.
1) Paylanma funksiyasi 6z arqumentinin azalmayan
funksiyasidir, yeni a <b oldugda F(a)< F(b) olar. Dogrudan

da, F(a)=P(V <a)<F(V <b)=F(b) olar, belo ki, (¥ <a) hadisasi
(v < b) hadisesinin bir hissasidir.

2) F(x) funksiyasi istenilon ndqtada soldan kasil-
mozdir. Masalen, isbat edsk ki, F(b):xliirfoF(x)' Tutaq ki,

{a,} b—e soldan yaxinlagan hsr hansi ardiciligdir, onda
(v <b)=U{(V <a,):ne N}. Ehtimalin hesabi additivliyine gére
(bax 15.2 b.2) alanq: F(b)=P(V <b)=limP(V <a,)=limF(a,)
Bu beraberlik istenilen {a,} ardiciligl (giin dogru oldugun-
dan, F(x) funksiyasi b ndqtesinde soldan kasilmez olar.
Eyni gayda ile asagidaki iki xassani de isbat etmak olar.

3) F(—o)=1im F(n)=0.

4) F(wo)=limF(n)=1.

Muahum bir taklifi isbat edak.
Toklif 1. ©gar paylanma funksiyasi C noqtasinde
kesilmaz olarsa, onda P(V =c¢)=0 olar. Belsalikle, ager pay-

lanma funksiyasi kasilmaz olarsa, onda tasadufi kemiyyaet
ayriligda goturulmuas har bir giymatini sifir ehtimalla alir.
Isbati. F(x) funksiyasinin kesilmazliyinden alariq:

lim F(x)=F(a) P(V =c)<Pla<V <b)=F(b)-F(a) istenilon a<c
ve b >0 oldugundan, onda p(y =¢)< lim F(b)- F(a)=0..
x—a+0

gooog 2. gooooogoo gooooodn
gooooogoooog  ooood oodo oo noogogoo
gouougdooog guood:
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0 x<a,
Flx)= o4 a<x<b,

x —

1 x>b.

V tesadlfi kemiyyati [,h] pargcasinda miintezem

paylanmis tesadlifi kemiyyat adlanlr ($le| 2).
Niys belo adlanir? F

Cavab ugln gosterak

ki, bu tesadufi kemiyyatin

ehtimali neca hesablanir. /

F(x) paylanma funksiyasi

1
kasilmaz oldugundan, a b . X
ixtiyari ehtimal P(V =c) sifir olar. Sekil 2.
Demali, ixtiyari Plc<V <d), Plc<V <d),

Plc<V <d), P(c<V <d) ehtimallar barabar olar.

Plc<V <d), c<d ehtimalini tapaq.

Oger d <a veya b<c,onda F(a)=F(b) ve demali
Plc<V <d)=0 olar. indi tutag ki, c<a<d<b, onda
Plc<V <d)=F(d)-F(a)= 474 yekunda da asagidaki neti-

—da

coya galerik.

Netico. Tesadifi V' kemiyystinin [c,d] pargasinda
giymat almasinin ehtimali [c,d] pargasinin [a,b] parcasin-
daki payina bearabaerdir, basga sozla desak, gostarilan ehti-
mal [c,d]m[a,b] kesisma pargasinin uzunluguna mutanasib
olar. ©dadi misalda bunu gdsterak. Tutaq ki, V tesadufi
kamiyyati [0,100] parcasinda muntazem paylanmisdir. Asa-
gidaki ehtimallar tapaq:

P(0<V <60), P20<V<80), P(-10<V <70),

P(0<V <120), P(120<V <160), P(V =5).
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Yuxaridaki neticeden istifade edarak, alariq:
60 6 60 6

P(O<V <60)=——=—2P20<V <80)=—=—,
100 10 100 10

P(_10<V<7()):17O, P0<V <120)=1, P(120<V <160)=0.

Axirinci ehtimal  P(V =5)=0 olar.
Misal 3. Oyun zerini atdigda yuxari Uza duisen xal-
larin sayinin paylanma funksiyasinin grafikini quraq.
Tesadufi W kemiyyastinin paylanma sirasi asagidaki
sokilde olar:

|z fa 456

’ 1/6 ‘ 1/6 ‘ 1/6 ’ 1/6 ‘ 1/6 ‘ 1/6 ‘
Uygun grafik sakil 3-da verilmisdir.

A
4_
<_
4—
4_
“— /6 1
T 2 3 4 5 6 X
Sakil 3.
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3. Kacunmsas msacadugu kamuadsminsip es OHnapbIH
xaccsnspu. Sasip ena msAHpuU onmaldaH  f(x)

¢yHKcullacbl eapca Ku, uxmuuapu a<b U4YUH

b
Pla<V <b)= J' f(x)dx onmcyH. OHwda B msacaduygpu

KAMUUUssmu KAacunmnA3 adnaHbip. f(x) ¢pyHKkculacel B
msicadyghu KAMUUUSMUHUH ewmumMalsibiHbIH CbIXNbIr
dyHKCMnacbl adnaHbIp.

I'eiin ensik xu, P(— o<V < oo) —1 OJybYHJIaH

b

[ f (x)dx=1 ©71ap.

WHuTerpanbid CIpUisAsipy COHCY3 OJIybYH]H O,
reiipu-msaxcycu uHTerpanabp (6ax.11.1.6.1). Enrrumansia
CBIXJIBIT ()YHKCHHACH MIXTSUTU( eIITUMAJUIAPhIH TabUIMACHI
IYIH HaxIibl BacUTS POJIyHY OMHalblp. OHYH BaCUTACHIIA
M s aiiaama GyHKCUHAChIHBI TanMar oyp. Jospynan
a F(b) = P(V < b) OJAYybYHIIaH aXbIPBIHBEI €ITUMAJI

j' f(x)dx -s1 Osipabspaup. bensmukis, anrabbiaakel TAKIHD

AOBPYYP.
Teklif 2. Paylanma funksiyasi sixliqg funksiyasini in-

teqrallamagla alinir: f(p)= jf(x)dx

Sixliq funksiyasi terife gore butliin adad oxunda kasil-
maz oldugundan, inteqrallanandir ve ona gore de paylanma
funksiyasi da butin aded oxunda kasilmazdir. Demali, aga-
gidaki taklif de dogrudur.

Toklif 3. Kesilmaz tesadufi kamiyystin paylanma
funksiyasi her yerde kasilmazdir. Buradan isa | toklife asa-
son asagidaki teklifi alariq.
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Toklif 4. Kesilmaz tesadifi kemiyyat 6zlnln har bir
ayrica giymatini sifir entimalla alir.

Bu ise kasilmaz tesadufi kemiyyatin diskret tosadufi
kamiyyatdan asas ferqidir. Buradan ¢ixir ki, kesilmaz tasa-

dufi kemiyyaet Ggln P(a<V)=Pla<v),
Pla<V <b)=Pla<V <b) Vo s. Bunlardan sonralar istifade
edacayik.

«Ehtimalin sixigr» adi nece alinib?

Boyuk olmayan [y x+Ax] intervalina baxaq. V- nin
bu intervalda giymat almasinin ehtimali

P(x <V <x+Ax)= F(x+Ax)- F(x) olar.

Bu ehtimalin intervalin uzunlugunun nisbatine baxaq,
yani vahid uzunluga uygun olan orta ehtimala baxaq ve Ax
sifira yaxinlasdiraqg. Limitde paylanma funksiyasinin téreme-

sini alang: fim £ AAXX)_ Flx) F'(x)

Ax—0

oger f(x) hamin noqteds kasilmazdirse, onda bu
torama var va téroma bu halda f(x) -9 baraber olar (bax

10.2 b.5)
Belslikle, asagidaki teklif dogrudur.

Toklif 5. Sixlig funksiyasinin ksilmaz oldugu noéqte-
larde paylanma funksiyasinin téremasi hamin noqtede six-
liq funksiyasina berabardir. Adeten praktikada sixliq funksi-
yasl sonlu sayda noqtsler istisna olmagla har yerda kasil-
maz olur. Demali, sixliq funksiyasi ve paylanma funksiyasi
asagidaki taklifle biri — birina baghdir.

Teklif 6. Sixhq funksiyasini tapmaq Ugun paylanma
funksiyasini diferensiallamaq lazmdir: f(x)= F'(x).
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Paylanma funksiyasini tapmagq Ugtn isa sixlq funksi-
yasini integrallamaq lazimdir:  p(x)= jf(t)dt

Misal 4. Asagidaki tesadufi kamiyyatlerin sixliq
funksiyalarini tapin:
a) [a,b] pargasinda mintazem paylanmis; b) A parametri ilo

ustli paylanmis tasadufi kemiyyatlori.

a) f b) F
A
a h x I X
, Sakil 4. )
Helll. Paylulllllu Iulll\olyululllllll \IIIIOUI 1,2) toremele_
rini tapaq:
1
a) 0)=1p-a xe[a,b],
0 xe[a,b]
b) 0 x <0,
f(x)—{ . x>0.

Bu sixliq funksiyalarinin grafikleri sakil 4, a ve 4, b —do
gOsterilmigdir.

4. Kasilmoaz tosadufi kamiyyatin riyazi gozlomasi
va dispersiyasi. Kasilmoaz tasadufi kemiyyatin riyazi gozle-
masi va dispersiyasinin mazmunu diskret tasadufi kemiy-
yatde oldugu kimidir (bax. 16.1, b.2) f(x) sixhgi ile verilmis

kasilmaz V tesadufi kemiyyatinin riyazi gozlemasi

M[V]= Txf(x)dx disturu ile teyin edilir.

-

V-nin dispersiyasli isa tamamila diskret tasadufi ke-
miyystde oldugu kimidir, yeni D[y]= |V —m, } |= My ]-m;
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Misal 5. V tasadufi kemiyyatinin riyazi gézleamasini va
dispersiyasini tapin:
a) [a,b] pargasinda miintezem paylanmis; b) 1 pa-

rametrli Ustlo paylanmis (1,2,4-cU misallarda baxin) tesadufi
kamiyyatlorin.

Helli. @) 1,1 g @th) .

:l(bj—ca) 2

indi dispersiyani hesablayagq.

2 1 x3b_(b3—a3)_(b2+ab+a2)

X

M[V2]='i[( dx = .

b-a)" b-a) 3], Go-a)” 3
m5=M belslikla, D[}/]:M
4 12

b) M[V]=[xAedx- Bu deyri — mexsusi integraldr,

2 A

A
demali, jxﬂe%”dleiimjx}te’ixdx- lee—ixdx integralini hisse
0

0 0

— hissa integrallayaraq, alariq: eM(_A_l)Jrl demali,
) A

Eyni qayda ile dispersiyani hesablaya bilarik: D[V]:i .
2{2

5. Miintezam paylanma. ©gear V tasadufi kemiyye-

tinin ehtimalinin sixigi [a,5] pargasinda sabitdirse ve bu

347



parcadan kanarda sifira berabeardirse, onda deyirlar ki,
tesadiifi kemiyyet [a,b] pargasinda miintezem paylanmisdir.

Asagida ehtimal paylanma va sixlig funksiyalari verilmisdir,
bu funksiyalarin grafikleri ise

sokil 5-de gostarilmisdir.

M[v]= (a;b)= D[V1=@-

Sixliq funksiyasi:
1

f={pa el
0 xe[a,bl
0 x<a
Paylanma funksiyasi: F(x)= x—a a<x<bh
b—a ,
1 x> b.

Misal 6. Cihazin skalalara bélunmasinin giymati 0,5
atm.-dir. Operator cihazin gostericisini cixararkan yaxin
torofe qoeder yuvarlaglasdirir. Yuvarlaglagsmanin sahvinin
0,1 —dan ¢ox olmasinin ehtimali neca olar?

Cavab: 3/5

Misal 7. Oglan ve qiz razilagirlar ki, saatin altinda
12-dan 13- gadar gorussunler, lakin heg biri galiginin anini
daqiqlasdirmirler. Har biri s6z verir ki, digarini 15 daqgiqe
gOzleyacak. Onlarin gérisma ehtimali nece olar? Oglan qizi
10 deqigadir ki, gozlayir. Qalan vaxtda onlarin gérusma
ehtimali nece olar? A

Hoalli. Tutaq ki, oglanin y
galma anini x, qizin ki, ise y-dir. 1
Gériisme serti |x — y| <1/4-dir.

Vahid kvadratda (sakil 6)

1/4

v
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Onlarin gérisma noqtaleri

coxlugu strixlanmisdir.

Masalenin sarti demaya

Imkan verir ki, oglanin ve

gizin galma anlari [0,1] parcasiida muntazem paylanmisdir,

onlarin galma noqtesi ise vahid kvadratda mintezem pay-
lanmigdir. Demali, onlarin gorugsma ehtimali, gérusma nog-
taleri goxlugunun sahasien baraber olar. Bu saha 7/16-ya
barabardir. Digar sualin hallini mustaqil hall etmaya calisin.
Bu misal gostarir ki, mintezam paylanmani yalniz birdlgult
halda deyil, digar hallarda da teyin etmak olar. Har hansi D
oblastini segak ve tesadifi Z kamiyyatini asagidaki kimi
toyin edak: Z yalniz D oblastinda giymatler ali rve Z-in ¢
oblastinda giymatlar almasinin ehtimali ¢ N D kasismasinin
sahasine mutanasib olur. Beloe tesadlfi kemiyyate D oblas-
tinda miintezem paylanmis tesadlifi kemiyyat deyilir. Yuxa-
ridaki misalda her iki gancin galma noqtaleri vahid kvad-
ratda muntazem paylanmisdir.

6. Ustlii paylanma. Bu mihim név tesadiifi ke-
miyyet haqqindaki informasiyani sistemlagdirak.

Tasadufi ¢ kemiyyatinin ehtimalinin sixliq funksiyasi
f(x) ve paylanma
funksiyasi F(x) asigida ¥y
verilan kimidirsa, bu - f(x)

funksiyalaringrafiklori \

\

sokil7 de odugu 1

kimidirsa, onda )
deyirler ki, 4, A pa- F(x)
rametrli Ustlu paylan- .

misdir.
MV]=1ya, Dly]=141* X

v

Sokil 7.
Sixliq funksi Fo=1° %<0,

IXI1 unkKsilyasil. X)=
g y Ae™  x>0.
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. 0 x <0,
Paylanma funksiyasi:  F(x) = 3
l—e™" x> 0.

llcmm; NaulaHMaHbIH Xapakmepucmuk xXaccscu.:
P (V>a+b)=P(V >b)

(V>a)
Hcoamer. 11apTu emiTuMaibii TAPUQGUHS siCACSH:

P(V>a+b)n(V > a))j_
PV > a)

P (V>a+b)=(

(V>a)

Huosip psadast (V > a+b)N(V > a)=V > a+b) , Aevmsn

—A(a+b)
P> asb)n (s a)= LU >arD) e p )

P(V >a) e
,OyHy J1a ucOaT eTMSIK TS0 OJIyHYpAY.

Mucan 8. Caupsip uamansl opTa niecabna oup caat
naBaM eaup. by nsds 6up caatna o ryprapmassl. Csisp
UIMAaHbIHBIH Jama | 5—aarursanss a3 onManapar gaBam
eTMSICUHHUH €LITUMaJIbl He TSAsp oyap?

Halli. Tutaq ki, V — sahar idmaninin davam edacayi
tasadifi kemiyyatdir. ©sas var ki, onun Ustli paylanacagini
forz edak. Bir saati vahid zaman qgebul edak, onda 1 =1

(belo ki, M[V]:l ). Ustli paylanmanin xarakteristik pay-
A

(v>1)

lanmasina ssasen: p (V>1+1):p(y>l):ei =038"
4 4 ’

Ustlii paylanma ve hadisalarin sads sel.
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Tutaq ki, - tesadufi zaman aninda bas veren ha-
diseler ardiciligidir. Masalen, biz ulduzlu semani gece saat
0-dan 3-8 gedar musahide edirik vo «ulduzlarin disme-
sini» geyd edirik. Dlbatde bir ulduzun dismasi ile digarinin
dlismasi arasinda tesadufi zaman kecir. Tutaq ki, bu zaman
interval bir-birinden asili deyil ve eyni bir 4 parametri ila
ustli paylanmisdir. Bela hadisaler seli sade sel adlanir.

Gostarmak olar ki, bela selin hadisalerinin sayi Pu-
asson ganunu ile paylanir, onun parametri ise Af— yo bera-
berdir, burada 1 — zaman intervalnin uzunlugudur.

Misal 8. «Tacili yardim» stansiyasi tibbi yardim et-
mak ugun zanglar gabul edir. Zanglar ort hesabla 5 daqi-
gaden bir daxil olur. Yarim saatda: a) 3 zengin; b) he¢ ol-
mazsa bir zengin daxil olmasi ehtimali ne gadaer olar.

Halli. Stansiyaya zang edenlar bir-birinden asili
olmayaraq herakat edirloer. Bu va digar sabablar asas verir
ki, hadisaler selinin sade oldugunu ferz edsk. Bu da o

demakir ki, zenglerin sayl muayyan zaman intervalinda
k

Puasson ganununa uygun paylanmisdir: p(yzk)zeu.%_
Bizim misalda zaman intervali yarim saatdir, demali, «
yarim saatda zanglerin orta sayidir, yeni a = 6. indi axtarilan
ehtimall tapaq:

3
a) P(y:3)=e’6-%=%; b) P(y>0)=1-P (y=0)=1-¢°=~1

0ooooodoo

[. 00000000 ODOODOoDOOoDO Oobo Dboboo
goooooooon mininininininin vooooooooooo.
0000 0bod Ooooooo boooooodo s-0 bgoogo-
000000 25/3-0 0000000 000oon, booooooood
o oooooooooon oooo.
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gouoo. gooboouoot gopuogub 4, U g
gooon doon, oo ooooodoon dooooodoo
gouoogdon ooguoo:

(a+b)/2=5
(b—a)*[12=25/3

0o obobobo booo booooo b=0, 0O=10
Hooooo.

2. 0000000000 DOoDOoDOOoDobo 0ooooo 10,0
-000 10,2 000 DODODOOOOOO OO 00 DODoo
goooooooo ooooon gugd gooooooooo. oogo-
goood ooooo  oooo ooooo oo oo oot
goooog 10,16-010110] gon gooooogoooo.
gooooogo oot oooooot goood oooooon
oooooooo?

3. DO000O0D0O0O OO DOOoooooo  obobooboo
ooooodoon oodn 0o goodobod ouoooooooo
good  ood gogogod  gogd. gogg s oooogo
ooooog gooo gooog oooooodo, oooo
gooooon goododo s oono o god o gogodn Oooo.
Jooooodn 0ooo oood ood gooo oooono gooo.
gooooogoo goooooouoo gogoo gogoo
000000 00000000 oooo goooo?

pgooooooo. oot booob oo, oo oooooo
goooodg  tooooooooo  gouoo gouoo gogoo
gooon gooooood. godod uoogooooood
0oooo-0000o0oioooodnon booooooooodoo
gooooogo ooom.

16.4 informasiyalarin ilkin statistik islanilmesi

1. informasiyalarin ilkin statistik islanilmasinin
magqsadi. Misal 1. Tikis fabrikinin marketinq sobasi 100
alicinin anketlegmasini hayata kecirir. Anketin suallari i¢a-
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risinde alicilarn kisi kostyumlarina olan telableri d var.
Anketlarin islanmasi asagidaki Gstlnlik paylanmasini verir:
1) Hazirlanma yerina gora:

Olka )
daxilinde | @rcde
60 40
2) Qiymatine gbra ABS dollarin gorae:
100 100-200 200-300 | 300-400 400
17 38 37 6 2
3) Rengina gore:
gara aclq neytral
40 20 40
4) Jiletine gore: Jiletl Jiletsiz
28 72

rr.

%-i)

Gorduyu kimi istehsalin ndvleri alicilarin arzusundan
asilidir. Marketing sobasi fabrikin mudiriyyatina 6z tekliflarini
veirlar.

Misal 2. Boyuk avtomobil zavodu 5 il avval yeni
avtomobil alan avtomobil sahibleri arasnda anketlsma apa-

Xususi halda gobani avtomobil sahiblerinin nega km
getdikleri da@ maraglandirir. Informasiyalar islandikden sonra
asagidaki paylanma alinir (1000 km ve anketlasdirilonlerin

50

50-100

100-150

150-200

200-250

250-300

300

2

6

16

32

30

12

2
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Avtomobil zavodunun mudiriyyatinde bu malumatlar
cox vacib hesab etdilar— bu malumatlar motor resurslarinin
ve muxtalif avtomobilin bir gox detallarinin daqigleasmasinde
asas rol oynadilar. Qeyd edsk ki, bas ¢oxluq — az ve ya ¢ox
eynicinsli obyektlerin boylk ¢oxlugudur ve ham de obyekt-
den obyekts tasadufi dayigirlor. Bu xarakteristikalar bag
coxlugda neca paylanmisdir— bu goxlugun 6yranmayin asas
maqsadida budur. ©ger tadqiq olunan ¢oxluqg kigik olsaydi,
onda onun elementlarinin har birinin xarakteristikasini gos-
tarmakla sadaca olaraq har elementi tasvir etmak olardi.

Lakin bas ¢coxluq ¢ox boyukdur (terife asasan). Hatta
her bir elementi tasvir etmak mumkun olsaydi bele (muasir
komputerler bunu etmaya imkan verir) , alinan naticalori
haddindan gox oldugundan gdstermak praktiki olaraq mim-
kin olmur.

Insan beyni bu hacmde informasiyalari tshlil etmak
ticlin ¢ox zeifdir. informasiyanin ilkin statistik islonmaesi de
mahz bu meqgsada xidmet edir — bu informasiyalar
kompakt, basa dusulen sakilde ifade etmak.

Misal 1, 2 —da anketloerdan goétirilmus informasiya
ilkin iglenildikden sonra kompakt, gorunan sakilde veril-
misdir. Bundan alave, har iki misalda marketing sobasinin
fikirine gore anketler goxlugu bas ¢oxlugu adekvant tasvir
edir.

2. Bas ¢oxluq va ondan se¢ma. Bas coxlugun bu-
tin elementlorini tadgiq etmak maqgsadauygun deyildir vo
yaxud asagidaki sebablerden mumkin deyildir:

a) bas ¢oxluq ¢cox bdyuk ola biler;

b) aynliqda goéturalmus, hatta bir elementin dyroenil-
masi boyuk catinlikle qarsilasa biler;

c) oyrenilma prosesinda elementlar zarar ¢oaka biler-
lar, bezan prosesda onlar mahv olurlar va s.

Bu sabablerden da bas ¢oxlugdan bir nege elementi
secirlor vo onlarl dyranirler. Bu bir ne¢a element se¢me
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adlanir. Yuxarida gdsterilon seababdan segma ¢ox da boyulk
ola bilmaz.

Lakin biz istayirik ki, secmani dyrenarken aldigimiz
naticaleri butln bas goxluga genislandirak, yoni se¢gma bas
coxlugu temsil ede bilmalidir. Basga sbzle desek segcma
bizi maraqlandiran xarakteristikaya goéra bas ¢oxlugun mo-
deli olmalidir. Burada biz modellegsmanin Umumi prinsipial
catinliyi ve ziddiyyati ils rastlasing — asgidaki iki ziddiyyatli
tolab arasinda kompromis tapmaliyiq: tadgigatin hacmini
azaltmaq Ugln segma bas ¢oxlugu temsil etdiyindan o,
bdyluk olmaldir. Bu ¢ox c¢etin problemdir. Ehtimal naze-
riyyasi ve riyazi statistika Usullari bu problemi gismen hall
etmaya imkan verir. Sonralar bunun Uzerinds tafsilati ile
dayanacigiq. Bas ¢oxluq az ve ya ¢ox bircins obyektlorin
¢ox boyuk toplusudur, bizi bu obyektlorin  har hansi
kamiyyet slamati maraglandirir. Bas ¢oxlugdan se¢gma isa—
bu obyektlarin Kigik sirasidir ki, hemin obyektlarin alamatinin
giymaeti goturulir ve bununla da sadece olaraq adadler
sirasi alinir.

informasiyanin ilkin statistik islenmasi boylk olma-
yan adadler sirasinin taedqigine gatirilir.

Tutaqg ki, tesadifi X kamiyyati tadqiq olunur. Biz
bir-birinin ardinca sinaqglar apararaq, naticede X — in hansi
giymatlerini alarg. X — in paylanma ganunu bize malum
deyildir. Onu nece tapaq? Aydindir ki, basqa imkanimiz
olmadigindan biz ardicil sinaglar aparmaliyiq ve har defe
X —in aldigi giymatleri geyd etmaliyik ve ¢alismaliyiq ki, bu
giymatlera gore X —in paylanma sirasini he¢ olmazsa
taqgribi da olsa muayyan edak. Aparilan sinaglar naticesinde
tosadifi X kamiyyatinin alacadi giymatler coxlugunu fikren
de olsa tesavvur edak. Bu tedqiq edecayimiz bas c¢ox-
lugudur. Belsliklo, biz tesadifi kemiyyatin tedqigini biz
uygun bas coxlugun tedgiqina gatirdik. Diger terafdan tutaq
ki, har hansi bas ¢oxluq var ve biz onun elementlarinin har
hansi Y xarakteristikasi ile maraglaniriq. Bas ¢oxlugun har
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hansi elementinin tedqiqi, aparilan sinaq naticasinde tedqiq
olunan Y xarakteristikasi har hansi giymatinin tapilmasi ki-
mi basa dusuls bilar. Demali, biz bas ¢oxlugun tedqiqini har
hansi tesadufi kemiyyatin dyranilmasine gaetirdik.

Beloalikla, misyyan menada tassadufi kemiyyat ve
bas ¢oxlug-eyni bir seydir.

3. Se¢manin xarakteristikalari. Toadqiq etdiyimiz
tosadufi kemiyysti X ile isare edsak. Tutaq Ki,

W:{el,...,en}— segmadir, e,,...,e,— onun elementlaridir,
n—segmanin hacmidir.

Secmeonin statistik islenmasi asagidaki variantlarin
tartibindan baglanir:

a) segmanin ¢ ,...,e elementlori azaltmayan istiga-
matda duzulir ve e,,...,e —sirasi alinir.

b) segmanin eyni elementleri gruplagdirilir ve x,,...,x,

varianti alinir (belslikle v— se¢gmanin variantlarinin sayidir).
Sonraki igslema variantlarin sayindan asilidir. ©ger variant-
larin sayi kigikdirse — 20 — 25 —dan ¢ox deyilse, onda diskret
variasiya sirasi tertib olunur.

Diskret variasiya sirasi (DVS) bela tertib edilir:
1) variantlarin m, ve 1Aa,:mf, i=1,.,» tezliklari he-

n
sablanir (aydindir ki, dm;=n VO Y P =1 );

2) asag@idaki cadval qurulur ve bu cadvelo DVS-i
deyirlar:
‘ Xj ‘ X1 ‘ ‘ Xy
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A m. A A
‘ P =— ‘ P, ‘ ‘ P. ‘
n
DVS-e gors tezliklor goxbucaqlisi qurmaq olar, bu-
nun agun mustavi Uzarinda koordinatlari (x_,fa,) olan nog-
talori birlesdirarek sinaq xatt alariq.

DVS-e gére ham de empirik paylanma funksiyasini
tayin etmak olar:

0 z<X,,

A A A

F(x)={Pi+..+ P x_,<z<x, (i=2,.,v) (1)
1 zZ>X

v

Sger variantlarin sayi gox olarsa, onda interval varia-
siya sirasi (IVS) tartib olunur:

1) variantlarin asagi serhadi a ve yuxari serhadi b
elo toyin edilir ki, [2,b] pargasi bitin variantlan 6zinde

saxlaya bilsin; adstan hesab edirler Ki, , - minx> » = maxx

bazen ise a ve b — i miunasiblik ndqteyi —nazarindan tayin
edirler, lakin minx, ve maxx,—den ¢ox uzaq olmamagq
i i

sortile.

2) Qruplagsma intervalinin uzunluguna barabar v
adadi tapilir, v adadi segmanin hacmindan asilidir ve 8 — 10
— dan Kkigik, 20 — 25 — dan ise boyuk olmamaldir,
gruplasma intervall , _ (b-a);

14

3) Intervallar skalasi miayyan edilir

a,=4a,...a,,=a,+h, a, =a,+h=>b bu intevallarin ortasi

i+l

geyd edilir y,,...,y,.

v
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4) Her bir intervala disen seg¢gmanin elementlri
m,,...,m hesablanir; bu adadler interval tezlikleri adlanirlar

p="
n
5) Asagidaki cadval qurulur:
| la,.a,..) ‘ la,.a) ‘ | la.a,.) |
i Y1 Yv
A A A
oo e

Oy Bs/ABSUT MHTEPBAJ Bapuacuiia ChIpachlIbIp.

I'eiin ensk Ky, 4oX IAJIapAa MHTEPBAII Bapruacuiia
ChIPAChl bAABIIUH MaTHBI3 aXbIPbIHBbI UKW CATUPUHS ACHUPIIAD:

A A R R 7
v s | Y
P; P, p,

interval variasiya sirasina gére tezliklor ¢oxbucag-
isini qurmaq lazimdir, bunun dgun (yl_,Pij nogtalarini bir-
lagdirib, miistavi tizerinds siniq xatt almaq lazimdir. Interval

variasiya sferasindan ham de empirik paylanma funksiyasi
tayin edilir.

0 z<a,,

A A A

F(Z)= p1+"'+pi—l a, <Z£(,Zi+1 (l=2,___’v)’
1 Z>av+l

Qeyd edak ki, empirik paylanma funksiyasini (2) sira-
sina asasan do tayin etmak olar:
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0 z<y,

A A
F(z)={p+..+p., y,<z<y, (i=2..,v)
1 z>y,

Seg¢manin diger xarakteristikalarindan onun element-
larinin orta qgiymatini ve yaxud se¢gma ortani geyd edak:

e (2]

n n

b

Bgar variantlar va onlarin tezlikleri sirasi tertib edilib-

n
> xm,
(x5 x,m ): ([l i

4 |4

se,onda x-=

>

n n
Bs Haxyn na sosp [ABC-b1 rypymny0Oca, oHia
— A A v A
X=X pi+o+x,p,=2%p,
i=1
AXBIpBIHBBI UKH 1ICYJI CEYMSI OPTAHbI JASTUT TaliMar
VMMKaH Bepup. fI3sp nHTEpBa Bapuacuiia Celpachl rypyJjapca,

oHZIa Oy chIpaiia 310psi CeUMs OPTaHbIH TATPUON THHMITHHH
_ A A v A
TanMmar ojaap: X Ry, pt..ty, p, :Zyl.pA .

4
i=1

JlucniepcuiianblH aHAJIOTY OJlapar ceuMs Jucrnepcuiia
AHJTAWBIIIBIHAAH UCTUDAIS SIPIIsp:

o 3] (3]

2
n n—-X

ve yaxud variantlar ve onlann tezlikleri sirasi qurulubsa,
onda
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g2 = Nl _ \i=l _F
n n ’
vo yaxud da, agar diskret variasiya sirasi qurulubsa, onda

4

§ =3 -X) P (ZPJX
i=1

i=1

Xucycu manga, sisip HHTepBall Bapuacuiia ChIpachl
TAPTUO OJTyHapca, OHAA CEUMsl TUCTIEPCUaHbIH TATPUOH
TUHAMSITUHU TanmMar oJiap:

v

s? zZ()’i _})2}1;[ :(Z‘/:yizﬁl)_)(z_
il

i=1

Misal 3. Musahidalarin naticalerina gora: 1, 7, 7, 2, 3,
2,5,5/4,6,3,4,3,5,6, 6, 5,5, 4, 4 diskret variasiya sirasini
qurun, tezlikler  ¢oxbucaglisini, secma  paylanma
funksiyasinin grafikini ¢akin. Segme ortani ve se¢ma
dispersiyani iki Usulla hesablayin. Dogruya oxsar bas
coxlugu va tasadufi kemiyyati distinib tapin.

Halli. Segmanin hacmi p=20. Segmanin elementlorini
artan istigametda duzek: 1, 2, 2, 3,3, 3,4,4,4,4,5,5,5, 5, 5,
6,6,6,7,7.

indi ise variantlari ve onlarin tezliyini (méterizeds)
yazaq: 1(1), 2(2), 3(3), 4(4), 5(5),6(3), 7(2). Variantlar ¢ox
olmadigindan diskret variasiya sirasini quraq:

I 2 I R N U
| 1/20 | 2/20 | 3/20 | 4/20 | 5/20 | 6/20 | 7/20 |

Te3nukisip 40X0ybarabIChIHbI Typar (IIsiKuI 1)

Pi Se¢ma ortani tapaq:

X =(1+7+7+243+2+5+

NYrn

v

1 2 3 45 6 7x

Sokil 1



+5+4+6+3+4+3+5+6+6+
+5+5+4)/20=4,15

Basqa usul — DVS-nin kdmayi ila:

X = (1-142-2+3-3+4-4+5-5+3-6+2-7) /20=4,1
Se¢ma dispersiyani tapaq:

S2=( 1%+7%+ ... +4%) /20 —(4,1)* = 431/20-16,81=4,74

S*=

Basqa uUsul — DVS-nin kdmayi ila:
(1:12 +2:22+. .+ 2:7%) /20 - (4,1)2= 4,74

Se¢ma paylanma funksiyasinin grafikini quraq (sakil 2)

F
4—
4—
«—
1 D — 1
T & R S T X
Sokil 2.

Misal 4. Musahidalerin naticelarine gora:

5, 11, 22, 27, 98, 87, 73, 42, 46, 37, 52, 58, 61, 74, 18, 26, 44,
45, 62, 63, 69, 81, 56, 58, 32, 35, 49, 51, 77, 39 — interval
variasiya sirasini, tezliklar goxbucaqlisini, segma paylanma
funksiyasinin grafikini qurun. Segma ortani iki Usulla hesab-
layin. Dogruya oxsar bas ¢oxlugu ve yaxud uygun tesadufi
kamiyyati dusunub tapin.
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Halli. Segmanin hacmi n=30. Segmanin elementlarini

artan istigamtda duzak:
5,11, 18,22,26,27,32,35,37,39,42, 44, 45, 46, 49, 51, 52, 56, 58,

58,61, 62,63,69,73,74,77, 81, 87, 98.

a=0,b=100, =10, v =10 goturmak alverislidir.

interval variasiya sirasini quraq:
Interval

variasiyasi agagidaki kimi olar:

[0, | 110, | 20, | 130, | 140, | 50, | (60, | [70, | 80, | [90,
10) | 20) | 30) | 40) | 50) | 60) | 70) | 80) | 90) | 100)
5 15 | 25 | 35 | 45 | 55 | 65 | 75 | 85 95
o o o o o o o o o o
[s2] [s2] ™ ™ [s2] ™ ™ [s2] ™ [s2]
= & ) < 7S S < & N =

Tezliklar goxbucaglisini quraq (sakil 3)

A

P

A

»
»

5 15 25 35 45 5 6575 8 95 x

Sakil 3.

Se¢ma ortani tapaq:

X =(5+11+422+27+98+87+73+42+46+37+52+58+61+
74+18+26+44+45+62+63+69+81+56+58+32+35+
+49+51+77+39)/30= 50,4

Basqa Usul — interval variasiya sirasindan istifade etmakle:
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X =(51+15-2+25-3+35-:4+45-5+55-5+65-4+75-3+85-:2+95-1)/30=
=1520/30=50,6

Se¢ma paylanma funksiyasinin qgrafiki sekil 4-de gdsteril-
misdir.

FA ¢

“—1/30
5 15 25 35 45 55 65 75 85 95 X

v

Sakil 4.

0ooooodoo

1. 1996-[101 D00 DOO0O000 100 DO 0000000
000000 (00000 0o0oo 0ooooogn 1%), 50 0000
(15%), 20 L0 (30%), 10 DO, (20%), 5 DOO. (14%) [0
1 Ooon. (20%) Ooooooooon ood.  ogodgd
Uooododouon gododoy oudododoo 20 bgodd
000 0000 1 D000 (4), 5 DO000.(5), 100000, (5), 20
OO (5), 50 CICTCEIET (1), 10001 CIEEL, I T,
00 0000000000000 000000000 O0000000.
Uodododn Ouogoododo 20 oo N
0000000000 100 0000, 00000000 00000000
0000 oooo?
00000, 000000000 0D000000:

P=(1-1/100)" = (1-1/100)'""> x ¢™* % 0,8

2. 00000o0oo o0, ooooo 2 -00
0000000000 000000000 00000000000
0000000 000000 00000000 000000000
Uuoodo odououdodgod. bgodo ououuodgodd
JO00 O 00 O 0000 00000 00 000000
Uododooodd, bdodogoudgouon ououdodgodd,
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gooooodn gouboooguood gooog N
oooooogn Oooooogoo ooooooogn
gouoooguoog oogd  ooogouood. ooggooog
oooooogn oooooooooogd ooooooogn
Oooon, 000D 0oooiooo o0uoo odoo.

3. 00000 0000000 [OO0Dobobobooboo
000000 0oooog oooopoooooo 3s5-000  50-0
oooog oooo 0ooooog ooooooon
pgooooooogod. ooooooon godo od, oo oo
goooogdy oodouooooy boodun guoooogooo.
goooood  ooodoon ooooodoon oobooooo
gooon. oooouy goooooodun guooogouoo
gooooooo  ooooon  godt gooooo Ooooo.
0oooood 0oooodoo bodooooodoon oo dooo
pgogogooog gooo. N goooooon
0000000000 b0D0OD 000000 bobo oooo?

4, DO0DOODODOO DODODOO ODODODOO DOoDoo
goooogd oooooog 0ooooodoood. N
gouooood  oooogooo goon ooguoood
OooooodunD odoooo obooogouooo. booooooo
gooooodun oooouooo gouoog guoo boogoo
gooon, booodun gopooodun oodooooodoo
0o oood ooodooooo ooogd. oo ooooodoo
0000000000 00000 DOoDOoo ooooooo?

Movzu 17. o _
NORMAL QANUN. L_IMIT TI_EOREMLGRI
VO ONLARIN TOTBIQLSRI

17.1. Normal ganun, boyiik adadlar
qanunu, limit teoremlari
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1.Normal qanun va onun verilmasi parametrlori.
by ranyH emruman HA3SIpUANICH BSL pUia3U CTaTUCTUKA
HA3SIPUANSACUHAS YOX MIIILM POJI OMHAMBIP.

Tacaaudu X KIMURHATHHUH SITUMAIBIHBIH CHIXJIBIT
byHKCcHuitach: 1 ‘) WAKMIMHAA onapcea,
&)= = Je
o~N2rx
nendnpsip ku, X Tacaaidu KIMARAATA @ BS O TMapaMeTpisipu
WISl HOpMaJl HaiIaHMBILABIP (HOpMaJ MaiJaHMaHbIH ChIXJIBIT
(byHKCUHACBIHBIH TpaQUKN HISKUI 1-151 Bepriuo).

f(x)]

v

Sakil 1.

Gorunduyd kimi normal paylanmig tesadufi kemiy-
yot koesilmazdir. a va o parametrlerinin  manasini
aydinlasdirag. Riyazi g6zlemanin tarifine esasen

o0 o0 _(x=a)?
Mlx]= :‘- xf (x)dx = J‘((ﬁ)}e o] g

x—a=u ovazlomesi bu inteqrali asadidaki iki integralin
camina gatirir

H ) Mo\
— e du Vo du -
J;(‘G\/Z/Z' J x( o2 je !

—
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bupunbu unterpan coidsipa 6spadspaup. Ukuabu
+00 _ u’
UHTErpall ucsl g I ! e 2)qy -a Ostpabsip onap. Hszsipst
oN2rx
aJcar K, ( 1 j o) — HOPMaJl TaiIaHMAHBIH CHIXJIBILBIIBIP
e

o~N27

Bsl OHYH napameTpisipu 0 B o — a Ospalspaup, oHga

—0

o2r

Bamus 0sipabsipaup. JeMsu puitaszu s103msmMs a —ia
Ospabspaup. EitHu raiiga wis qucniepcuiiansl mecabiacar,
anapsir: Dx|=c? geMsin o =,/D[x]. Bensnukis, o napamerpu

—oo)

*“( 1 Je(z"?] y [WAMHH ChIXJIbIbbIH HHTETPAIBIIBIP BSl ACMSITH

Tacaaudu X KAMUHHATUHUH OpPTa KBaJAPATUK CAlIMaChIIbIP.

Tacanudu X KAMUAUATH a B O TapaMeTpJid HOpMa
naigaHMeIaeipca, oy X € N (a, 0) KUMU UIIAPS €IUPIISP.

Emrrumanset mecabnaitapkss, 6ens Tacaamndu X
KIMHITHATH Z € N(0, 1) — st asTuprtp. JlobpyJaH ja, TyTar Ki,

F , F yitbyn onapar X,Z — s naiinanva ¢pyHKCHAACHIIBIP,

_(ufz/z)2
OHZA F (f)= j[ 1 Je Wdu; M: y ABA3NIAMACHHI
O

N27 (o}

CIIPSIK, ANApBIT: F (x)= Fz((t_a)j . byHa 310ps 11 uxTuiiapu
) o

—0

o < [/ 14LH anapeir:

Ha<x<p)=(p)-Fla)=r Lo (l))

o

Beloliklo, z<(0,1) tesadiifi kemiyystinin F, pay-

z

lanma funksiyasini bilerek, basga normal paylanmis tasa-
dufi kemiyyatin butin mumkin ehtimallarini tapmaq olar.

F —den daha c¢ox genis vyaylmis funksiya Laplas

366



‘ 1 u’
F.(0)= J( s ]e 2du=
clt oldugu tgiin, q’(f)=Fx(t)—5 olar. Belslikle, X € N(a,o)

funksiyasidir: t( ] _%du- Gorunduya  kimi
"=\
1 oldugundan ve inteqgralalti funksiya
2

dgln alangq: p(a<x<ﬁ):q>((ﬂ‘“))_(p[(“‘“))_ Demali normal
(o2

o

paylanmis tasadufi kemiyyatin butin mimkin ehtimallarinin
tapilmasi Laplas funksiyasina gatirildi. Laplas funksiyasi
elementar funksiya deyildir, lakin yaxsi 6éyronilmisdir.
Ehtimal nazariyyasina aid har bir darslikde bu funk-
siyanin giymatlar cadvali vardir. Laplas funksiyasi artan ve

tek funksiyadir, ®(0)=0, CD(—oo):—é,(D(oo)zé, Sakil 2-ds bu
funksiyanin grafiki verilmisdir. Yadda saxlamaq xeyirlidir ki,
®(3)~ 0,498 yani % - gox yaxin giymat. Bu fakt «{g¢ sig-
ma» qaydasi gatirir.

@(x) A

Sokil1.

«Ug sigma» qaydasi. Tutaq ki, X tesadifi kemiyyati
a va o parametrlariile normal paylanmisdir, onda
Pla-30<X <a+30)=1 (=0997).
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Dogrudan da
Pla-30 <X <a+30)=0(3)-d(-3)=20(3)~1 (=0,997).

Misal 1. MlUayyan esaslar var ki, tesadufi segilmis
telabanin boyu normal paylanma ganununa tabe olur, riyazi
gOzleme olan a parametri taloba kontingetinin orta boyuna
barabardir; tutaq ki, a=174 sm. o parametri isa toeqgribi
olaraq tayin edak, tutaq ki, butiin talebalarin boyu 156 sm
ve 192 sm arasindadir, onda «U¢ sigma» qaydasina gore
alarig ki, o=6. Belslikls, telobsnin boyu T e N(174,6).

P(T >180), P(T >190), P(160 < T <190) ehtimallarini tapaq.
Halli. Axtarilan ehtimallarn tapmaq Ugun

P(a<T<,6’):(D((ﬂ_l74)j_q)((0‘_l74)] diisturunu tatbiq etsak

6
_Q(W”“)}:;—oﬁkam'

SHIEENGN

alanqg: p(180<7)=P(180< T <o)= -

P(T <190)= @((19();174)} ~®(-o0)= @(166) +% =0,996-

P(160 < T <190)= @((190 ; 174)) - @((160 ; 174)] = @(lsj + (D(l:j =0,985

2. Boyuk adadler ganunu. Dar manada «bdyik
adadler qanunu» dedikda bir sira riyazi teoremloer nazarda
tutulur ki, onlar da tesdiq edir ki, bOyuk sayda sinaglar apa-
rildiqgda orta xarakteristikalarin miayyean sabit adada yaxin-
lasdigini hékm edirlar. Genis manada ise bu qanun hdkm
edir ki, cox bdylk sayda tesadufi hadisalarin orta naticaleri
tasadufliyini itirirler ve boyuk deqiglikle dncedan muayyen
olunurlar.

Boyuk adadlar ganununun muhum teoremlerini isbat
etmak Ugln Cebigev barabarsizliyi ile tanis olmaq zaruridir.

Cebisev barabarsizliyi.

Tutag ki, X tesadufi keamiyyetidir vo onun riyazi
go6zlemasi m, , dispersiyasl ise D, — dir. Onda, ixtiyari £ >0
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Ucln tesadufi X kamiyyatinin 6z riyazi gézlemasindan &—

dan ¢ox sapmasinin ehtimali yuxaridan D_f— ile mahdud-

£
dur. Px—m|>e)< Z;X

Isbat. Sadslik Ugln forz edek ki, tesadifi X ke-
miyyati diskretdir ve onun paylanma sirasi asagidaki
Rl
AR

Tapucs scacam, D[x]= M[(x —m )2] =3 (x,-m)p

kimidir:

i

By bsaMzs 05131 TOTUTaHAHNIAPHI aTcar, OapadIpCcH3InK
aNaphIT:

D > z(x’_ _ m‘.)zp[ (x,- _ mx)Z— Bl £°—BlI WIS SIBSI3 €TCSK

|x;=m,|>&

OspalbspcHu3NIuiin Jaa aa SUbISHIUpsApUK: D > 282 p; B

‘xfmx‘ >&

>& ) CIITUMAJIbI

Ha p >g > b, > p udanscu P(Ix—mx

‘x,—m“ >& ‘x,—mx‘ >&

OJIlybYH/IaH AEMSAIH, D_> g’ pr -m |> g). AXBIpBIHBBI 051padsIp-

CU3JIHIAH AP UKU TAPADUHU £ — a Orosicak Yebviuies
oapabspcusnutiuHy anapeir. AUIBIHABIP KU, YeObleB
Ostpabspcu3IniinHu Oalra SKUIAs a5 Ha3Mar onap:

P(x—m|>e)>|-D]e*

YeObliieB Osipabapcu3IniUHIAH UCTU(DAAS espSK, OHYH
aJ1p1 WISl OabJIBI TEOPEMH 51 HcOAT eTMSIK oJIap.

Cebigev teoremi.

Tutag ki, X riyazi gézlemasi a ve dispersiyasl d
olan tesadufi kemiyyatdir. n asili olmayan sinaglardan
ibarat seriya aparaq ve bu seriyalarda tssadufi X
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kemiyyatinin aldigi qgiymatlerin adadi ortasini Y, hesab-
layaq. Onda ixtiyari £ >0 G¢gln n — w P(]Yn —a|>£)—>0 olar.

Bu teoremi izah edsak. Qeyd edoek ki, ager n
sinaqdan ibarst seriyalar kegirilorss, onda Y, kamiyysati

seriyadan seriyaya dayiger, yoni Y tesadufi kemiyyatdir.
Demali, Y,— in giymati mutleq deyil ki, X — in riyazi goz-

lomasi ile Ust-Uste dugsun. Lakin, ne gader ferglanacak ve
bu hal tez-tezmi bas veracek? Cebisev teoremi hokm edir
ki, tesadufi X kemiyyatinin onun riyazi gozlemasindan
sapmasinin béylk olmasinin ehtimali seriyalarin uzunlugu
artdigca sifira yaxinlagir. Demali, biz arxayin olmaq tgun ki,
adadi orta teqriban riyazi gdzlemaye beraberdir, onda

sinaqglarin sayini artirmaliyiq.

Cebisev teoreminin isbati.
i—Ci sinaqda X —in alacag giymati X, ilo isare edak.

Onda y _ (Z /. Riyazi gbzlemanin xassasina gore alariq:

i=1

n

1 n . Rl e g . .
M[KF(JZM[X‘]' Lakin butlin tesadufi X, kamiyysetleri
i=1..,n tosadufi X kemiyysti kimi paylandiglarindan

M[X’_]:M[X]:a va demali M[Yn]za olar. Sinaglar asili
olmadigindan, X,—ler asili olmayandirlar, onda dispersiya-
nin xassasina asasan alariq:

(L) _4d
olr )= 5ol )=
indi Cebisev brabarsizliyini tetbiq edak:
Py, - mlr] > o)< 2l vo ya Py, -M[r]>¢)<
&

i=1

d

(ne')
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d .
m—w oldugundan (» — ») onda p(y - a|>&)—0

olar n » « olduqda. Cebisev teoremindan basqa teorem
alinir.

Bernulli teoremi. Tutaq ki, 4 hadisasinin ehtimal
P— dir. n—asil olmayan sinaqlardan ibarat seriyalar apa-
raq, bu seriyalarda 4 hadisasinin bas verma tezliyini y,

hesablayaq. Onda ixtiyari £ >0 Ugiin PQyn —a|> £)—0 olar.

isbatl. 4 hadisssine goére tesadifi X kemiyyatini
toyin edak. ©ger A bas veroerss, onda X vahide bera-
bardir, bas vermazse onda sifira berabardir. Onda
Mlx]=p, D[x]=pg. Cebisev teoreminin isbatinda tayin
etdiyimiz tesadufi Y, kemiyystini y, — tezliyinden basqa bir
sey deyildir. Cebigev teoremina gora alariq:

PQ}/n —a|>8)—>0 ager n— o« olarsa.

Bernulli teoremi ehtimal nazeriyyasinde markazi teo-
remlardan biridir, bu teorem hadisenin tezliyi ile ehtimalini
daqiq slagealandirir. Bu teoremi izah edok. Qeyd edak ki,
ager n sinaqdan ibarst seriyalar aparilirsa, onda seriya-
larda tezlik y, deayigacak, yani tezlik tosadufi kemiyyatdir.

Demeali onu giymet zeruri deyil ki, hadisenin ehtimali ile Ust
— Usta dugsun. Bernulli teoremi hékm edir ki, bu seriyalarin
uzunlugu artdigca tesadifi kamiyyati tezliyinin  onun
ehtimalindan sapmasinin ehtimall sifira yaxinlasir. Belaliklo,
biz amin olmaq ugun ki, tezlik teqribi ehtimala bsrabardir
onda sinaglarin sayini artirmaliyiq.

3. Morkazi limit teoremi va onun naticalari. Bu
teorem boyuk sayda tasadufi kamiyyatlerin ceminin limit
paylanmasini muayyaen edir.

0000000 D00O0O0 0oooooo (@oo):
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ooood og, X,,...X,— 00000 00ooooo oo

gooo goooogooo gooooodn
gboooguoooogdn, ool m—-0 — OO 00000

goouooogy  ooouoo Z==2Xf goooo-ogooog

goooog doooog oonoodooon gooooodooo.
0000 00000 0ooon, a—»eo— 00 o OO B

Oooooon oooooood oooudd oooood:
P(a _(z—na) _ ﬂj L o(p)-d(q) PUrada a, o-riyazi

(o/n)

gbzlama ve orta kvadratik sapmadir, ®— Laplas funk-

siyasidir.
0o 0 nooooooo 00, nooooooo
ooooooooog - (z —na) 00000000 000000

on
gooog-ooooon poooo 0,1 gooooooogn
gooood oooouny oouboogdoo. gooboggoog,
goood  ooooo  ooooo  ooooooo s oo ogod
0ooooodoo oooooog 0ooooooooooog
gooogn ogogood uoogog gooogn
OooooodoD oodo boodo oo,

Muavr-Laplasin inteqral teoremi. Tutaq ki, 4 hadi-
sasinin ehtimali P— dir. Asili olmayan » sinagdan ibarat
seriya aparaq va bu seriyalarda 4 hadisasinin bas verma
sayl K—1 hesablayaq. Onda »n bodyuk olduqda:

Pk, <k, <k)~ @(M] - @(M]
Jnpg Jnpg

00000 0000 0000 0000 00, K 0000000
00000 0000000 OO0 0000 000000000 »
00000 DO0D00000 0000000000000 0000 00-
0000000 0000 0000000, 000000 00000
0000000 00000 00000000000 00000000
00000 00000000,
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0oooo 3. 00000 Ooopoooododod 20%
ooooog Oooooo. 00 0oooo ooooo
gooooooood gooooooooooond ooodooon oo,
0,95 00000000 OO0 50 OOOoooooo Ooooo
ooooooo?

RINIRININR poooo-ooooooog RiNIRINIRININIE
goooooouuon oguoooodg oood:

p=%,q=1—p=%,pﬁoSM=ops

n aslli olmayandir, onu tapmaq lazimdir. Basqga tarafdan,

1 burada u = (50—np
p@OSk}—z D(u), 'Tﬁ;?y

nooooo, D(u)=0,45 nooooo
0000000000000 0000000000 00000000000

D000000: w=-164. 000000000, (4’1—50)=1,64 [4n .
00 0000000 0000 0000 000000 00, 72 69.
000000000

1. 00000000 00000000 00000000 oooo
«00 00000O» 0000000 bOoDOo oooogoo?

uoooo. dogogod oooooooooooooooooo
Oooooood oood:

P(X-m|<30,)>1-D, /(9c?),
000 P(x —m | <30,)21-1/9

0000000 000000 P(X —m | <30,)>8/9

2. ooooooon 0 ooooooogn
000000000000 bO=2 DO o=4 0000 DOOOODO
Ooooooo ooooodooooor.

P(x>1), PR<x<5), P(x<2), P(x=3)
gouoooouooood gooo. goooog HiN
ooooooon oooooooooooood oooog N
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gouoood guuoooo gouoboooguoog boguo. oo
gooogoon  ooooooon ooon «Ho Ooohs
0ooooono oooo ogog?

3. 00000000 Oboooboono boooooooood
Oooon soo0 Oooooo, 100 DOooooo oooso oooooo
0000 00, 0000000 0000000 0ooooooo 10%-0,
gooooodn  doo o e0%  ooooo oodo. ooo
gooooon ooooooon oooooooo 100 Oooo oo
goood. goooooooo oo goodd oot ooooon
gooooooy oo, ogo oogdgo o9 -Uon gouoo
goooood ooy goooooo oo oo.

4. 000 DO0DO00D0ObO bobobobo bgog oboo 10
gooooogod  ooo. oooooon oo ooooogot
Ooooo0 0doD 0Doodooo 10 0o, 0oboodn U0 90%
Oooooo 10 0O00.-000 O0ooooo 1000.-000 ood
00000, 0000000 00000o0o oogoogo 0y 12
000.-000 000 0boboooooo; 0) 9 boo.-000 oo
O00o0oooog; 0) 8§ U 12 000, OoUoooooon
goooogdun boouuoboun ooooo.

5. 000- 0ooooooooo oooog  oooo
goouoog  ooggouooog ooguoo goobgogoo

N Q0 um, o' =1lwn) DOO0O0 COOO0OO0. DO00O00

000000 000000 000D booo? oD oooooooo
00000 00O O0OO0o0OD oobo2(0o0 bboboo obogooog
00000000003 0000000 0000000 0oo0gooo).

17.2. Boyuk adadlar ganunu va markazi
limit teoreminin tatbiqglori

1. Asili olimayan faktorlarin tasirinin ortalanmasi.

ool ouooood oogodd  doouod oodo
o, oo gogoo goood goooooon
nooodoouoodd ool oudoddodonr oodoodon
oooodoogodoodn godoogodd s oo oogod
gooooooooood ooooo0 gododododsd ooooo
Ooooon oo,
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gooo oot ooooooooo goooo.

00000 1. 000000 00000000 ooooooooo
Ud ooooguuo 0o ooguu oo gguooooo oo oo
gooooogouon 0o ggoono oo ogooooogoo
goooo  ooooo, oodoo  ooo  gpooodo oo
OJooooooooooodn oo Dooodooood ooooooo
Oooood dooo oooo.

ooooo 2. 000 0DOO0DODOOO0 Ooooood
oooooogn ooooooooooodoo oooooog
goouoogdn oo poooouo ooooodoo gooo
HINIRINN

ooooo 3. 0oooo oooo ooo  goooo
goooogd gooooooooood gogooo:
gooooogoioood ooooouono oooood 0ooooooo
ooooooooooooon 0o ooo gouo ooogooo,
Ooooo0 oodooooodn 0oo 0oooo 000D 0o 0ooo
oooon, Dooodouooog oo booodoooood ooooo
N goog 00 0. og ooooo 0oooog
goooooouuoooouoo gooooggn gogoo
oooooooooooogoo oooooog
goooooouooog gooo N HINN gogoo
OoooooddD oo odooooodD ooodooo.

00000 3 — 00 DO00OO00OO0oooo bobobooooo
ool gogdodoood  oooooooood:  «0ooo
0ooooooooon odn oooodn Dogdoy. 00 gdoo-

oooog oooo Ooo-0o0oooooodooooo
Ooooooodooo. goog 0oooooooooo
goooogoun oo gooooodo. od guoogoooo
Oooooodoo Ooooodo: gooooood L,
goouooody, oubo- ooguoood gouon oogogoo
ooooooooog oooooog 0, oo

gooooouooogd gouun guoooouoooood
oooooodon 0o oo oo ogd  oood ooodooo.
0ooo 0ooo og, 00 ooooooo oodooood gogoo
Oooon oooooood, 0ooon ooodoo bod gogoo
gooo oo gooo  oodoo ooodgooo, goooo
OoooooodooD ooooooo.
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N gooooogoo gooood gouooog
pgooooooon ooooooon oooooo.

000000, 0oooo oo, X,,.,X,— 00000

gooogg, goog gguooooon, goooog
goooooood « OO 0goob goooooood ooooooo

c (0U0O0O0 O0OUOO0DOObDO0 OCOoooobogoooobg. Y-
gooooon gooog uoooogooo. g

My, ]=a, a[);]:% nooo.

0ooood. 00 oogduood ooooun oooood
ooooogd 00 0ooooooogooog
0oooooooooood ooooooon 0ooooog
goooooodn ooggoo.

oooo goooogd X 0Joooooooooo
goooogd gouooooouooood gooooodn
ooooo bood, 00oo oooooduoo boooouo 0oo
ooooog 0oooog gooog goooo, oooo
OoooooodD ooodoooo dooooo.

goboooduobgounon tognoouo nooooo.

ooon ooooooo 0o booouobo oogooog
ooooooon oooooooooooo
OJoooooooooood 0ooooooogoo ooooog
ooooood  ooopooodd, dooo  oog oogooo,
oooo Oooooooooooodoo 0ooooog
gooooogooooond og  oooodn ooooooodoo
goooood.

Ooon Dooooooono ooouo oo boodooog
goooooguoog goooogguoooogoooood
oo,

00000 4. 000 00000 0000000, 0oooooo
Oooooo oooo ooooooogoo boodo:

L0 | o [ 10| 20 |
Q=01 | 01 | 05| 03 |

376



Orta galiri ve riski hesablayaq:
0, =10, D[0,]=80, o, =8,9; 0, =10, D[0,]=100, o, =10 .

Bu amaliyyatlardan har hansi birini aparmaq avazina
(har ikisine vesait catmir), har amaliyyat pulun yarisini
qoyaq, yeni 0=0,5-Q +0,5-Q, @maliyyatini aparaq. Asan-
hgla gérmak olar ki,

0=10, D0]- [ 1] D[Q] 130245 demali,

b

o, =45 ~6,4. Demell gozlenllen orta galir avvalki kimi

qaldi, risk isa amsaliyyatlarin risglerinin minimumundan da
kigik oldu.

2. Sigorta haqqinda anlayis. Sigortada izahata ehti-
yacl olan bir sira anlayislar var.

Sigortall (ve ya si§ortalanan) — sigortalanan soxs.

ouogodooooddn - googoogod odoodo
oooooo ooo.

Sigorta mablagi — amlakin, hayatin, saglamhgin ve s.
sigortalanmasina sarf olunan pul mablagdi. Bu mablag sidor-
ta hall meydana galdikda sigortalayan terafindan sigortaliya
Odanilir. Sigorta mablagi bir cox amillerden asilidir va ¢ox
genis Olgide dayisir. Sigorta mablaginin verilmasi sigorta
Odenisi adlanir.

Cribopra HA3sipuiiiisicu (pakTuku ojapar Oup akcuoma
sicacaHbIp.

Aksioma. Orta macmu (yani bitin sigorta muiqavi-
Islerina gora) sigorta ddanisi yekun sigorta tarifi ile ddenilan
mablaga barabar olmalidir.

Sadelik ugun forz edak ki, bag evlarinin yangindan
sigortalanmasi ugln bir illik kampaniya hayata kegirilir. Si-
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gorta butin yoldaslig baglarinda eyni bir § mablagine
aparilir. Nezerda tutulur ki, sigorta bir nega onlarla bag
evlerinde  miqavile baglanmagla naticelenacek. Hansi
netto — tarifi tayin etmoek lazimdir? Yena sadalik Ggtin gabul
edak ki, butin n sayda bag evlerinde sigorta muqavilaesi
baglanir. Ferz edsk ki, bir ilde evlarin birinin yanma ehtimali
D —o beraberdir. Tesadufi X, =1 ve ya X, =0kamiyyatini

tayin edok, yani i - ci ev bir ilde yanacaq ya yox. Onda
butin X, — ler asili olmayandir ve eyni paylanma sirasi ila
paylananlar.

0 ‘ 1

¢ | b
M[X,]=p vo DX ]= pq-

Bu yoldaslq baglarinda bir ilde yanan evlerin sayi
K tesadufi kemiyyetdir. :Zn“xl_ . Asanligla gérmak olar ki,

i=1
M[K]=np, DIK]=npq, o, =lnpq. Merkazi limit teoremina
asasan K normal paylanmisdir.

Macmu sigorta ddenisi w =ks, burada S — sigorta
mablagidir, M[W]=M[K]-S=np-S. Eyni mablagi sidor-
talayan bitin sigorta olunanlardan almalidir, demali netto —
tarif (npS) _ p olar. Qeyd edk ki, real hayatda sigortaliyan P

(nS)
kamiyyatini bilmir. O, yalniz muxtslif illerde yoldaslq
baglarinda yanan evlerin statistikasini bilir, yeni X,,...,K,

sirasini  bilir. Ona gére de P avezine onun statistik qiy-
maetini goturur, xususi halda P evazine onun tezliyini

]A):(K1+.:.+Ki)

— i gotarar.
1
3. Segmanin reprezentativliyinin teamini. Sgar sec-
moe bas c¢oxlugun xassalerini dyrenmaya imkan yaradirsa,
onda deyirler ki, se¢moa reprezentativdir va yaxud bas
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coxlugu temsil edir. Se¢cmanin bas ¢oxlugu temsil etmasini
neca temin etmak olar?

Se¢manin reprezentativliyini temin edan an sade
usul tasadufan segilmis elementin tedqiq edilmasindan son-
ra, yeniden bas coxluga qaytariimasidir.

Bunu ele toskil etmak olar ki, bas ¢oxlugun har bir
elementinin segmaya dlusmasi imkani eyni olsun. Masalen,
bunu tesadufi adadler cedvali ile etmak olar. Bizim
zamanda bu isi kompduter vasitesi ile edirler. Forz edak ki,
bas coxlug N sayda elementdan ibaretdir. Onlar ardicil
olaraq natural adadlarle nomralayirler. Tutag ki, N adadi
10™ ve 10™" arasindadir. Komputeri ise salirlar ve ondan x
adadini alirlar, vergulden sonra m isarse gotururlar ve
natural L adadini alirlar. ©ger L< N olarsa, onda L ndomrali
elementi segcmaya ayinrlar. Bu prosesi lazimi sayda
elementler almaq Ugun takrar edirlor. Slbsatte, secme na
gader boyuk olsa, onun reprezentativlik sansi bir o qedar
¢ox olar. Lakin bir gox sabablarden se¢gmanin kigik hacmli
olmasi arzu edilandir. Bu iki ziddiyyatli telabi nece hayata
kegirak?

Tutaq ki, tedqgigatin maqsadi bas c¢oxluq Uzre orta
giymati ve ya tesadlifen x kemiyyatinin riyazi gézlamasini
giymatlendirmakdan ibarstdir. Merkazi limit teoremina
asasan hacmi n olan se¢gmanin adadi ortasindan x onun
riyazi gozlamasinin sapmasini giymatlandirmak olar, yani
en
O,

X

PQx-mx<8):2cD( J Bger biz ¥ ehtimali ila bu sapmanin

&— da cox olmasini teminat vermoek istoyiriksa, onda
2®(£j =y olmaldir.
o

Laplas funksiyasinin arqumentinin giymatini Ug— lo
isaro edak. Bu sertlea ki, arqumentin bu qiymatinda
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funksiyanin giymati S olsun, onda, alariq en =U, buradan

o, 3

2
o
2
n=U,—--

2

2
&
Xususi halda — y ehtimali ile tezliyin p ehtimalindan

sapmasinin ¢ — dan ¢ox olmamasini temin edan sinaglarin

n sayindan sohbat gederken asagidaki harokat etmak olar:
2

n=U. G; disturunda o, malum deyil. Lakin

5 &

2

U;
. Demali, n<—2+ .
145 '
2
Uz
Sinaglarin zaruri sayl Ucln 2. — jfadesini go-
q ylI ug (E) g

2

ol =pll-p)<

N

tirmaok olar.
Oger p 1/2 — dean xeyli forglenarsa, onda bu dustur
lazim oaln n—i artirar. ©ger o — i yuxaridan giymatlandirmak

olsa, onda bu n adadini azala biler.
MOSOLOLOR

1. Ticaretds, kond taserrufatinda va digar sahslarde
diversifikasiya prinsipinin tatbiqina aid misallar gostarin.

2. Tetbiqi riyaziyyatda c¢ox hallarda yasama S(x)
funksiyasi ile deyil, I,=IpS(x) keamiyysati ila islayirler, burada Iy
— boylk adaddir ve bir gqayda olarag onu 100000 — @
barabar goturirlar. / «— kemiyyatinin manasini izah edin.
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Movzu 18.
_iNFORMAS_iYANIN STATISTIK
ISLONMOSI

18.1. Coxolgulii tasadufi kemiyyatlor.
Toasadiifi kamiyyatli funksiyalar

1. Coxolgulu tosadiifi kemiyyatlor. Sinaq
naticasinde bir adadden ibaret deyil, adadler dastinden
ibaret qgiymetler alan va alacigi qiymsatleri avvealcadan
malum olmayan kamiyyatlara c¢oxdlgilii tesadlifi kemiy-
yotlor deyilir. Tasadufi kemiyyatin ala bilaceyi adaddler
dasti onun mumkin giymatlar goxlugunu amals gatirirler.

Belalikla, konkret adadler destini svveldan bilmasak
da, onun mumukun giymatlar coxlugundan oldugunu bilirik.

Sadalik Ugun ikidlgull tesadufi kemiyyatler Gzerinde
atrafll dayanaq. Birdlgulu tasadufi kamiyyatlerds oldugu
kimi burada da hem diskret ham da kesilmez tesadufi
kamiyyatlor var. Diskret ikiolgulu tasadufi kamiyyatlarin
mumkuin giymatleri hesabi saydadir, kasilmaz ikidlgulu te-
sadufi kemiyystlorde ise bu giymatler ¢oxlugu miurakkab
qurulmusdur. Ikidlgtll &=(X,Y) diskret tesadifi kemiyysati
paylanma cadvali ila verilir, cadveldsa X, Y kompanentlarinin

mimkin qgiymatleri ve F, ehtimallari P(X:xj,Y:y,.)

ij
verilir. Aydindir Ki, bdtun bu ehtimallarin cemi vahide
berabar olar.

X% X1 X; Xn

Y1 P11 e P1i P1n
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Ym Pn1 Pnj an

Misal 1. Qizlarin gozlarinin rengine ve saclarinin ran-
gina gbre paylanmasina baxaq.

Saclarinin

. N Go6zlsrinin rengine gére
rengina géro

Qonur gby yasil
sari 0,06 0,34 0,17
Qara 0,36 0,04 0,03

Coedvalda gOsterilmig adadlerin manasi aydindir:
gonur gozlu sarn sagh qizlar butun qizlarin 6% — i, géy gozIu
qizlar ise 34% — i teskil edirlar va s.

Asagidaki cadval ise qizlarin saglarinin rangina gore
paylanmasini verir.

Saclarin rengine géra | Sar 0,57

Qara 0,43

Gozlerinin - rangine gbére paylanma asagidaki
cadvaldae verilir.

Gozlerin rengine gors | oonur | goy | yasil

042 | 0,38 | 0,20

Serti paylanma ganununu tertib edak.
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Gozlerinin rangina sari qizlar

qonur goy yasil
6/57 | 34/57 | 17/57
Saglarinin rengina goéra qonur gozlu qizlar
Sar 6/42
Qara 36/42

Umumi halda da bele harakat etmak lazimdir. (X=a)
Y=b) hadisalerinin camidir,

hadisesi aydindir ki,

(X=a,

burada b Y —in mumkin giymatlarinden har hansi biri ola

biler. Bu hadiseler cut-cut uyusmayandirlar, demali,

P(X =a)=>Y P(X =aY =b), yoni bu ehtimall taparkan mii-
b

vafig sutundaki bitlin ehtimallari toplamaq lazimdir.

Misal 3. Tutaq ki, (X, Y) asagidaki paylanma ganuna
malikdir:

y X -1 0 1
0 0,1 0,5
1 0,2 0,1 0,1

X, Y komponentlarinin paylanma funksiyalarina va y =0
oldugda X komponentinin sarti paylanma funksiyasini tapin.
X-in Y -den kigik giymat almasinin ehtimalini tapin.

Halli. Komponentlerin paylanma qanununu tapmagq
dglin sutunlara uygun ehtimallarn (X Ugln) ve satirlera
uygun ehtimallan (Y Ugin) toplayaq:

e ]
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0,6 |04
x:‘ 0,2 ‘ 0,2 ’ 0,2

y =0 oldugda X komponentinin gerti paylanma qanunu- X
—in mUmk{n giymatleri dasti ilo P(X =a/y =0) serti ehti-
mallari olar. Bu ehtimallan hesablamaq ugun sarti ehtimal
dusturundan istifade etmak lazimdir:

P(X =afy=0)=P(x=a. y=0)/P(y=0)

Onda y=0 sertinde X komponentinin paylanma
sirasini alanq:
I

XI/(Y=0): ‘ 0 ‘ 1/6 ‘ 5/6

P(X <Y) -i tapmaq Ugln cadvelda (X <Y') sertini 6deyan
(X, Y) cltlerini geyd edak ve uygun ehtimallan toplayaq,
onda alarng: P(X <Y)=0+0.2+0.1=0.3

2. Korrelyasiya vo tosadiifi kamiyyatlorin asili
olmamasi. Yuxariya biz ikidlguli tesadufi rfz(H,W):
boy, ceki kemiyyetina baxdiq.

Bu tasadufi kemiyyatin kompanentlari 6zlerini biri —
birindan asili olmayan kimi aparmirlar, lakin onlarin birinin
giymetine gore digarinin giymatini Umumiyyeatle demak
olmur, amma deya bilerik ki, boyuk boya boyuk c¢aKki
uygundur va tersina. Bele tasadufi kemiyyatlare, yani bir
kompanentinin deyigsmasina gora digerinin duymaq mum-
kindurse, onda deyirler ki, bu tesadufi kemiyyatler korrel-
yasiya olunmusglar (daqiq terif sonra verilacek). Yada salaq
ki, tesadfi XY kamiyyaetlari ixtiyari a, b Ugln
P(X=a,Y=b)=P(X =a)-P(Y =b) sertini 6deyerse, onda
onlar asili olmayan adlanirlar.
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Asili olmayan tesadufi kamiyyatler sisteminin (XY)
paylanma qanunu sada qurulur — cadvalda ki, P; adadi
P=(p=x) ve q=z(Y=y;) edadlerinin hasilidir. iki6lguli
tesadlfi &=(X,r) kemiyyeti, hem de iki tesadifi XY
kemiyyetler sistemi kimi basa distlir ve ikidlguli f(x,y)
sixlig funksiyasi ile verilir, ehtimali iss mistavinin uygun
oblastinda f(x,y) sixlig funksiyasinin integrallanmasi ile

tapihir. ©ger X, Y asili olmayandirsa, onda ikidlgulu sixhq
kompanentlarin sixliglar hasilina barabardir:

[ y)=£.x)-£,(0).

Oger X,Y tesadufi kemiyyatlerinin korrelyasiya mo-
menti K, =M|(X-m,)- (¥ -m, )r sifira berabardirse, onda

onlar korrelyasiya olunmamis, aks halda isa korrelyasiya
olunmus adlanirlar.

Riyazi gozlemanin terifine esasan
M[(X—mx)-(Y—my)J=N(XY—me—me +mxmy)J:
=M[XY]-mM[Y]-m M[X]+m_ -m =M[XY]=mm,.

Korrelyasiya olunmamaq asii olmamaqdan zaif
sortdir, bunu asagidaki taklif tasdiq edir.

Toklif 1. Asi  olmayan tesadufi kemiyyatloer
korrelyasiya olunmayandir. Dogurdan da, tutaqg ki, XY
asili olmayandir, onda riyazi gozlemenin xassalerine esa-
sen M[XY]=mm , demoli, K =M[XY]-mm, =0.

Oger korrelyasiya momenti musbat olarsa, onda te-
sadufi kemiyyatlar miisbat korrelyasiya olunmug, meanfidirse

onda menfi korrelyasiya olunmug adlanirlar.
Cox hallarda koorelyasiya moaenti avezine korrelya-

24

K
siya amsalindan ny =(—x), istifade etmak alverisli olur,
0,0,

burada 0.0, —X ve Y —in orta kvadratik sapmalardir.

385



Toklif 2. Tutaq ki, Y=eX+d, burada ed— sa-

bitlerdir, X, Y — in korrelyasiya amsall vahide barabaer olar,
isaresi ise e amsalinin isarssi ilo eyni olar.
Isbati.

K, :M[XY]—mxmy =M|eX’ +dx]—mx(emx +d)=
= eM[X2]+ dm, —em’ —dm_ = e(M[XZ]— mf): eD . =c (ec,)
Diger terefden, p, =en , demsli o, =|do,. Belalikls,

2
K, eo;

ny_iaa i_‘e 2
x"y

o
Tors toklifde de dogrudur.

=+1.

X

Toklif 3. |k, |<1 olar.

Isbatl. z=c x+oy tosadifi kemiyystine baxag.
Onun dispersiyasini hesablayaq:
D[Z]: O'fD[X]i ZO'nyKXy + O'fD[Y]: O'faf + 2(7x0yKXy + J?O‘j =
= 2050'}2, t20.0,K,
Dispersiya manfi olmadigindan alariq:

20}0.+20,0,K, >0 veaya o.0,£K, >0, buradan

xZytrxy

‘K <lolar.

<o.0, vademali ‘ny

Xy

3. Tesadiifli kamiyyatli funksiyalar. Tutaq ki, X —
tosadlifi kemiyyst, y =¢(x) — ise adi funksiyadir, onun tayin
oblastt X tesadifi kemiyystinin miimkdin qiymetlar goxlu-
dudur. Onda, y = ¢(x)— tesadlifi kemiyyatdir. Bu funksiya 6z
giymatlerini bels alir: sinaq aparilir va sinaq naticesinde
tosadlfi X kemiyyati har hansi x giymatini alir. @ funk-
siyasini bilerek y = o(x)— i tapirin, bu ise Y tesadifi kemiy-
yatinin giymati olur. Burada Gmumi problem — tesadifi X
arqumentinin paylanmasini bilerek, y=¢(x) funksiyasinin
paylanma qanununu tsyin etmeakden ibarstdir. ©ger X
386



diskret tesadifi kemiyystdirse bu sadalikle hall olunur. X —
kesilmez tesadufi kemiyyat oldugda ise maesale ¢atinlasir.
Isbatsiz asagidaki teoremls kifayatlonak.

Teorem. Tutaq ki, X sixigi f(x) olan kesilemez
tasadufi kemiyyatdir. (o(x)— monoton diferensial funksiyadir,

onda tesadiifi ¥ kemiyyatinin sixliq y = ¢(x) funksiyasi belo
olar:

g)= )y (») (1)

burada l//(y) — ¢— nin tors funksiyasidir.

Misal 2. Tutaq ki, X —-A parametrli Ustli pay-
lanmadir, Y =cX , burada ¢ sabitdir. Gostarok ki, Y — da
ustla paylanmisdir. X —in sixliq funksiyasi

f(x):{o x <0,

Jyms olar. (p(x): ¢X oldugundan, onun
€

ters funksiyasi w(y)== ve 1//’(y):l (1)  dusturunda

Bu isa Ustli paylanmanin sixigidir.
Toklif 4. Tutaq ki, ¥ = (X ), onda m[y]=3 o(x,)P .

Oger  tesadifi kamiyyat X diskretdirso, Vo

M[r]= f o(x)f(x)dx, oger tosadufi kemiyyst kesilmozdirse

Vo f(x) onun sixliq funksiyasidirsa.

Misal 8. Plandan artiq her faiz ugtn 50 rub. Mikafat,
plandan asagi her bir faiz Gg¢ln iss amak haqqi 30 rub.

387



kam verilir, lakin 100 rubldan ¢ox olmamagq serti ile. ©ger
planin yerina yetirilmasi prognozu asagidaki kimidirsa:

96 |97 98 99 1100 | 101 {102 | 103 | 104 | 110

0,01/0,22 1003 02 |02 |02 |01 |01 |0,08 0,04

Gozlenilen mukafatin migdarini tapin.
Planin yerina yetmasi malumdursa, mukafatin migdari neca
olar?
Haelli. Gozlanilan mukafatin migdarini tapaq. Mika-
fatin migdan Y -planin yerinae yetmasi faizinin funksiyasidir.
Planin yerine yetiriimisa satirine asagidan Y - in
giymatlarini yazaq:

96 |97 98 99 1100 | 101 [ 102 | 103 | 104 | 110

0,01/0,22 10,03 02 02 |02 |01 |01 |0,08 |0,04

-100 | 90 |-60 |-30 |0 50 [100 | 150 | 200 | 500

indi Y -in riyazi gdzlemasini hesablayaq. Bunun Gglin Y -in
giymatlarini uygun ehtimallara vurub, toplayaq. Onda alariq:
M[Y]=(-100 -180 —180 —60 + 1000 + 1000 + 1500 + 1600 +
+2000) /100=65,80 man

MOSSLOLOR
1. Asil olmayan X ve Y tesadifi kemiyyatleri asa-
gidaki paylanma sirasina malikdirlar:

Tesadifi Z=X-Y ve V =X —-Y kemiyyatlorinin
paylanma sirasini tartib edin.
Halli: Asagidaki cedvali tertib edak.
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-1 0 2

-1 0,04 | 0,08 0,28

1 0,06 | 0,12 0,42

(a,) xanasinda P(X =a)x P(y—b) ehtimalni
yazaq; X,Y asili deyillor.
indi ise X,Y tosadifi kemiyyatlerinin giymatlorini

vuraraq Z tesadifi kemiyyatinin giymatlerini alirng. Z — in
eyni qgiymatlerin  ehtimallarini  toplayaraq asagidaki
paylanma sirasini alariq:

‘-2‘-1‘0‘1‘2
028 | 0,06 | 02 | 0.04 | 042

Eyni gayda ile V' tesadifi kemiyystinin paylanma
sirasl tartib olunur.

2. Zavodun Ug¢ yeni, bir — birinden asili olmayarq
isloyan sex var. Ayin avvalinda har sex Ugun planin yerina
yetirilmasi ehtimal prognozu tartib olunmusdur.

09| 10|11 085|10] 105 08 |10/ 1,1

01| 08 |01 01 [08] 01 0,05 | 0,9 | 0,05
Batin sexlerin plani yerina yetirma ehtimali ne¢a olar?
Malumdur ki, | iki sex plani yerina yetirib. Blutun zavodun
plani yerina yetirma ehtimall nega olar?

3. Bankin kredit sobesi verilmis kreditlori ki
parametra gora tahlil edir: migdarina ve muddstine gore.
Asagidaki cadval alinr:
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Qisamuiddatli Uzunmiddatli
Kigik 0,3 0,2
Orta 0,2 0,05
Boyuk 0,2 0,05

Bu parametrlerin asii  olmadigini yoxlayin. Kreditlorin
migdarina gora qisamuddatli ve uzunmuddatli kreditlarin
paylanma qanununu tapin. Kredit kigcik deyilsa, o uzun-
muddatli olmasi ehtimalini tapin.

4. Mintezam paylanmis tesadufi kemiyyatden asili
xatti funksiyanin da miintazem paylandigini isbat edin.

18.2. Bas ¢oxlugun parametrlarinin
qgiymatlandirilmasi

1. Riyazi statistikanin asas masalasi. Ehtimal ne-
zoriyyasinin asagidaki anlayiglarina — hadisaler ve onlarin
ehtimallan, tam ehtimal dusturu, Bayes va Bernulli
dusturlan, tesadufi kemiyyatlar ve onlarin paylanma ganun-
lari, edadi xarakteristikalari, va s. istinad edarak daqiq riyazi
Usullarla bir hadisanin ehtimalini digarlarinin ehtimallarini
bilerak teyin eda bilarik, biz tesadufi kemiyyatin paylanma
ganununu digarlarinin paylanma qganununu bilarak tapa
bilerik va s. Bela masalalar diiz masalalar adlanir. Masala
markazi limit teoreminden g¢ixir ki, ixtiyari X tesadufi
kemiyyati Ggiin, asili olmayan sinaglar kegirsek ve X —in

alacagi giymeatlerin adadi ortasini Y, —i hesablasaq gorarik

ki, sinaglarin sayl n— bdyik adad oldugda, onda Y, —orta
adad qiymat de teqribi olarag normal ganunla paylanir.
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Elmin bitin sahalerinde diz masaele var. Masalan, elektrik
yukunU va paylanmasini bilerak, elektrik sahasinin paylan-
masini bilerak, elektrik sahasinin garginliyini hesablanmasi
duz maessledir. Ters masele isa beladir: elektrik sahasi
malum olmayan har hansi elektrik yUkleri vasitasila yaranib,
sahani biz 6lge bilerik, telab olunur ki, bu sahani yaradan
elektrik yiklori hardadir ve kemiyysti ne gaderdir? indi ise
tars ehtimal massalesi gostarek: hadisenin bag verme
tezliyine gbra bu hadisanin ehtimalini tapmagq, he¢ olmazsa
bu ehtimalin yerlasdiyi sarhadleri tapmagq. Bels ters ehtimal
masalalarini riyazi statistika hall edir. Belslikla, ehtimal
nazariyyasi (EH) va riyazi statistika (RS)— guclu qgarsiigh
alagade olan «gohum» elm sahaleridir: bir diz masalaleri
hall edir, digeri ise tars masalalri. Ehtimal nazariyyasi riyazi
statistika Gc¢lUn fundamentdir. Ters masalaleri dyranmak
¢atin oldugundan riyazi statistikani ehtimal nazariyyasinden
sonra oyranirler. Riyazi statistikanin dord esas masalasi
muhum ahmiyyat kesb edir.

A. Statistik informasiyalar kompakt, aydin, slverisli
formada ifade etmak.

B. Bas coxlugun malum olmayan parametralrinin
tapilmasi ve ya qgiymetlandiriimasi;

Masalen, bas c¢oxluga gbére onun orta giymatinin
tapilmasi va ya qiymetlondiriimesi ve yaxud tesadufi
kamiyyatin riyazi gdzlemasinin tapiimasi.

C. Hipotezlarin yoxlaniimasi, onlarin gabul edilmasi
va yaxud radd edilmasi.

C. Tedqig olunan tesadiufi kemiyysatin malum
olmayan paylanma ganununun tapiimasi.

A. masalasi biza artiq tanigdir. B va C masalalarina
bu bélmade baxacayiq.

2. Bas coxlugun ve ya tesadufi kamiyyatin
parametrlarinin noqtavi giymatlandirilmasi.
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Ovvalki mdévzularda geyd etdiyimiz kimi bas ¢oxluq
vo tosadufi kemiyyat qarsiligli avez olunan aynlayiglardir ve
onlarin hansinin iglanmasi alveriglilik négteyi — nazarinden
dikts olunur. Coxolgulu tesadufi kamiyyetlarle tanigligdan
sonra amin oluruq ki, tesadufi kemiyyat anlayisi daha rahat
ve olveriglidir. Belslikle, tutaq ki, tesadiifi X kemiyyati ted-
qiq edilir. Onda n hacmli se¢gma sadace olaraq n 4lg¢ulu
tasadufi kemiyyatin giymatidir.

vV =(X,,...X,), burada X,-i— ci sinaqda tesadifi X

kamiyyatinin aldigi giymatdir. Secmanin ixtiyari funksiyasi

)
statistika adlanir. Mesalan, oadadi orta X_nz(“
n

statistikadir. Tutaq ki, ¢ — tesadiifi X keamiyyatinin her

hansi parametridir. Biz he¢ olmasa teqribi olaraq bu
A
pearametrin giymatini tapmaq istayirik. Bu maqgsadle &

statistikasini segak, bizim fikrimize gora bu statistika tagribi
olaraq @ parametrini giymatlendirmalidir. Buna gore de ¢

A
paraetrini giymatlandiran statistikani € kimi isare edirlor.
Qeyd edak ki, istonilon statistika tesadufi
kamiyyatdir, bele ki, 0 segma ile muayyen olunur. Hecmi 7
A
olan se¢ma ile miisyyen olunan statistikanin €, kimi isare
A

edaceyik. Aydindir ki, 6 statistikasi musayyen sartlori 6de-

malidir. Bu sertler asagidakilardir.
A

1) Moteberlik: n >« — da 6, — statistika — giymati
0 parametrina yigilmalidir. Yigilmaq ehtimal menada basa

A
dusulur: n —»o— da P(@n—e

> aj — 0, ixtiyari £>0 dgun.

Bu yi§iima ehtimal menada yigilma adlanir.
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A

2) Qarigdirimazlq: M[H} = 6; bu beraberlik kafi ge-

dar boyuk bitin # -ler Gglin dogru olmalidir.
©min olaq ki, adadi orta ritazi gdzlemanin motabarli
va garisdinimayan qgiymatidir.
Tutaq ki, X —riyazi gbzlemesi a olan tedqiq
olunan tesadufi kemiyyatdir. Onda n sinagqda adadi orta

)

bels olar: X = (‘1—
n

Motaberliyi isbat etmak Ugun gostermak lazimdir

ki, ixtiyari ¢>0 UglUn »n— «—da P()A(—a

> 5) —>0 Olur. Bu

iso Cebigev téreminda goOsterilmisdir. Qarisdinimazliga

Ex) (B0 )

i=1 i=1
==‘=q
n n n

goldikde ise bilirik ki,
Mx]=m

Buradan ham de alirng ki, hadisenin bas vermesi tezliyi
onun bag vermasi ehtimalinin motebarli ve qarisdirimaz
giymatidir. Qeyd edak ki, orta qgiymet bele dessak riyazi
gozlemani eavez  etdiyinden, se¢moe  dispersiyaya

(Z (Xi _})Z)
s2=x=t /D _— dispersiyanin giymati kimi baxmagq

n
olar. X — riyazi g6zlemanin métabarli giymati oldugundan,

Sz-dispersiyanln moteberli giymati olar. Bu qiymaet
gansdinimaz deyildir, bele ki, isbat etmek olar ki,

M[SZ]:M. Bu sebsbaden S’—ni " — o vurub

n (n—l)
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_ 2 (i(Xz_?)ZJ
«diizoldirlor» . §7 = (”S - 2 Bu giymet ise
n— n—

dispersiyanin garisdiriimaz giymati olur.

Misal 1. Tutaq ki, X — in paylanma sirasi asagidaki
Kimidir:

o | 1 | 2
12 | 13 | 16

Goranduyld  kimi mimduakin giymatler coxlugu g
elementden ibaratdir. W:{Xl,...,Xn} segmaesinde tayin
olunan statistikalara baxaq: a)m=minw; b)M =max W ;
v) S « W -de olan miixtslif edadaleriin sayi».

Bu statistikalar X tesadufi kemiyystinin uygun xa-
rakteristikalarinin moétabarli ve garisdirimaz giymatlaridirmi?
Halli. m statistikasinin paylanma sirasi:

o | 1 | 2
1-(1/2)" ((11//2(3;"- ‘ (1/6)"

Dogurdan  da  p(n=0)=1-(r(x>0) =1-(3
Pm=2)=(P(x=2)) = (%} . Biitiin diger ehtimallar P(m =1)

olar. P(sz)zl—(%) —1 (n— o oldugda) oldugundan

m— X — in mimdkdn giymatlerinin minimumunun, yeni 0
adadinin mdtabarli giymati olar. ixtiyari hecmli segma giin
M[m]> 0 oldugundan m qansdinimaz qiymat deyildir.
Qalan iki otatistika analoji olaraq tedqiq edilir.
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3. Maksimum haqiqgata uygun usul. Bu Usul geyri
—muayyan parametrin giymatlandiriimasi Uglun avvalca
haqigate uygun funksiya muiayyenlasdirirler. Tutaq ki, X —
tadqgiq olunan tesadiifi kemiyystdir. X —in paylanma ganunu
har hansi « parametrine qader daqiqglikle malumdur. 7 —
sayda aslla olmayan sinaglar aparildiqda » olgulu tesadufi
w={X,,.,X,} kemiyysti alinir, burada X,— X —in i— ci
sinaqda aldigi giymatdir. Asili olmayan n sayda sinaqlar
aparaq ve W:(al,...,an) segmasini alaq. ©ger X diskret
tosadyfi kemiyyatdirse, onda alinan se¢maenin ehtimall,
ehtimallar hasiline beraber olar P(X =a,,a)..P(X =a,,a).

Oger X kasilmazdirse ve onun sixhdi f(x,a)-dwsa, onda
n olgllu tesadufi w={x,,...x,} kemiyyatinin sixiq funk-
siyasinin W =(a,,..,a,) ndqtesinde giymati, sixliglarin
hasiline beraber olar f(a,,a)..f(a,,a). ala,,...a,,a), funk-

siyasl hagigate uydun funksiya adlanir, X — diskret tesadufi
kamiyyet oldugda bu funksiya ehtimallarin hasilina, kasil-
maz olduqda isa sixliq funksiyalarinin hasilina barabaer olar.
a —parametrinin ele «o,— qiymatini tapaq ki, haqgigsta
uygun funksiya maksimum giymat alsin. Bu «,qiymati «

parametrinin  asil haqigi qgiymatidir. Dediklarimizdan
asagidaki naticeya galmak olar.

Netica. Seriya sinaglarda hadisenin bas vermasi
tezliyi bu hadisenin bag vermasi ehtimalinin maksimal
haqigata uygun Usulla giymatlandiriimasidir.

4. interval qgiymatlondirma. Tesadiifi kemiyyat olan
ixtiyari @ statistika giymetlondirilen 6 parametrinin yalniz
toqribi qiymati ola biler. Demali, o yalniz har hansi
nogtedaki giymat ola biler. Bels bir sual ¢ixir: ele A intervali
gostarmak olarmi ki, avveldan verilmig, vahide yaxin ¥

ehtimalla bize malum olmayan & parametrinin haqiqi qiy-
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matini 6zlinde saxlasin? ©vvalcaden verilmis 7 ehtimal

etibarli ehtimal, A—intervall ise etibarli interval adlanir.
Umumi milahizelere goére segma vasitesile miayyen
olunan etibarli interval ham uzunluguna ham de yerina goéro
tesadufi olacaq.

9gar ¢ parametrinin har hansi etibarl 3 giymtai var-
sa, onda segcmanin hacmi artdigca buna uydun konstruk-
siya olunan etibarl interval ¢ox guman ki, bu giymatide
ortar. Etibarli intervalin tapilmasini bir misalla gosterak.

Misal 2. Tesadifi X kemiyystin riyazi gdzlemasi
ucun konstruksiya olunmus etibarl interval, normal ganunla
paylanmig, malum olmayan a riyazi gézlamaya ve malum
orta kvadratik o° sapmaya malikdir. Etibarli  ehtimalini

verok. Merkazi limit teoremina asasan (bax bolma 17, 1

b.3) kafi gader boyilik n Uglin adadi orta X teqribi olaraq
normal ganunla paylanar, onda alarq:

(X a| < \/;J 20(u)=y. Laplas funksiyasinin qiy-

maetlar cadvaelindan tapariq: ele ¥, -ni ki, q)(u le olsun.
2 2
o MZO-
Demali, ‘X—a‘ < j_ . Buradan alariq ki,
n
uya uya
X-—2 <a<X+-2— bu ise a Ucln etibarli
Jn Jn
intervaldir.

MOSSOLSLOR

1. Tesadufi olarag bankin verdiyi 400 kredit segcilir va
tohlil olunur. Malum olur ki, 80 kredit gaytarilimayib. 0,95
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inamla bankin verdiyi butin kredit kallisinin qaytaril-
mamasli ehtimalinin etibarli intervalini tapin.

2. Tesadufi kemiyyst [0,5] , (burada »>0) parga-
sinda miintazem pylanmigdir. Hecmi n olan W segmasina
gOre teyin olunan statistikanin a)m =min W ; b) M = max W .

Paylanma funksiyasini, sixliq funksiyasini tapin ve bu funk-
siyalarin teqribi grafiklerini qurun. Bu statistikalar tesadufi

X kamiyystinin uygun xarakteristikalarinin métebaerli ve
garigdiriimaz giymatlaridirmi?

3. Anbarda eyni qutuda ag, qirmizi ve gara telefonlar
var; her bir rangdan olan telefonlar taqgriben butin
telefonlarin 1/3 — dur. Ne¢a minimal qutu gétirmak lazimdir
ki, 0,9 — dan boyuk ehtimalla butlin rangdan olan telefonlar
orada olsun? «Muxtalif rangli telefonlarin sayinin
segmasininy paylanma statistikasini tapin. Bu statistika 3
sabitinin motaberli ve qarisdinimaz giymsati ola bilarmi?

4. isbat edin ki, seriya sinaqlarda tesadifi X ke-
miyyatinin aldigi orta giymet maksimal haqgigate oxsar

dsulla tapilmis X — in riyazi goézlemasidir. Nezerds tutulur
ki, X normal ve yaxud Ustli ganunla paylanmisdir.

5. Tutaq ki, tedqiq olunan tesadifi X kemiyyati
kasilmazdir, onda onun giymetlari (se¢ma) vasitasile in-
terval variasiya sirasi tortib olunur. Malumudur ki, bu sira ile

hesablanan orta X, se¢ma ortadan imumiyystls farqlidir.

X — tesadiifi X kemiyystinin riyazi gdzlemasinin
motabarli va garisdinimaz qiymati olarmi?

18.3. Tasadufi kamiyyatlar arasindaki asililiglar

1. Tesadufi kamiyystlar arasindaki asililiqlarin
novleri. y=¢(x), burada @ adi adad funksiyasi olarsa,

onda X,Y tesadifi kemiyystleri funksional asili adlanirlar.
397



Bir misal godsterak; tutaq ki, pul deyisma mantagasinda
novbeti misteriya verilon tesadiifi dollar mablegi X — dir,
Y — ise alinan rublla pul mablagidir. Bu halda Y = kX,
burada k — dollarin kursudur. Bu g¢ox sart asililigdir. Basqga
torofden, X,Y asili olmadiqda, onlar arasinda heg bir asi-
lilgdan danismaq olamz, bele ki, tesadifi Y kemiyystinin

sorti paylanmasi X —in giymatlerinden asili olaraq dayismir.
Demali, funksional asiliiq ve asili olmamaq - tasadufi
kamiyyatloer arasindaki asilihgin iki kenar polyusudur.

Oger X,Y tasadufi kemiyyatleri arasinda asili olma-

maq yoxdursa, onda onlar arasinda statistik asililgdan
danigsmaq olar — bu o zaman olur ki, bir kemiyyatin giymati
dayisdikda digarinin paylanmasi dayisir.

Bolma 18.1 — b. 2 — da tesadufi X,Y kamiyyatlori
arasinda korrelyasion asiliigdan danigsmisdiq — yeni korrel-
yasiya momenti K, ve ya korrelyasiya smsall K ,, sifira

baraber deyil. Isbat olunmusdur ki, |K,|<l ve |K,|=1

beraberliyi X ve Y arasinda xatti funksional asiliiq oldu-
gunu gostarir.

Basqa bir név asililigla tanis olag. ©gar M{%:a}

a — dan asil olaraq dayiserse, onda X ve Y arasindaki
reqressiv aslliigdan danismagq olar, bu halda deyirler ki, Y

X — den reqressiv aslilidir, asiliigin 6zt isse Y—in X - o
reqressiyasi adlanir. Bu asiliigi da gox vaxt korrelyasion
adlandirirlar.

Misal 1. iki halda baxaq: a) tutaq ki, (X Y )-mUstevi
Uzarinde verilmis duzbucaqlida muntezam paylanmisg, iki
Olgulll tesadufi kemiyystdir, onda X,Y asili deyiller; b)
tutaqg ki, (X,Y)-mijstevi Uzerinds verilmis dairade
muntazem paylanmis, iki Ol¢ulu tasadufi kemiyyatdir, onda
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X,Y asilidirlar, lakin koorelyasiya olunmayiblar ve onlar
arasinda reqressiv asiliiq yoxdur.

Misal 2. Reqressiv aslliliq beladir: a) insanin boyu va
¢akisi arasinda — boyu uzun olan insanlarin orta ¢okisi do
coxdur; b) bir hektarin mahsuldarligi ile bura verilon kibra
arasinda: na gader ¢ox kubre verilarsa, orta mahsuldarliq
bir o geder ¢ox olar; c) avtomobilin satis giymati ile onun
«yasi» arasinda: «yasi» na gadar ¢ox olarsa, satis giymati
bir o gedar az olar.

2. Korrelyasiya nisbati. Bu nisbat statistik asililigin

gostericisidir. Tutaq ki, tesadifi ¥ kemiyyati esasen X
faktorundan va qaliq faktorundan (bir gayda olaraq g¢ox
kicik) asihdir. Qaliq faktorunu ¢ ile isare edok, bu faktor

X — o tesir etmir, yalniz Y- o tesir edir. Tesadifi Y
kamiyyatinin dayigsmasinin xarakteristikasi onun

dispersiyasidir D[y ]= Ml(Y—mY)ZJ.

Bu kemiyyste heam X faktoru, heam de & qaligi 6z
tosirlorini gdsterir. Bunlarin tesiri ne qoder olar? isaraleri
mirakkablosdirmak Ugln tesadifi Z kemiyystinin orta

giymatini, yani onun riyazi gozlemasini Z — le isare edak.
X faktorunun geyd olunmus giymatinds, masslen X =a

2
oldugda D{Lza}zM{(iza_M{izaD } Kza_n,n
X X X X

sorti paylanmasi ¢ galiginin X — in bu giymstinde Y - o

tosirini xarakterize edir. Onun orta D[%:ﬂ giymati isa

Umumilikde ¢ gahdinin Y — o tesirini xarakterize edir vo
D[Y, qallq] kimi isare edilir.
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Riyazi gézlama MB(: a}_y tosadifi kemiyyatinin
X =a oldugda giymatlerinin gruplasma merkazidir. Eyni
zamanda M[Y]—Y—in umumi gruplagsma markazidir. Buna
gbra da gruplagsma markazlerinin Umumi markeza nazaran

sopalenmasi dispersiya (M[Y - a}_M[y]J muayyan edir.
X
Bu kemiyyst Y — in giymatlerinin X faktorundan
asil olaraq dayigmasini muayyan edir va bels isars olunur,
D|Y, fak.]. isbat etmak olar ki, D[v]= DY, fak]+ D[Y,qaliq].

D[y, fak.] voya 1-D[Y,qaliq]
D] D[y]
Aydindir ki, pﬁ/x—tesadeiY kamiyyatinin giymatlori-

—ni py, — loisare edok.

nin variasiyasi X faktorunun giymatlerinin variasiyasindaki
payini gostarir. pﬁ/ v kemiyyasti determinasiya amsall,
Prix = N pﬁ/x — isa korrelyasiya nisbati adlanir.

1) 0<pyy <1;

2) Y -in X — dan birgiymatli funksional asiliig
uglin zeruri ve kafi sert p, , =1 olar.

Dogurdan da, ager py/le olarsa, onda
D{: }:o olar, D[Yza}zo oldugundan, demali
X

D[ﬁ - a} =0 olar istanilon a Ug¢un. Bu da 6z ndvbasinda o
X

demakdir ki, X faktorunun istanilen giymatinde Y sabitdir,
yoni Y, X — den asili funksiyadir. Diger tersfden, eger
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Y, X - den asili funksiyadirisa, onda D[§=a}=0 vo

demali p,, =1 olar.

3) Y- in X - den reqgressiv asiliiginin olmamasi
ugln p,, =0 serti zeruri ve kafi olar. Dogurdan da, agar

pyx =0 olarsa, onda M{%:a}:M[y] yani M[%;%

sabitdir, demali Y — in X — den reqressiv asiliigi yoxdur.
Asilliligla tarsin de gdstermak olar;

4) p,,, vahids ne geder yaxin olsa, bir o qeder Y -

in X —den statistik asilihd bir giymatli funksional asiliiga
yaxin olar ve tersine Y —in X —dan asiliigi birgiymatli funk-
sional asiliiga ns gadar yaxin olsa, bir o geder p, , vahide
yaxin olar.

Praktikada bir qayda olaraq X,Y tesadifi kemiyye-
tlarinin birge paylanmasi malum olmur va butun parametrior
avazina onlarin segma giymatlarindan istifads edirler.

Tutaq ki, ikidlclli (x,v) tesadifi kemiyystin n asili
olmayan musgahidasi var. Bu misahidalerin naticalerini yani
(xl.,yl.) adadler citliydnu ikidlgula korrelyasiya cadvalina
yazaq. Cadval bels tortib olunur: X faktorunun musahide
olunan x,,...,x, giymatlerini V" qgrupunda gruplasdiraq, mu-
sahide olunan y,,...,y, giymatlerini iss g qrupunda qrup-
lasdiraq. Sonra m, i=1,...,v, j=1,...,q @dadlerini hesablayaq.

i 1 2
"4
X _
J v X1 X2 Xy m; = Zmﬂ'
ii
1 Y1 myq mi» myy my
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2 Y2 myq my; my, ms

”Jzzmﬂ_ml m, m, m, m:zzmt/ -
j | = i
S0 y I
S2 S12 S22 SZ i
A2

Seg¢manin analoqu olan p,,, determinasiya emsalini

dizaldek. D[y] — in segma analoqu Szzz<yf‘;)zm,f— dir,
y - n

burada ;:Zﬁ— umumi ortadir. X =X, oldugda sgorti
j n

dispersiyanlh se¢ma analoqu gruplagsmis segma dispersiya-

0]
dir Sizzz(yf_y}"ﬁ, olar, burada y(i)zzw — qgruplas-
n.

J i J n;

- 2
mis ortadir, D[Y,qalig] —in analoqu ise S, =S> :Z_Sf ki

qala i

olar. Burada ise D[Y,fak.] — un se¢ma analoqunu tayin

2 2 2
etmek olar, S, =S,-S

., VO naticede determinasiya

amsalinin  ve segma korrelyasiya nisbatinin segma

analoglarini tayin edirik: 5 Stkr A A2
" Pyx = g2 Pyix =\ Pyx

p,, — hisbi korrelyasiya munasibstine analoji olan hokm

dogrudur (bax yuxarida «1»-«4»).

Misal 3. (X, Y) tesadufi kemiyyatloer sistemi pay-
lanma ganunu ila verilmisdir. X va Y arasinda determinasi-
ya asilihgini tapin.

402



Halli.

Y-in paylanma sirasini, onun riyazi X | -1 1
gbzleamasini ve  dispersiyasini Y2 02 1 0
tapaq: ) ’
0,1 0,1
-2 0 2
’ ‘ 0,4 ‘ 0,2 ‘ 0,4 2 10 ]04

M[r]=0, D[r]=32. Indi  serti paylanma qanununu
tapaq:
2 | 0 |

2
YIX=-1 ["08 [ 02 ] 0 YIX=-1 [0 [02]08

Riyazi gdzleme: M[Y/X =-1]=-16, M[Y/ X =1]=1,6 va
dispersiya:

DY/ X =-1]=0,64, P(X=-1)+D[V/X =1]P(X =1) = 0,64
Belslikle, determinasiya emsalr:

1-D[Y, qaliq)/D[Y]=1-0,64/3,2=4/5, korrelyasiya nisbati
Py, x - in vahide yaxiigi gostarir ki, Y-in X-dan asiliigi

funksionaldir. Dogurdan da cadvaldan gorunir ki, X-in
verilmis giymatinde boyluk ehtimalla Y =2X beraberliyi
dogrudur.

3. Birfaktorlu xatti reqressiya. ki tesadfi

kamiyyatlor sistemina (x,7) baxaq.
F(a,b):M[(Y—a—beJ — niminimumunu temin edak
y=a+bx= ¢(x) xotti asiliigini segak.

Fla,b)=M[Y> —2a¥ —2bXY +a* +2abX +b*X*|=

= M[y?]-2am[r]-26M[xY]+
+d* +2abM[X ]+ B> M| X7 F(a,b) —ni a ve b- o gére dife-
rensiallayaq ve xususi téramaleri sifira baraber edok, onda
asagidaki tanlikler sistemini alariq
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a+bM[X]|=M[X],
aM[X]+bM[x?]= m[xY]
Bu sistemi hall edarak, alanq:
K K
b="X q=M[r]-M[X]

XY
DX DX

, demali axtardigimiz

xatti asililiq y=g(x)= (M[Y]_M[X]K_XY]JFXK_XY _
D, ) D,

=M[Y]+(x—M[x])KXY olar. Nezere alsaq ki, korrelyasiya
X
momenti K,,, k,,c.0,— ® barabardir, bu asiliigi basqga

gekilde de yazmaqg olar: j=m +(x—m ), % . Belsliklo,
2 y o

X

(p(x)zmy+(x—mx)kxy%. Bu a,b (gin F(a,b) go(x)

yaxinlagmasinin xotasi adlanir Vo
M[(Y —o(x)’ )J:= ..=0.(1-K, )—o beraberdir. Elece da
regressiyanin xatasini tapmagq olar:

M[(M[(Y— go(x))])2J: =0 (pi/X ~K’qy). Buradan ik
natice gIxir:

1) ‘ny‘— in vahide yaxinlagmasi ila yaxinlagmasinin

xotas| azalir, ve ya ikidlgulu tasadufi (X, Y) kamiyyatinin

giymtleri y:my+(x—mx)kxyi tonliyi il verilmis diz xatt
UX

atrafinda daha six konsentraéiya olunur.
Bu hékmin tersi de dogrudur. Bu o demakdir Ki,

K, tesadlfi kemiyystlor arasindaki xatti funksional
asiliigin saviyyasini gosterir.
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2) ‘KW‘— in pyx—8 yaxinlagsmasi il reqressiya xo-

tasi azalir, yani malum olmayan reqressiya funksiyasi xatti
funksiyaya yaxinlasir. Bunun tersi de dogrudur. Bu imkan

verir ki, (pﬁ/x —Kf(/y) forgine reqressiya funksiyasinin xatti
funksiyadan na qadar sapmasinin Olglisu kimi baxaq.
Praktikada tesadufi (X,Y ) kamiyyatlarinin birlikde pay-
lanmasi malum olmur, yalniz musahidalarin naticaleri
malum olur, yani (X, Y) tosadufi kemiyyetlarinin segma clt

qiymatlori (x,y) malum olur. Batun baxilan xarakteristikalar

onlarin se¢gma analoglari ile avez olunur. Bels ki, a,b—i
tayin etmak Ugun tenlikler sistemini alariq:

a+bX = I_/,

L, (1)
aX+bX =XY

Bu sistemi hall edarak, alanq:

- A A
b= ((;z,_())_i?r Iif =}_’—Yi—fy, demali regressiya diiz

X
xattinin tonliyi
y= Y+(x_)()1§¥y/sj olar.
Burada [exy, S? ile korrelyasiya momentinin ve X-in
dispersiyasinin se¢ma analoglar isare edilmigdir. Nazara
alsaq Ki, ny korrelyasiya momentinin se¢gma analoqu

Iexy S, S, -o berabardir, burada Iexy-korrelyasiya amsalinin

se¢ma analoqudur, onda bu asiliigi bas formada da yaza
bilarik:

y=Y+(x-X)K,S, /S,
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00000 4. (9,6), (10.4), (12,7), (5,3) OOO000000
0000 00000 0000000000 000000000000000
000000000000 0oooo. 0000000000
000000000 0000000000 0000oood
000000000 0000 0000 00 0000000000 000
0000000 00000, 0000000000 000 00000 (X,
YY) 00000000000 O0000000? 00000000
(y,—(x)) DO0O0O00 00000000 (i=1,2,3,4) 00
000000000 0000 000000 0000000 0000002

v

noooo. X,Y, X*, XY-0 00000,
9,Y

X =9+10+12+5)/4=9, Y =5 X*=350/4, XY =193/4
Oogoao, b=1/2;a=1/2 oo,
0000000000 0000000  p=(x+1)/2 0000

goooooooon  gooooooon 0o ooooooodoo
ooooood ooooooooo ooogoobood oooooo
gooo. oogun ooooouoon boouooogd: oo,
oooooooooo RN ooooo ooooog
goouoooguon oooouooo  oogdo;,  ooug, oo
gooooodunD oooo gooooo ooooon obooooo
OO,

gooooooog

1.(X,Y) 00000000 00000000000 0000000
0000000000 (2, 1£1/4) 00 (4, 2+1/4)
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goooooouuoooouoo gooooodn

oooooooooooo. X 0o Y oooooogn

gouoooduobogg gooooduon goooo.
gouoogdn. 0o oogoo )@:ﬁ2+v oo,

0000 oo, xX,v 00000 00ooooooon 0o X —(2,4)

nDo0o00oo0ooo, v 000 (-1/4,1/4) 0000000000

goooooot Dnooooooooo.,

2. RN oooo Jooooooooooooon
goooogd goooog mIN gaon gooooogn
000000oD. 0oooon ooooooooooooo oooog 4-
OO onopodooo ooooooo oooood 0oooooo.

Movzu 19.
MALiYYe_ BAZARININ TOHLILININ
STATISTIK USULLARI

19.1. Maliyya bazarinin va onun tarkib
hissalarinin iumumi xarakteristikasi

1.Maliyya bazari haqqinda sazig. Maliyye bazarin-
da onun istirakgilari maliyye vasitalarinin kdmayi ile maliyye
amaliyyatlar aparirlar. Baslangic ve son vaziyystde pulla
giymatlandirilen emesaliyyatlar maliyye emaliyyatlan adlanir,
bu amaliyyatlarin kegiriimasinds maqgsad galiri maksimal-
lasdirmaqdan ibaretdir. Galecekde emaliyyat dedikds,
yalniz maliyys amaliyyati nazards tutacagiq. Maliyye vasits-
lari-maliyye 6hdaciliyi ilo badl olan ixtiyari senad ve ya
toplusu.

Bir gcox emaliyyatlarin naticalerini avvalden hamginin
amaliyyatlarin digar xarakteristikalarini demak olmur, mase-
lan galir ve galirlilik. Lakin praktiki is bunu tsleb edir. Bu
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vaziyyetden c¢ixis Ug¢ln bazar hagqinda muisayyan muqa-
vilaler baglayirlar ki, bu da he¢ olmasa muisayyan elmi
tahlillere gerait yaradir. ©sasan Ug¢ forziyya Uzarinds daya-
nirlar.

Forziyya 1. «Gizli» parametrlori (psixoloji motivleri)
nazera almirlar. Bazarin ixtiyan istirak¢isi 6z Ugin on
bdylk golir alde etmaya calisir. Hoer bazar istirakgisi 6z
ragibinin acigina fealiyyat géstermir, bununla da obyektivlik
ndqteyi-nezarinden uzaq olur. Bu farziyye elmi usullarla
bazar tehlil etmak Ugun prinispial esas toskil edir.

Farziyya 2. Daqiq abstrak noqgteyi-nazarinden ba-
zarin vaziyyati sonsuz sayda ¢oxdur ve onlar butun detallan
ile tekrar olunmazdir, lakin bugtnki, tedqiq olunan veziyyat
ucun yaxin analoji vaziyyast tapmagq olur, istar kegmisde vo
isterse do basqga yerds. Bu umid etmaya serait yaradir ki,
vaziyyatin axini tapilmis analoji veziyyste uygun olsun. Bu
cur tahlil Gsulu analoq axtarmaq adlanir. Bu ferziyys asas
verir ki, bazann mauxtalif gostericilerini tasadufi kamiyyat
kimi modellesdirak. Bu ferziyya ham da nazari-ehtimal Gsul-
larindan istifade etmaya yol agir.

Farziyya 3. Tahlil olunan maliyys vasitelari haqqinda
muayyan informasiyalarin toplanmasi zsruridir. Indiki za-
manda bunu etmak ele da ¢atin deyildir. Hazirda bitln
duinyada malumatlar bazasi gox genis yayilib ve yaxsi tor-
tib olunmus teleba c¢ox sayda lazimli informasiyani alde
etmak olar. Bu informasiyalar bizi maraqlandiran goste-
ricilarin lazimli  daqiqglikle giymsatlerini almaq ugun statistik
islomalare kifayet edir.

2. Etibarlihq, amaliyyatlarin va vasitalarin risklili-
yi. Bu terminler goxmanalidir. Onlarin izahina aid misallar
gOsterak.

©mealiyyatin etibarliigi onun ugurla qurtarmasini ehti-
mali kimi.
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©ger malum olsa ki, emaliyyat kegirilo bilmaz va ya
axira gatdirila bilmaz, onda onun etibarliligi haqgqinda yeni
onun kegirilmasinin sansi haqgqinda sual ¢ixir. ©gar ame-
liyyat 6zUnUn asas xasselarina gors tipik, takrarlanandirsa,
onda daqiq sual meydana ¢ixir: amaliyyatin etibarliigi na
gadardir, yani onun kegirilmasinin ehtimali ne qadardir?

Masalan muqavile baglamagin ehtimali necadir? Bu-
rada da etibarlig dedik de ayirmaq lazimdir tarixi ve prog-
nozlasdirlan etibarliglar. Birincisi artiq heayata kegirilmig
amaliyyatlar haqqinda informasiya verir, ikincisi ise dayisil-
mis seraitde ekspertlorin rayina asaslanir.

Misal 1. Bag sahalerinin, kottejlerin alqi-satqisi ila
masgul olan firma bazarda artiq 10 ildir igleyir. Bu firmada
masgtarinin mdracistindan baglayaraq yekun naticaye qader
batin marhalaler geyde alinir. Alqi-satqi tipiklasdirilir. Alqi-
satql marhalalri daqiq geyd olunur ve har marhaladan sonra
agent borcludur ki, malumatlar bazasina muracist etsin vo
soehvlarden ozlini sigortalasin. Bele tahlil zamani o, malu-
matlar bazasindan faydali malumatlar alde eds biler. Qeyd
edok ki, oxsar problemler sigorta agentliklerinds, manzil
dayisma burolarinda ve digar sahalards da var.

Qabaqcadan gériinan emeliyyatlarin etibarliligi.

Etibarliigin bele basa digtlmasi, onun muayyan as-
pektlarinin intuitiv, geyri-formal anlami ile alagadardir.
Determinasiya olunmusg prosesloer sozsuz istanilen manada
etibarlidir, bu ise an ylksak tertibli etibarliliqdir. Diger teraf-
dan istenilon tasadufi proses 6zunds etibarsizliq element-
lari saxlayir. Lakin tesadufi prosesin bize maragl xarak-
teristikalari, masalon galir avvelcedan daqiq deyile bilerse
bu bizi tamamile kifayatlondirir. Bela milahiza sigorta isinda
genis istifada olunur, bels ki, burada boyuk adadlar ganunu
totbig oluna bilir. Masalan, konret avtomobilin taleiyini av-
velcadan demek mumkuin olmasa da, ¢ox sayda avtomo-
billarin nagasinin dagilimasini boyuk dagqiglikle demak olur,
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bu ise 6z ndvbasinda sigorta sirkatlerinin faaliyyatinin plan-
lagmasina imkan yaradir.

©mealiyyatlarin ve vasitalerin risqliliyi. Bir qayda ola-
raq maliyye amaliyytlan risqli olur, yani bu amaliyyatlardan
galen galiri avvelcedan demak olmur. Qeyd edsk ki, risq o
zaman bas verir ki, garar gabul edilacek gorait tam aydin
olmur ve yaxud hadisalarin galecak inkisafi malum olmur.
Riskin iki faktordan-tesaduflikden ve seraiti bilmamakdan
asiliigr asagidaki sakilds qgrafiki olaraq gosterilmisdir.

Bilmamak Tosaduflik

I

Risk

Bilmamayi aradan qaldirmaq Ugun boyuk vasait sarf olunur
ve bu boyuk amak telab edir. Deyak ki, bank sferasinda is-
layanler goxsayl informasiyasiz, prognozsuz normal igleya
bilmirler. Bilmemayi aradan qaldirmaq bazari, iqtisadiyyati
daha stabil edir ki, bu da bitin duUnyada yuksak qiy-
matlendirilir. Batiin maliyye amaliyyatlarinin naticaleri tasa-
dufidir. Qeyri-musyyanliyi aradan qaldirmaq istirakgilarin
Ozlarini neca aparmasini prognozlasdirmaga imkan yaradir,
onlarin harakatlarini gartlesdirir, sexsi motivleri aradan qal-
dirir. Qeyri-muayyanlikleri aradan galdirmagla bazarn daha
stabil edir, bu ise hazirda butun dunyada gox giymatlan-
dirilir. Belaliklo, muasir tendensiya geyri-muayyanlikleri yox
etmoakdan ibaratdir, bunun tGgln garar gabul edan saxs bu-
tin informasiya sistemini, bu sistemini islenmasini ve qerar
gabul etmayi alda edir. Qeyri-muayyanlikdan yaranan risk
batiin hallarda azalir ve ¢ox hallarda onlari naezere alma-
magq olar. Lakin tesaduflik qalir. Maliyya emaliyyatlari Gglin
demak olar ki, butlin hallarda tasaduflik galir (kifayatdir de-
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yok ki, galirin real dlgusu infilyasiyadan asilidir, bunu ise av-
velden demak olmur, bele ki, infilyasiya bir gox tasadufi fak-
torlardan asilidir). Bu sebabdan da bir gox mihim suallar
meydana c¢ixir: 1) gozlanilan orta gsalir na qadeardir? 2) ve-
rilenden az olmayan galir gbétirmayin ehtimali ne gaderdir?
3) verilmis emaliyyatin risqi necadir? 4) Bir nege muxtalif
galiri va risq olan eamaliyyatlardan hansini segak? 5)verilmis
adadden kicik olmayan ehtimalla har hansi galir alde etmak
Ucln na etmak lazimdir? Maliyya amaliyyatlar kegiran za-
man beloe suallar diggat markazinde olurlar. Nazari olaraq
tasadifi Q galirinin paylanmasini bilerak, bu suallara cavab
vermak ele de murakkab deyildir.

Misal 2. Tutaq ki, tesadufi Q galirinin paylanmasi
beladir:

-1o|1o\20\30\40
0,1 ‘ 0,3 ‘ 0,1 ‘0,4 ‘ 0,1

Bu halda qoyulan suallarin cavablari bels olar: 1) ri-
yazi gozlamani hesablamaq lazimdir, o 20-e barabardir;
2) paylanma F funksiyasini qurag ve onda galirin verilmis
adaddan kigik olmamasinin ehtimali P(Q>b)=1- F(b)

olar; 3) bu sualin cavabi bu ssraitds bizim risqi nece basa
dismayimizden asilidir, tabii olaraq risqi orta kvadratik
sapma kimi gotlrmsk olar: ¢, ~14; 4) bu suala cavab ver-

mak Ugun geraiti daha genis izah etmaliyik (burada bayes
dusturlan komak eda bilar).

3. Qiymatli kagizlarin statistik xarakteristikalari.
Maliyye bazarinda g¢ox sayda qiymatli kagizlar tedavilda
olur. Qiymatli kagiz har hansi Qp gelirin gazanilmasina
imkan yaradir. Umumi halda giymatli kadiz sahibi har hansi
tasadufi Q gelirini gazanir. Qiymatli kagizlarin an mahim iki
xarakteristikasi var: semoraslilik (vo ya go6zlenilan orta
semaralilik) E va risqlilik r.
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Samaralilik har hansi galirin, manfasatin ve ya galirlili-
yin umumilagmis gostaricisidir. Samaralilik o zaman tatbiq
edilir ki, onun konkretliyini daqiglesdirmaya ehtiyac olmur.
Adaten semaralilik tesadufi kemiyyat hesab olunur va E ile
isara edilir. Onun gdzlenilen orta giymati riyazi gézlemadir
M[E]l=m,.

Maliyye bazarini tadqgiq edarkan adeten dispersiyani
V variasiyasi adlandinirlar ve r risqgliliyini adaten mumkun
giymatlerin orta giymaet atrafinda sepslanma Olgusu ile ey-
nilesdirirler. Cox hallarda risqliliyi orta kvadratik sapma ile
eynilosdirirlor. Belslikla:

V=DIE]l=M[(E-m,)], r=V=M[(E-m,)]
Bger giymatli kagizlarin giymatlarinin semaraliliyinin
w=(e,-,e) segmasi verilerse, onda g =(Z€j/” -

go6zlanilan orta semaraliliyin etibarli va garisdirimaz giymati
olar. Dispersiyanin va risqliliyin etibarli ve qarisdinimaz qiy-
maete asagidaki kimi olar:

7 =S -y fo-v.
7=ﬁ=\/(i(e, —E)zj/(n—l)

HOkm edende ki, samaralilik tesadufi kemiyyatdir,
basa dusulur ki, onun paylanmasi demak olar ki, he¢ vaxt
malum olmur. Ona goéra da onun lazim olan paylanmasinin
parametrlerini hesablamaq olmur.

Misal 3. Semaralaliyin giymatlar sirasi malumdur: (0,
56,7,4,8,3,4,6,1,2,5,6,9,6, 7, 3,5, 7, 6). Risqliliyin
orta giymatini tapin.

Halli. Yuxaridaki dusturlardan istifade edarek alariq:

E=0+5+---+7+6)/20=5.

7 =((=5) +0+1+27 +-)19=102/19 , r =~V 2,4,
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Qayda. Semeralilk va risqlilik arasinda diz reqgres-
siv asilihg var-boyuk semarali amaliyyatlarin (galiri ¢ox
olan) bir qayda olaraq bdyuk risqi olur.

gooooooog

1. 000000000 DO0DOO0DOO0DOODOODO Ooood oo
goooood gooooodoood oo 0o ooooooodoo
Oooooood boooooo oogo:

0) 000 00000 OO0 bobo oooooo-oood
gouooody oooubobooodn gguoooodg oboogoo
0ooooogoood;

0)y 000 OO0 [0OOoOooobooo obooobooo
Oooooodn oDooodoD oogooooodoo,

1) 0oooooooooooooooo
00000o0o0oooDonD oDopopooopoooog (oo 0o-
oo oo oooo oooogod  oooouooooodoo
0o0ooogoo),

0) 000 DOO000000000 000000 000000
gooooogoooo goon gooogguog, gooo
oooooogn oooog ooooooodoo gooood,
gooon gotn oogduon ooguon oouoo boogoo
ooooo ooooogoo,

1) 0ooooodoog 0Jooooooooooooos
Ooooood 0o ooogooooo Joboo ogoooooooo
Oooon oooooood Doboodn 0ooo 0o 0oooooo
gooo  ooo gooooood. gogoooodo s oo oo
0ooooodd -000dooog;

0) 000000000 Oooooboo ‘booobooo
Oooon Dooodooog, oodoo ooooodo; booooo
gouooodn oooou;

) Oooooggn 0 goooo, ooooog
goooooouoo ud gooooodn gouoooodgy
gogooo.

19.2. Qiymatli kagizlar portfeli
413



va onun xarakteristikalari

1. Portfel yanagmasinin mahiyyati. Maliyye baza-
rinda bir qayda olaraq ¢ox sayda qiymatli kagizlar teda-
vulda olur: dovlst qiymsatli kagizlari, xtususi firmalarin aksi-
yalari, veksellar va s. Yuxarida gdstermisdik ki, semaralilik
va risqlilk muaxtslif olur. Dovlet giymatli kagizlari en etibarli
olur, lakin onlar da riskli olur, bels ki, dovlat siyasati dayise
biler. ©ger bazarin igtirakgilaninin sarbast pullari varsa,
onlari «corabda» saxlamaq magsada uygun deyildir, onlari
banka aparib slavas faizler almaq ve yaxud qiymatli kagizlar
alib alava gslir géturmak lazimdir.

Hansi banka aparmaq lazimdir? Hansi giymatli ka-
gizlar almaq? Boyuk galirli giymatli kagizlar adsten boylk
riskli olurlar. Bu masalanin halli bazar istirak¢isinin risqe
munasibatinden asilidir. Lakin igtisad elmi miayyan bu me-
solanin halli tgin muayyan zamanatler vers bilar. Bazar
istirakgisinin giymatli kagizlarin alinmasina sarf edacayi
kapitalin paylanmasinin Umumi masalasina baxaq.

Tutaq ki, X; giymetli kagizlar almaq Ug¢ln ayrilan ka-
pitalin i - ci név qiymatli kagiza sarf olunan hissesidir. E; - i-
ci giymati kagizin tasadifi ssmaeraliliyidir.

Tutaq ki, m,o, - gozlenilen seamarslalik ve bu seme-
reliliyin orta kvadratik sapmasidir, yani m_ -semarsliliyin ri-
yazi gozlemssi ve o, :\/17 burada V, -variasiya ve ya
dispersiyadir. V, ile i-ci va j - ci név qiymatli kagizin korrel-
yasiya momentidir (K, ). i -ci név giymatli kagizin risk-
liliyini orta kvadratik o, = \/17 sapmasi ile eynilesdirace-

yik. Bazarin isgtirakgisinin sarencaminda olan giymatli kagiz-
larin destine onun portfeli deyilir. Portfelin semaraliliyi Umu-
miyyetla desok tasadufi kemiyyatdir. Onu E; - ile isara edak,
onda bu samaraliliyin gozlenilen giymati
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m,=MI[E 1Y xm, , portfelin dispersiyasi D[E 1= xxV,

»
olar. ¢, = W i - ci giymatli kagizin riskinin giymati oldu-
gundan , onda o, =\/TE,0] - i portfelin risqi adlandirmaq
olar. Adsten D[E ] -i Vp ils igare edirler. Belslikls, biz port-
felin semaraliliyini vo riskliyini onun teskil edan giymatli ka-

gizlarin semaraliliyi ve onlarin korrelyasiya momentlori vasi-
tasile ifade etdik.

2. Muxtalif qiymatli kagizlarin korrelyasinin te-
siri. Farz edak ki, mixtalif név giymatli kagizlar 6zlarini asi-
Il olmayan aparirlar, daha daqiq desak, onlar korrelyasiya
olunmayandirlar, ysni v, =0, 8ger i= j Onda V=3 xV,

ve O-p:ﬂzxil/ij‘-

Tutag ki, bu qgiymetli kagizlara eyni migdarda pul
qoyulub, yeni bitin i=1,.., p Uglin x =1/n, onda

" :(Zm)/n - portfelin risqi ; _ 7 - 7, Tutaq ki,
o =maxo, onda o <g/n . Buradan bels bir natice alinir.

Netico. Korrelyasiya olunmus giymetli kagizlarda
onlarin portfeldaki novlarinin sayl p artdiqca, portfelin riski
mahdud olur va n — oo sifira yaxinlasir. Bu natice portfelin
diversifikasiya (muxtaliflik) effekti adlanir vo maliyye baza-
rinda an asas qayda adlanir. Bu qayda asagidaki atalar s6-
zunds do 0z aksini tapib: «bltin yumurtalan bir caevarena
yigmany.

Misal 1. Farz edak ki, investor dord ndv korreksiya
olunmamis qiymatli kagizlarla portfelini qurmaq imkanina
malikdir. Semeralilik ve risklilik asagidaki cadvalda veril-
misdir.

L i [+ ] 2 [ 3 [ 4 |
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Bu kagizlardan eyni pay olmagla bir nege variantda
portfel dizeldak:

a) portfel yalniz 1-ci ve 2-ci ndv kagizlardan dizalib:
onda

m,=(3+5)/2=4; o, =2 +4/2~223;
b) portfel yalniz 1-ci, 2-ci ve 3-cl ndv kagizlardan du-
zolib; onda

m,=(3+5+8)/3253; o0,=2"+4+6’/3~25;

c) portfel butlin dérd név kagizlardan dizaslib; onda
m,=3+5+8+10)/4=65; o, =\/22 +4°+6° +8/4~2,73.

Gorunduyl kimi boyuk sayda qgiymatli kagizlardan
ibarat portfelin risqi ¢ox kigik olur, semaraliliyi ise artr.
Qiymatli kagizlann névlari arasindaki korrelyasiya asililiginin
portfelin xarakteristikalarina nece tesir etdiyine baxaq.
Korrelyasiya portfelin semaraliliyine tesir etmir, lakin
korrelyasiya portfelin variasiyasina, dispersiyasina va ya
riskina tasir edir, belo ki, Vv, = ZX,-,-V,-,--

k,=V/(co)) - korrelyaéiya amsalina baxaq. Onda
V, =Y (ox)oxk, olar. Korrelyasiyanin tesirini basa
dUgmék dcln asagidaki iki hala baxaq.

Birinci hal - tam duz korrelyasiya, yani k, =1 bu o de-

makdir Ki, i-ci faktor dayisdikde j-ci faktor da dayiser ve bu
dayisma mutanasib olur. Onda

V.= (cx)ox)=y (ox) ©ger pullan barabar paylarla

sorf etsek, yeni x, =1/n onda :(ZJ)/nz va portfelin
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riski 0,,=(ZU,)/” olar. ©ger o<o, <o olarsa, onda

0<o, <o olar.

Beloliklo, tam dlz korrelyasiya zamani portfelin di-
versifaksiyasl heg bir sesmeara vermir-bu halda portfelin risqi
portfeli toskil edan giymatli kadizlarin edadi ortasina bara-
ber olar ve giymatli kagizlann sayi artiqda sifira yaxinlas-
maz.indi ise tam ters korrelyasiya seraitine baxaq, yeni
k, =—1, 8ger i« j olarsa.

Vaziyyeti aydin hiss etmak Ggun iki név giymatli ka-
gizdan taskil edilmig portfele baxmaq kifaystdir — n=2. On-
da, v =o/x} +oix} —20xx,0,=(cx, —o,x,) olar v agar
x, =x0,/c, olarsa, onda y =¢ olar. Buradan maraqgl nati-

co almaq olur.

Natica. Tam tars korrelyasiya zamani muxtaslif név
qiymatli kagizlara serf olunan vesaitin ele paylanmasi varki,
risq tamamile sifira barabardir

3.0Optimal portfel. Har bir giymatli kagizlar portfelinin
sahibi sual qarsisinda qalir: ne edak ki, semaralilik ¢ox, risq
iso az olsun. Lakin «iki dovsani birden tutmagq mumkun ol-
madigindan» semaralilikle risq arasinda miiayyan segim et-
mak zaruroeti meydana c¢ixir. Bu sec¢im sonra garar qabul
edan soaxsin seamaraliliye va risge munasibatindan asili olur.
Optimal portfelin riyazi formalagmasina keg¢ak. Bu forma-
lasmani 1951-ci ile N. Markovitz taeklif etmis va sonralar bu
ise goro Nobel mukafat almisdir.

Tutaq ki, x, i — ci név qiymatli kagiza sarf olunan ka-

pitalin payidir. Onda asagidaki masalani alarq.
Measasla: Portfelin verilmis giymate baraber m Soma-

raliliyini tamin edan , yoni > x,m, =mp portfelin semaralilik
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variasiyasini =N xxV, minimumlasdiran x; - ni tapin. x; -
P T 0
iJ

pay oldugundan | onlarin cemi vahide beraber olar:
dx =1,
Bu masalanin hallini (optimal) x - la isare edak. 8ger

x>0 olarsa, onda bu o demskdir ki, nagd kapitalin x;

hissasini i - ci ndv qiymatli kagiza serf etmak lazimdir. ©gar
x'<0 olarsa, onda bu o demakdir ki, «short sale» (asagida
izah olunacaq) amsaliyatini kegirmak lazimdir. ©ger belo
amaliyyatl kegirmak mimkun deyilss, onda x, >0 mahdu-

diyystini qoymaq lazimdir. Qiymatli kagizlarin ndvlerinin
sayindan asili olaraq iki hala baxaq.
1) Iki nov giymatli kagiz olduqgda yuxaridaki masale
bels olur:
XV, +2xx,V, +x.V,) — min,
xX,m, +x2m2 =mp,
x, +x, =1
Muasyyenlik ugln, tutaq ki, m, > m,. Axirinci iki ten-
likden x, ,x, - itayin ederik:

x]* = (mp _m2)/(m1 _mz) > X; = (mp _m])/(m2 _ml)'
Goruruk ki, ager portfelin taloeb olunan samaraliliyi
qgiymatli kagiz novlerinin semarsliliyi arasinda olarsa, onda

her iki pay x,, x, misbet olar. 8ger m > m, olarsa, onda
P

x, <0 olar. Demali bu halda «short sale» smaliyyati apar-

magq lazimdir. Bu emaliyyat nadir?

Portfeli formalasdiran investor bir nece vaxtdan son-
ra 2-ci ndv giymatli kagizi bazara ¢ixarmagi 6hdesina gotu-
rur. Buna goéra o, indiden onlarin pul ekvivalentini alir. Bu
pula o, birinci név giymatli kagiz alir ve gslir alds edir. Bi-
rinci ndv giymatli kagiz daha samaerali oldugundan investor
udusda olur. Belslikla, o, heg bir seydan pul gazanir.
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2) Qiymatli kagizlarin novleri Ug¢ oldugda massla
murakkablagir. Ona gora de Umumi xarakterli naticalarla
kifayatlonak.

a) teleb olunan semaralilik artdigca har nov qgiymatli
kagiza qoyulan vasait xatti olaraq dayisir eager «short sale»
amaliyyatini mumkuindirse bele emaliyyat mumkun ol-
mazsa, onda vasait hisse-hissa xetti dayisir. Daha semarali
vasaitler artir va bunlar daha risqli giymatli kagizlardir, az
samarali vasaitler ve daha az risqli vesaitler azalir.

b) optimal portfelin risqlilik dl¢glisu telab olunan se-
maraliliyin artmasi ile artir. Borc goturulmus kapitalla for-
malasan portfelden istifads etmoak imkani varsa, onda iste-
nilan semaralilik talab etmak olar, lakin bu halda risq qeyri-
mahdud artaciq. ©ger borc géturmak mumkun deyilse, on-
da portfelin limit samaraliliyi butin giymatli kagizlarin en
boyuk semaraliliyi ile Ust-Uste dugar.

4. Ooooaon OUooooooon uooogon
gooooo. gooooooooooog miN goooon
gooodoogoduodoodg duo  googo oo oodgod
gooon ooododn  ooooooooooo 0. 0oooo
(OD0O0oODoD O, DODOD DOoDODOODOO Ohoooooo oo-
0000do0) oOoooood HininIninininin 0o, oo
oooodot oogoudo godoudod oudgod, odod
gooooon gooooon goooooon ooood
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19.3. Maliyya bazarinin aparici faktorlar tsulu

1. Aparici faktorlarin maliyya bazarinin tarkibina
tosiri. Maliyya bazarinin tahlilinin magsadi-investorlar Ggun
tokliflor hazirlamaqdan ibaratdir: hansi név giymatli kagiz-
lara kapital goymaq olar ve hansi miqdarda. Yuxarida biz
giymatli kagizlar portfelinin optimalligi Gglin masalanin halli-
na baxmisdiq, lakin bu formal xarakter dasiyirdi, bele ki,
forz etmisdik ki, kapital qoyulusunun semaraliliyi ehtimal xa-
rakteristikall tesadufi kemiyyatdir.

Faktiki olaraq talab olunur ki, riyazi gézlama vektoru-
nu ve semaralilik matrisini bilmak lazimdir. Bu kamiyyatlari
haradan gétiirek? Onlar nece tapaq? inkisaf etmis ©lke-
lards giymatli kagizlarin birja kurslari hagqinda malumatlar
requlyar olaraq ¢ap olunur, har seydan avval aparici sir-
katlorin aksiyalari. Belaliklo, kafi gadar uzun muddat Ggun
kurslarin tarixini ve ddanilan dividentleri ardicil olaraq tahlil
etmak olar. Tutaq ki, E semarsliliyinin giymatleri (e,,---, e, )

adadi sirasini tegkil edir. Riyazi statistika usullarnni tadbiq
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edib E ortani tapanq: EzZei/n. indi dispersiyanin ve ya

variasiyanin qarigdirimayan giymatini tapmagq olar.
V=Y (e,~E)’/(n-1),, sonra ise onlan riyazi gozle-

menin va dispersiya va ya variasiyanin taqribi giymatlari
kimi istifade ede bilarik.

Real reqgemlar beladir. ABS birjalarinda aksiyalar
yuksek olan aparici sirkatlerin sayr n=500 -dur va bu
sirkatlor bazarin asas hissasini tagkil edirlor.

Statistik tahlil Ggin manasi olan har rublik muvag-
gati siranin uzunlugu T=100 rabdur. Belslikla, nT=5000, la-
kin n=500 - U giymatlandirmak lazimdir va n(n-1)/2>100000,
yani malumatimiz oldugundan daha ¢ox sayda kamiyyatloeri
giymatlendirmak lazimdir, buna géra de giymatlendirmanin
daqiqliyi yaxsi ola bilmaz.

Bu sababdan da orta giymati ve variasiyani giymat-
landirmak Ugun statistik Gsul yaramir. Cixis yolu karslarin va
giymatli kagizlarin basqa xarakteristikalarinin ~ maliyye
bazarinin aparici faktorlarindan asilihginin tshlilinden iba-
ratdir. Aparici faktor nadir? Qeyd etdiyimiz kimi igtisadi he-
yatda har sey qarsiligh slagadadir, bunlar isa praktiki olaraq
batln gostaricilera tasir edir. Masalon, yaxin sarq neftinin
giymatiin seviyyasi ABS-In butun boyuk  sirkatlarinin
aksiyalarinin katirovkalarina tasir edir, bele ki, bu neft ABS-n
enerji talebatinin tam yarisini temin edir. ©gar neftin giymati
artarsa, onda avtomobiller Uc¢lin benzin bahalasacaq,
benzins taleb azalacaq, bels ki, yanacaga olan sarfiyyat
onlarin maya dayarinin asas komponentidir. Tabiatini muay-
yon etmadan bela aparici faktorlardan birina baxaqg. Onu F
ilo isara edak ve hesab edak ki, butin kapital qoyulusu
ondan asilidir. ©n sade asililiq xatti oldugundan hepoteza
gabul edak ki, geyd etdiyimiz giymatli kadizin smaralsliyi E
aparici faktorlar dan xatti asilidir: E=a+bF . a,b sabitlarini

nece tapaq?
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Bu messleya artig bélma 18.3 b.3-de baxilmisdir.
Nazeri nogteyi-nezerden E - in F - dan asiiligi bela
gorinur: b=V, V.. , a=m, —bm, .

Praktikada ise uygun giymatlendirmadan istifads et-
mok lazim galir ve onda alariq: b=V, /V,, , a=E-bF ,

A

burada V,, =EF-EF ve V, =E’-E* (bax p.3, bdlme
18.3)

Oger aparici faktorun verilmis qgiymetli kagiza tesiri
haqqinda hipotez dogrudursa, onda E=a+bF diz xot-
tinden butln yuxar ve asagli sapmalar dogrudan da tesa-
dufidir ve eger galecakde yeni soerait yaranarsa, EF cutli-
yunun yeni giymati olarsa, onda uygun noqte gostarilon diz
xottin atrafinda yerloser.

Oger aparici F faktoru ugurlu segilibsa, onda onun
tasiri ilo samaraliliyin butun tesadufi enib-galxmasi E; tayin
oluna bilir. ©gar har bir giymatli kagiz tGg¢ln onun E; se-
maraliliyi ile aparici F faktorlari arasindaki asililq tapilarsa,
onda optimal portfelin formalagmasi tGgun butln lazim olan
kamiyyastlori asanligla tapmaq olar. Dogrudan da
m,=a;,+bm, ,V, :biZVFF +Vi s Vi/‘ :bib/‘VFF'

2. Bazarin samaraliliyi aparici faktor kimi. Aparici
F faktoru olaraq maliyya bazarinin 6zunun samaraliliyini
gotirmak an magsadauygundur. Bu bazarda tadavilde
olan butin qiymatli kagizlarn semarsliklerinin Olgiimus
comidir. Belsliklo, bltin giymetli kagizlarin semaraliliyi
asihdir F:E, =a,+bF +e,. Adaten b; herifi avezine f-dan

istifade  edirlor vo bu emsal bele de adlanir «bazara
nisbatan i —ndv beta giymatli kagizi», ve ya qissa olaraq «i-
ci amanatin bemasi». Bu kemiyyat verilmis giymatli kagizin
taleine bazarin tesirini musayyan edir: ager S, >0 olarsa,

onda i - ci név kadizin semeraliliyi bazara uygun dayiser,
[ <0 olarsa onda kagizin semeraliliyi bazarin butévlikds
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soemaraliliyinin tam oksine olur. indi qeyd edek ki, har bir
qiymatli kagizin semarsliliyinin ¥, variasiyasi BV, +tv -9

barabar olar, yani iki toplanandan ibaratdir: bazardan asil
olmayan v, ve variasiyanin «bazar» hissesinden BV, -

den. Onlarin nisbati gV, /v, — R* ile isare olunur ve R -

sguared adlanir. Bu nisbat bazara ¢ixarilan giymatli kagizin
riskini xarakterizas edir.

R- sguared — i boyuk olan kagizlar misyyan
manada daha yaxsi sayilir bele ki, onlarin harakatini
avvalcadan bilmak olur. Qiymatli kagizlarin semaraliliyini
risgsiz amanatin seamaraliliyinden m, - dan istifade edarak

hesablamaq slverigli olur. Belaliklo,

m,—m, = B,(m. —my)+e,, burada a,=a,+pm,—m,.
Qiymatli kagizin orta semaraliliyinin risgsiz semaralilikden
m, artimi risq Ugln mukafat adlanir. Belslikle, risq Ggln

mukafat batin bazar Ggun risglarin mukafatlarn cemi ila xatti
asihdir.

3. ideal reqabetli bazarda optimal portfel. Belo
maliyya bazari dedikde basa dusulur ki, butun istirakgilar
eyni informasiyaya malikdirlar ve onun asasanda an yaxsi
optimal qgerarlar gabul edirlor. Xususi halda har bir istirakgi
0z qiymatli  kagizlarinin optimal portfelini duzsltmaya
calisir. Tobin nazeriyyasine asasan optimal portfelin risqli
hissesinin  strukturu  eynidir ve investorun risga
munasibatindan asili deyil.

Ona godre do hami istayir ki, 6z riskina gbra port-
felini formalasdirsin. Lakin satilan giymatli kagizlarin struk-
turu bele olmaya da bilar. Onda telab bdyuk olan giymatli
kagizlarin giymeatleri artacaq ve az teleb olan kagizlarin
giymatleri ise azalagag. Sonda tarazliq yaranacaq, yani
optimal portfelin risqli hissasi bltliin bazarin risqli hissasi
kimi olacaq. Belslikla, bitin bazar Ugin asagidaki mina-
sibat dogru olacaq: m, =m, + f,(m, —m,) burada m, - bU-
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tin bazarn orta samaraliliyidir. Demali verilmis qiymatli ka-
gizla slagadar riskin mukafati, buatin bazarin risqi ile
alagedar mukafatla matsnasibdir ve mutanasiblik amsali
verilmis giymatli kagizin «beta»-sidir. Bu minasibati tarazli
bazarin asas tenliyi adlandirmaq qabul edilmisdir. Onu
grafiki sakilds istifade etmak da alveriglidir.

»
|
/![

Sokilde Ufuqgi oxda «beta» kamiyyatinin giymatleri,
saquli oxda ise giymatli kagizlarin gozlenilan orta seme-
raliliyi geyd edilmisdir. DUz xett giymatli kagizlar bazarinin
xotti adlanir. Nazeriyyays gora istenilon giymatli kagizin
noqtasi (semaralilik, beta) bu diz xettin Uzerinde yerlas-
molidir. Realligda ise qiymatli kadizlar tenliyine daha bir
toplanan o elave olunur. ©ger «, >0 olarsa, onda hesab

olunur ki, bazar bu név giymatli kagizi giymatlendirmir, agar
a, >0 olarsa onda hemin kagiza oldugundan artiq giymat-

landirir. Bu sababden de maliyya tshlilinin naticesi olaraq
praktiki taklif gabul edilir: investor 6z portfelini har seydan
avval giymatlendiriimamis kagizlarla formalasdirmalidir.
Misal 1. Cadvaelda bir ne¢a kvartal Ggun aksiyalarin
kursu E ve bazarin semeraliliyi gostarilmisdir. Aksiyalarin
kursunun  bazarin  samaraliliyinden  asiliigini  tapin.

Aksiyalarin xarakteristikalarni: v, a, 5, R*
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Halli. Riyazi gbzlems, dispersiya E, F va s. giymat-
larini tapaq:

— _ R 10
E=15, F=10, V=) (e,—15)*/10=12/10,

i=1

10
Ver = . (f,-10)* /10=8/10,
i=l

10
Ky =Y (e, —15)(f, ~10)/10=8/10.
i=1

Demali, b=K,,/V,, =(8/10)/(8/10)=1

Belolikla, E — nin F — dan xatti asilihq tenliyi beloe
olar: E=%+F. Belalikla, galiq enib-galmasi tesadufi kamiy-
yoti e bels olar: E-(5+F). e - UgUn qiymatler sirasi
dlzslderak bu galigin variasiyasini tapmaq ¢ox sadadir:

o(14{o0,0}1}1-170]0/0

Tabii ki, orta giymat sifira barabardir ve ona goére do
V.=4/10, f=b=1, a=a-my+mpB, =5-4+4=5,

R*=p*V,. V., =(8/10)/(4/10)=2

a >0 oldugundan bu giymatli kagiz bazar tarefinden
giymatloendiriimamisdir. Belslikls, ideal reqabastli bazarda
optimal portfelin risqli kagizlarinin strukturu, bitin bazarin
strukturu ile eynidir. Demali bazara inanmaq lazimdir ve
portfelin risqgli hissasini bazarinki kimi formalasdirmaq la-
zimdir. Deyak ki, bazardaki butin risqgli kagizlann igarisinde
IBM sirkatinin aksiyalar 1,5% taskil edirss, onda investor
6z kapitalinin risqli kagizlara ayrilmig hissasinin 1,5%-i IBM
sirkatinin aksiyalarina sarf etmalidir. Lakin kapitali risqli ve
risksiz hissalara nece bolmayi nazeriyys deys bilmir, bu bo-
lim investorun risge meyilli olmasindan asilidir. Oz portfe-
linin seamaraliliyini artirmaq Ugun investor risqgli kagizlarin
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sayini artirmaldir ve onlar arasinda optimal muatanasibliyi
saxlamalidir.

o Olavea 1.
1Ne-Li NOZARST ISI  (1-3 mdvzularina aid)

Diqqat! Hesablamalari ya adi kasrlerle, ya da verguil-
dan sonra bir reqem daqiqlikle aparmall.

1.BiR VARIANT UGCUN VERILSONLSR V& TAPSIRIQLARIN MOTNI

Tapsirq 1. Ug amtes fazasinda giymatler vektoru P
va galiri Q olan budce goxluguna baxin. Bu ¢oxlugu va
onun serhadini adi ve vektor barabersizlikleri ve
beraberliklori vasitasile tasvir edin, budca g¢oxlugunu va
onun serhadini grafiki olaraq go6sterin. Cavabda bldce
coxlugunun hacmini adadle alin.

Verilanlar: P=(2, 5, 6), Q=30.

Tapsiriq 2. Xarc normalari matrisi A manfaatin xusu-
si ¢oki vektorlann C ve resurs ehtiyatlan B olan optimal
planlasdirma masalasina baxin.

Verilanlor: A:(S 1], c=(2 2), Bz[éj.
1 2 6

1. Bu masaleni grafiki tsulla hall edin, optimal plani,
maksimal manfaati, resurs qaligini tapin. Hansi resurslar
istehsalin «zeif yerini» toskil edir?

2. Ikili masaleni tertib edin va onu hall edin, bunun
acun Il ikili teoremdan istifade edin ve nazara alin ki, p.1.-
daki ilkin masalanin cavabini bilirsiniz.

3. Asagidaki vektorlarin ve matrislerin hasillarini
tapin  (bu hasillerde iqtisadi mana axtarmayin!);
CA, AB, CB, BC, AC" ,B"4, B"C",C"B" (burada T simvolu
transponire amaliyyatini gosterir).

429



Tapsiriq 3. D talebinin va S taklifinin P giymatindan
asiliigr verilmigdir. Tarazli giymat seraitinds galirin tarazli
giymatini tapin.

Maksimal galiri ve bu galiri temin eden qiymati tapin.

Verilanlar: D=400 -5p, S=100+5p.

Tapsiriq 4. (Leontev modeli). Qeyri istehsal isteh-
lakinin C vektoru ve sahalsrarasi A balans matrisi veril-
misdir. Bu istehlak vektorunu temin edan buraxilig vekto-
runu tapin.

Verilenler: c:(l} =
3

N~ W]~
A~ |~

Tapsiriqg 5. (Neyman modeli). Texnoloji prosesin
A,B matrisleri, P giymat vektoru ve S ilkin ehtiyatlar vek-
toru verilmigdir: texnoloji prosesin ele z,,z, intensivliyini ta-

pin ki, bir istehsal tsiklinde mahsul buraxiliginin manfaatini
maksimumlasdirsin va hamin maksimum manfaati tapin.
Verilanlor:

A:(i 12()}3:[2 155}1):(1 5)’S:[;]'

2. NOZARST iSLORININ MOSOLOLORININ HOLLI

Tapsiriq 1. Qiymatler vektoru P=(pl,p2,p3) amtoe-

lor desti X =(x,,x,,x;). Budce goxlugu B bu goxlug isteh-

lak¢inin P qgiymati ile Q migdar pula ala bilecayi batin X

amtea dastlerinin ¢oxlugudur (nazerde tutulur ki, butin

pullarin xarclenmasi zaruri deyildir). Blidce ¢oxlugunu bela

tovir etmak olar (amtasler dasti - bu sutun vektorudur, lakin

tipografik ndqteyi-nazarindan onu satir vektoru kimi yaziriq):
a) adi berabersizliklarla
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DX+ PyX, + pixy <0,
X5 %,,%; 2 0;
b) vektor barabarsizliklarla
P-X<Q,
X =0.
Bldca ¢oxlugunun sarhadi - bu onun hissasidir, Q
daqiglikli emteslar dastinin ¢oxlugudur. Bidca ¢oxlugunun
sorhadini bels tasvir olunur:

a) adi barabarlikle b) vektor barabarlikleri ilo
DX+ DXy + p3xy =0, P-X=0,
X, %,,%, 2 0; X 20.

Ug emtss halinda biidcs goxlugu lg¢ Gzlii piramida
soklinda olur, onun bir tepasi koordinat baslangici, tgul ise

0 0

= ,=,= noqtaleri olar. Blidca ¢oxlugunun sarhadi ise bu

b 2

b P, P;
piramidanin oturacadi olar, nazerda tutulur ki, piramidanin
tapasi koordinat baslangicindadir. Bidce ¢oxlugunun hacmi

iso (lj,(gl,(l),(gl,(gJ olar ki, bizim halda V=75
3)\p)\2)\ p, )\ ps

olar.
Tapsiriq 2. 1. Bu masalanin grafiki halli p.3. bolma
3.1.- do verilmisdir; 2. Ikili masalani p.2. bdlma 3.2.- de olan
gayda ile tertib edak:
S(x,,x,) =2x, +2x, - max,

3x,+x,<6, |y,20
X, +2x,<6,|y,20
X%, 20
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N(yl,yz):6y1 +6y, = min,
3y, +y, 22,
Vv +2y, 22,
X,%, 20
2. ikili teoremdan istifade etmakla, ikili masalanin
halline ve baslangic masalanin cavabina p.3., bélma 3.2.-

da baxmagq olar. Biz yalniz cavablari veririk:

2 4 36
=7 =7 Nmin: °
Wi 5 W 5 5

3. Yalniz cavablar gostarok:

CA=(8.6). A3=ﬁ3j, CB=(24), BCz(

8 12 12
B'C" =(24), ACT =(6j, C'B’ =( j

12 12

], B"4=(24,18),
12 12

Tapsiriq 3. Tarazlig noqtesi teleb ve taklifin bera-
barliyi ile xarakterize olunur: D(p)=S(p), yani
400-5p=100+5p —» p=30. Tarazhq giymatinde madaxil

R(50)=D(30)x30=7500 olar.
P giymetinde ise medaxil R(p)=min{p-D(p),PxS(p)|

olar. Asagidaki sakilde P-dan asili olaraq madaxilin grafiki
gosterilmisdir. Gorinduyld kimi maksimum p=40 olduqda
olur ve 8000- & barabardir.

A P+ Sim
8000 f-------=---g-=

p- Dgy)

v
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Tapsiriq 4,5. Bu masalalerin halline p.1. bdlme 3.3.-
de (Leontev modeli) ve p.3. bolma 3.3. - do (Neyman
modeli) hamginin masale 1 va 2 p.3., bélma 3.3.- do baxin.

3. Nozarat iglari Ug¢lin tapsiniglarin yeddi varianti

c o Tapsiriglar Ggun verilanlor
T o I II 111 v A/
(>uZ
1. | P=(7,32) 1 1) D=100-10p 1 5 2
0=42 A=|3 2| S=100+10p (;( J A:[4 10]
2 4 a5
P=(1, 1)
C=(4 1) 25 1/5
" 4 g 20
B| 7 /8 1/4, 20
10 55
B:
(10 15]
2. | P=(1,3 4 2 1\| D=800-10p c 1 y 5 2
0=24 A=|2 3|| §=200+10p 2 4 10)
2 4 (U3 u4\ P=( 5)
Cc=(5 1) /4 1/4 o _[14
12 28
B=|12 55
B:
20 5 15)
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3. | P=(524) {1 0\ D=900-20p C:m 7 3
0=60 A=|1 2|| S=100+10p 3 121
33 1/3 1/6) P=(L 2
c=(1, o) :(1/3 1/4) . 2?
16 18
3(8 2 10 6]
15 20 20)
4, P=234 {2 1\ | D=400-20p C:FJ A={1 2)
0=60 A=[2 3| | S=70+10p 1 2 1
14 1/2 1/4)| P=(2, 6)
c=(5 1) :(1/4 1/4) S_(30J
12 30
B=|7 2 3
10 32[3 4)
5. P=(528 4 11 D=600-8p 1 1 2
0=120 | 4=|3 2| | S=120+8p C:@ A:[3 J
21 2/5 1/5)| P=(2, 3)
c=(5 1) :(1/3 1/3) S_(9j
11 12
B=| 7 2 3
10 B:£3 4]
6. | P=(496) 1 1) | D=400-5p sz A:(z 1}
0=36 A=|1 0 §S=100+5p 2 1 3
32 /4 1/8)| P=(2, 3)
c=(3 1) :(1/5 2/5] S_[9J
8 12
B=|16 32
20 32[4 4)
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7. | P=338)Y) [1 1} D=500-5p C_@ A_(z 5]
0=120 A=|0 1 §=50+5p 2 10 4

24 A_(1/4 1/8J P=(l

1/4 1/3

) o Dlave 2.
2Ne-LI NOZARST ISl (4-6 mdvzularina aid)

Diqqat! Hesablamalari ya adi kasrlarle, ya da vergul-
dan sonra bir reqam daqiqlikle aparmali.

1.BiR VARIANT UCUN VERILONLSR V8 TAPSIRIQLARIN MSTNI
Tapsiriq 1. Funksiya 6z grafikinin bir nega noqgtelari
ile verilib, grafikn qongu noqtsleri duz xastt pargalari ile bir-
losdirilib.
Tapsingin mezmunu:
1) bu funksiyanin grafikini ¢akin;
2) gonsu noqtelar arasinda bu funksiyani dusturlarla
verarak, onu tasvir edin;
3) funksiyanin tayin oblastini ve giymatler ¢oxlugunu ta-
pin;
4) bu funksiya artandirmi,monotondurmu, mahduddur-
mu, cutdirmu, dévradirma, gabarigdirmi?
5) bu funksiyanin téremesini tapin ve tdremaenin
grafikini ¢akin;
6) funksiyanin kritik nogtalerini, ekstremumlarini, sirala-
rini, ean bdyuk va an kigik giymatlerini tapin.
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Verilanlar: (0,0),(2,2),(5,-1),(7.1).
Tapsinq 2. y=x"-x parabolasi verilmisdir. Ele yeni

parabola secin ki, verilmis paraboladan sadda olsun va
gollar asagiya yonalmis olsun va absisi d>71 noqtsalerinde
hamar (téremasi kesilmaz olan) sakilde digar ndqtaler
kegsin. Bu iki parabolanin hissaleri yeni funksiya teskil edir.
Bu yeni funksiyanin téremasini tapin ve grafikini qurun.

Verilanlor: d=2.

Tapsing 3. Tutaqg ki, firmanin istehsal funksiyasi
y = f(x)-dir (esas fondlarin hacmi x ve mshsul buraxilisi y

dayer giymati ile verilib). ©sas fondlarin hacmi b-ya be-
raberdir. Fond verimini orta ve limit giymsatloerini, mahsul
buraxilisinin fondlara goérs elastikliyini tapin.

Masaleni hall edarak firmanin optimal dl¢ulerini tapin,
resurslara taleb funksiyasini va mahsula taklif funksiyasini
tapin. Baxdigimiz momentde mahsulun giymatinin resurs-
larin giymatindan iki defe ¢ox oldugunu hesab edin.

Verilonler: F(x)= 50/x,b = 64.

Tapsinqg 4. Ambara sementi Q tonlug barja ile gati-
rirflor. Faktura xercleri K - ya berabardir. Saxlama xarclori
bir sutkada bir ton Gglin h  sentdir. Har sutka ambar M t
sement buraxiir. Ambarda qalan sement ehtiyatinin
zamandan asili deyismasinin qgrafikini ¢akin. Vahid zaman-
da orta faktura xarcini, saxlama xarcini ve xarclerin cemini
tapin.

Uilson dusturuna asasan optimal sement partiyasinin
Olgusunu tapin.

Verilonlar: Q=2000, K=3000, h=20, M=100.

Tapsiriq 5. Funksiyanin tadqiqi planina amal ederak,

asa@idaki funksiyalarin grafikini qurun: y = f(x), z=F(x).
6x

(1-2)

Verilenlar: f(x)=-x’+9x-8; F(x)=
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2. NOZARST iSi MOSOLSLORININ HOLLI
Tapsirniq 1. Tedqig olunan funksiyani y=f(x) ile
isara edak.
1) f(x)-in grafiki gakil 1- de verilmisdir;
2) (x.,»,) V@ (x,») noqtslerinden kegen diz

xattin tonliyi (x=x) - (=) olar (bax p.1, bolma 2.1).
(xl _xo) (yl _yo)

2 7 x"
-1

Sokil 1.

X 0<x<2,
Onagérade y=f(x)=q-x+4 2<x<5,
x—6 5<x<7,;

3) D(f)=[0.7], R(S)=[-1.2];

4) Funksiya artan, monoton, cut, dovrl, qabariq
deyildir; mahdud funksiyadir;

5) Funksiyanin téramasi hisse-hisse sabitdir, 0 va 7
sorhad ndqtalerinde bir terafli téremasi var, 2,5 ndqte-
larinde térema yoxdur, bu noqtsaler Il név kesilma noqte-
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laridir-bir terefli tdremaler beraber deyiller. f'(x)-in grafiki
sokil 2- de verilmigdir;

6) Bohran noqtsleri-2,5-dir; iki maksimumu var; bir 2
noqtasinde 2-s berabardir, ikinci 7 nogtesinde 1-8
barabardir; minimumu 5 ndqtasinda -1-a barabardir; Ug¢ sifiri
var - biri 0 nogtasinda, digari 4 ndqtasinda, Uguncu ise 6
ndqtasindadir. ©n bdyuk giymatini 2 ndgtesinde alir ve 2-a
barabardir, an kigik giymatini ise 5 ndqgtaesinda alrr ve -1-a
barabardir.

Tapsiriq 2. ©ger d>1 olarsa, onda ikinci parabolani
y=—x>+bx+c soklinde axtarmaq olar. ki tenlikden ibareat
sistem alariq:

d’—d=-d*+bd +c,
2d —1=-2d +b.
Bu sistemi hall edarak alariq: b =4d -1, c =-2d°, yani

bizim halda verilanleri nazars alsaq tapariq:
b=7, c=" 8. Belalikls, iki paraboladan alarq:

)=

Bu funksiyanin toremasi /() ={

X’ —x x<2,
—x*+7x-8 x>2.

2x—1 x<2,
olar.
—2x+7 x=>2.

e . .. 2 x<2,
Ikinci toremasi ise " (x) = X -5 olar.
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Onlarin grafiki sakil 3-de uygun olaraq a, b - de gos-
torilmisdir.

A
A
a) b
S(x S ()
3 _______-:_\;‘_- 2 |
; > E X >
-1 1/2 2> 72 |x l
2
2
Sekil 3.

b
Tapsiriqg 3. Orta fond verilan %%,25- 9 bera-
50
(20]

dir. Fondlara gora buraxilisin elastikliyi

bardir. Limit fond verimi ise F'(b)= =3,125 baraber-
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F(b) =M=l olar. Firmanin masalasini hall
[y(b)) 6,25 2

b
edek (bax p.3, bolme 6.1): F'(x)== veya ——===".
v (2\/;) v
2
Belslikla, imumi halda teleb funksiyasi a” = 625‘}—2
p

olar ve gésterilon nisbatde @ =2500 olar. Nehayst toklif

funksiyasi Umumi halda 3" =50v/a" =1250— olar ve gds-
p
torilon nisbatde y* =2500 olar.

Tapsiriq 4. Oxsar masala p.2 bdlma 6.1- do atrafli
baxilmisdir.
Tapsirniq 5. Yalniz ikinci funksiyani F(x) funksiyasini
tadqiq edak va grafikini quraq:
1) funksiyanin tayin oblasti; x=+I;
2) funksiya Umumi sakildadir;
3) iki kesilma noqtesi var: x, =-1, x, =1 ve har ikisi
ikinci novdur;
4) iki saquli asimptotu var: x=-1, x=1 va iki maili
asimptotu var soltarefli y =0 ve sag terofli y =0;

5) Ox oxu ile bir kesisma noqtasi var x=0;

6) x==I- dan forgli noqtslarda
(6" +6)
(1-2)
(—o0,-1), (-1,1), (1,50) ekstremumlari yoxdur;

7) birinci téreama ciddi musbat oldugundan, ayilma
noqtasi yoxdur. Funksiyanin grafikini quraq (sokil 4).

F'(x)= >0 olar, demali u¢ artma inteqrvali var:

y
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Sokil 4.

3.Nazarat iglorinin yeddi varianti

Tapsinglar Ggun verilanlor

S
gg I I 11 v \Y%
10,1, 2,-D] 2 | 108x | 0=1000 | f(x)=2x"-x
(4, 6), (6, 0) 27 K =1000 | F(x)=2/(x+1)
h=10
M =50
2. 1(0,0), (1,2) 3 | 50/x | ©=2000 | f(x)=x"-x+1
G, -1,5.1) 100 K =2000 | F(x)=4/(x+1)
h=10
M =50
3. 1 (0,-1), (2,0)] 4 | 304/x | O=4000 | f(x)=-x+2x
(4,0), (5, 2) 81 K =3000 | F(x)=x/(x*+1)
h=20
M =100
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4. | (0,-2), (2,0) 40x%? | O=4000 | f(x)=2x*-5
(4,3),(6,0) 8 K =3000 | F(x)=x*/(x-1)
h=10
M =40
5 103,24 4074 | 0=5000 | f(x)=—x"+x+6
(4,-1), (6,-2) 16 K =500 | F)=4/x(x-1)
h=10
M =50
6 | (L4, (2,4 64xY° | O=500 | f(x)=—x>+2x+4
(4, 6), (6,0) 32 K =1000 | F(x)=2(x*-1)/x
h =20
M =50
71(0,2), (L,4) 96x°* | O=1000 | f(x)=x>-2x+4
(3,0), (5 -1 32 K =1200 | F(x)=2(1-x)/x’
h=15
M =100

Olave 3.

3N9-Li_NeZAR6T iSi (7-9 mévzularina aid)
Isda variant Ne1 gdsterislerle (basqa variantlar tgun
da) ve halleri ila verilmigdir va hamginin Ne2-5 variantlari

dcun da.

Diqqat! Hesablamalari ya adi kasrlerle, ya da verguldan
sonra bir reqem daqiglikla aparmal.

1. VARIANT Ne1 UCUN TAPSIRIQLARIN MOTNi
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Variant Ne1

Tapsinq 1. z:(x2 -y+1)2 funksiyasi Ugun:

a) bir nege saviyya xotlarini qurun;
b) 1-ci ve 2-ci tertib xUsusi téremalari Gmumi sakilde ve
(1,1) noqgtesinde tapin (qargsiq toraemslerin barabarliyina
amin olun);
c) Umumi sakilda va (2,3) ndgtasinda gradiyenti tapin;
¢) Umumi gakilda va (3,5) nogtasinda diferensiali tapin;
d) (0,0) ndqtssinda (1,4) vektoru istigamatinde téremani
tapin;
e) tutaq ki, x=2¢, y=¢>—1; Gmumi sakilds ve t=1 oldugda
z, - i tapin.

Tapsiriq 2. U =/x,,x, faydaliliq funksiyasi G¢un:
a) bir nega etinasizliq ayrisini qurun;
b) Umumi sakilda ve (1,7) ndqtesinds faydalilig limitini tapin;
c) amtaslere gbra Umumi sakilde va (2,3) noqgtesinde
faydaliliq elastikliyini tapin;
¢) Umumi sakilde ve 40 galirle, (4,1) giymatlarle taleb ndg-
tasini tapin.

Tapsiriq 3. Tutaq ki, istehsal funksiyasi Kobba-Dug-
las funksiyasidir. Mahsul istehsalini a faiz artirmaq Ggun
fondlari b faiz artirmaq lazimdir va ya iscilerin sayini ¢ faiz
artirmaq lazimdir. Hazirki zamanda bir is¢i bir ayda M
rubllug msahsul istehsal edir, batun isgilerin sayi ise L- dir.
Ssas fondlarin giymeti K rubldur. istehsal funksiyasini ya-
zin, orta vo limit amak mahsuldarligini tapin, mahsul bu-
raxihisinin amaya va fondlara gora elastikliyini tapin.

Verilenlar: a=3, b=6, c=9, M=10°, L=1000, K=10"°.

Tapsing 4. z=x"+y’+2x+4y funksiyasinin ekstre-
mumunu tapin ve onun maksimum ve ya minimum oldugu-
nu gostarin.
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Tapsiriq 5. iki kriteriyall masale (i¢lin birinci kriteriya-
ya gore optimal hallini tapin:
X, + bx, — max,

ax, + x, — max,
x, +ax, <8, Verilonlor: a=2, b=3.
8x, +bx, <24,

X,%, 20

2. 1Ne-li variantin gostariglari, halli va cavablari

Tapsing 1. Halli: a) p.2, bélma 7.1.-0 bax; f(x)
funksiyasinin ¢ saviyyas xatti U, ={X1f(X) =c} noqtsleri

coxlugudur. Z:(x2y+1)2 funksiyasi (iglin 0 ve 1 seviyye

xatlarini tapagq. Bilirik ki, x’y+1=0, yani y =—L2 (bu funk-
siyanin grafiki sakil 1, a- da gostarilmisdir). :

1 soviyye Xxatti <x2y+1)2 coxlugudur, yani iki
goxlugun cemidir: ¥ (x’y=0) ve W(x’y=-2). V goxlugu
Ox ve Oy koordinat oxlarinin cemidir; W c¢oxlugu ise

y= _% (sekil 1,b) funksiyasinin grafikidir;
X

a) b4 b) y A

>
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b) Xususi toreamaleri tapaq:
zl = 2(x2y+1)2xy =4x7y* +4xy, = 2()(2)/+1)x2 =2x"y+2x%;
(1,1) ndgtesinde onlar uygun olaraq 8 ve 4-o berabardir;
ikinci tertib xtsusi téremaleri tapaq: z! =12xy* +4y,
zl =8x y+4x,z) =8x’y+4x,z) =2x"(qansiq toremalar do-

gurdan da barabardir);
(1,17) noqtesinde 2- ci téremeler belo olar:
zy, =16,z =12,2] =2;
c) gradiyent haqqinda p.3, bélma 8.2-ya baxin; gra-
. 0z Oz . 2 2(.2
diyent vz=| —,—= |, yani (4 +1),2 +1)); (2,3
y Z(axayjy (429 (¥ +1),2¢" (Fy+1)); (23)
ndgtesinde z =(312,104) olar;
¢) funksiyanin diferensiall dz =z dx + z|dy ; xisusi
toramaleri yazsaq alanq:
dz = (4xy (xzy + 1))dx + (2x2 (xzy + 1))dy; (3,6) n6g-
tasinde dz = 2760dx + 828dy olar;
d) istigamete goére téremeys p.3, bdlme 8.2- o ba-

Xin;
x=0+t,y=0+41, z)=z/x +z,y,, 8vval hesabladigi-

miz z,z, xUsusi toremaleri yazsaq ve x/=1,y,=4 olave

etsok alariq

z] = (4xy(xzy+1))-l+(2x2 (x2y+1))-4 = 4x(y+2x)(x2y+1) ;

(0,0) nogtesinda gosterilen istigametde téreme  sifira

baraber olar;

e) parametra gore diferensiallamaya p.3, bdlmae
8.1- @ baxin;
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z/=z,-x/+z,-y; Owal hesabladgimz z/,z/
xususi toremaleri yazsaq va x' =2,y' =2t alava etsak alariq:
Z,':(4xy<x2y—i—l))-Z—i—(2x2 (x2y+1))-2t; t=1 olduqda
x(1)=2,y(1)=0 olar ve alanq ki, z=8.

Tapsingq 2. Halli: «a» - «b» punktlarinin halli bélma
8.2- do misal 3-de verilmigdir;

c) birinci emtea Ugun faydaliiq elastikliyi

_ 1, ikinci amtaaye gors ise elastiklik sabitdir;
2

¢) bélma 9.1 misal 2-8 baxin.
Cavab: x -9 .- 2

(21’1)’ ’ (2p,)
Konkret verilonlar Ggun alarq:
. 40 . 40
X, =—=5x,=—=
8 2
Tapsinq 3. Boima 8.1 misal 6-a baxin.
Tapsiriq 4. Halli: XUsusi téremaleri tapaq ve onlari
sifira barabarlesdirok:
u,=2x+2=0—>x=-1; u,=2y+4=0—>y=-2.

Stasionar (-1,-2) noqtesini tapliq. Bu noqtede eks-
tremumun noévunu tapmaq ugln 2-ci xususi toremaleri ta-

paq: A=ul =2, B=u, =0,C=u), =2. D=AC-B>=4>0 va
A=2>0 oldugundan (-71,-2) noqgtesi maksimum noqtadir
(bax p.2, bélme 9.1).

Tapsing 5. Halli 2-ci magsad funksiyasinin mak-

simumunu bilmak Ugln asagidaki xatti programlasdirma
masalasini hall edak:

20
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2x, +x, = max;
X, +2x, <8;
8x, +3x, <24;
X,%, 20
Bu mesala iki dayisenli oldugundan onu grafiki
usulla hall edak (sakil2). Tutaq ki, goxlug OKBC ddrdbu-
caglisidir. Koordinat baslangicindan magsad funksiyasinin
vektor-gradiyent ayiraq, yani (2,1) vektorunu ve magsad
funksiyasinin seviyye xattini bu vektora perpendikulyar
onun istiqgamatinde harokat etdirak. Saviyye xotti mumkun
coxlugla kesisdiyi sonuncu néqte B  noéqtesidir. Onun
koordinatlarini tapmaq Ugun sistem tenliyi hall edak:

X, +2x,=8;
8x, +3x, =24.
Onda alarnq x, :%,xzzj—g. 2-ci magsad funksiya-
, 24 40 88
sinin maksimumunu hesablayaq: 2-—+-—=—_. Bu mak-
13 13 13
7
simumun E-ni hesablayaq:
(ljﬁ_ﬁ
10) 13 65 8
K
B
4
Sakil 2. C >
38 X7

Indi yeni XP masalasine baxaq:
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bax).

X, +3x, = max;

308
2)(1 +Xx, 2 E

X, +2x, <8;
8x, +3x, <24;

X,%, 20

Yena do bunu grafiki Usulla hall edak, (sokil 2-o

iki kriteriyali masslenin 1-ci meagsad funksiyasi
maksimumuna A(32/65,244/65) noqgtasinde c¢atir ve 764/65-o

barabardir (mimkian ¢oxlug strixlenmigdir). Bu ise yekun
cavabdir.

3. 2-5 Ne-li variantlarin verilanlari

Tapsiriglar tgun verilanler

var.t

II III |AY \Y%
2| z=(y-Dx | u=xxV* [ a=Lb=3c=3| ;= —(y-1y —
K=10°,L =10, _
M =10’
= - ? =19b=27 =45 = 4 4 _ 2 | —
3| z=(y-Dx u=3/x1x22 a 8 c4 cex 1ty - a=2
K:lo ,L:S , _y2_2xy :8
M =10’
A= b =2 ax | @=2b=5c=5 | ___Jo.| a-
><(y+1) K:10]O,L:25, b_O
M =10°
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5| z=xy+y? | min{2x,x,} a=2,b=5c=4| ;= +1’ - 3xy _
K =10",L=10", b=2

M =10°
Olavo 4.

4Ne-Li NOZARST iSi (10-14 mévzularina aid)

Burada variant Ne1 gostarislerle va halleri ile, heam-
¢inin 2-5Ne-li variantlar mustaqil hall etmak tgln verilmisdir.

Diqgeat! Hesablamalari ya adi kasrlarle, ya da
verguldan sonra bir reqem daqiqlikle aparmall.

1. 1Ne-li VARIANT UCUN TAPSIRIQLARIN MSTNI

Variant Ne1
Tapsiriq 1. A. Muayyan inteqrallan hesablayin:

R
) > ! \/;5 a ’ 0 ’ ,lm

0 . - 1 i L
B. Qeyri-maxsusi integrallan hesablayin: ! In xdx, L (1+x%)

V. Coxqat inteqrallari hesablayin.

Hamar oblasti (sekil 1) ve ust ortuyunun tenliyi
Z =2X +Y olan silindirin hacmini tapin. Sixh§1  f(M)=x+y+2z
olan va yuxarida tesvir olunmus silindirin katlesini tapin.

vA

V=Y

Sokil 1 449



Tapsinq 2. A. Asagidaki tanliklerin x=0 olduqda y=1
olan xtisusi hallini tapin: y'=2x+x*, y' =e*, y' = SinxCosx.

B. y'=3x-y, y'—£:x3 tanliklerinin  umumi hallini

tapin.
Tapsiriqg 3. A. Asagidaki siralarin yigilan ve ya
dagilan oldugunu gosterin:

. o1 a2+
b DX e P I

B. Quvvat sirasinin yigilma radiusunu tapin: inx"

n=1

1
(n2 —4n+5)

1M:

2. 1Ne-li variantin gostariglori, hallari va cavablari

Tapsing 1. Halli: A. Birinci Ug inteqral bilavasita
hesablanir, yalniz cavablari verak: 1) - 4; 2)8; 3) 2/5.
Doérdincu integral hisse-hisse inteqrallama dusturu
ilo hesablanir.
x=u, Sinxdx=dv ve

ISinxdx = (x - Cosx)|z —I(—Cosx) dx=-r-Cosr +ICOsxdx =
0 0
=7r+Sinx|: =7
Besinci inteqrall hesablamaq tiglin 5—4x=z" ovez-
lamasindaen istifads edak, onda alarq:
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| (L-9)(Z-1)-L

24 8) (24 8) 6

B. Qeyri-maxsusi integral limit oldugundan
1

1
Ilnxdleim In xdx. Bu integrall hissa-hisse inteqrallasaq
0

&0
&

0, x(Inx—1)-e beraber olar. Demali,

1
[inxde=x(nx-1)] =-1-2(Inz-1). Aydindir ki, ¢ >0 -da
bu ifade -1- & yaxinlagir. Ona gére de baxdigimiz integral -
1- @ berabar olar. Ikinci inteqgral Gdg¢ln yalniz cavabi verak:
.

V. Bolma 11.1- de misal 3- @ baxin.

Cavab: 160/3.

Cismin kutlesinin hesablanmasi tGgun bolms 11.1
misal 4-a baxin.

Cavab: 1952

~ 650,6.

Tapsinq 2. A. Tanlikler bilavasits hall olundugundan
yalniz cavablan veririk: 1)y =x* + x*/3+1;2)y =e* /4+3/4 ;
y=—cos2x/4+5/4

B. Her iki tanlik xatti tenlikdir ve sabitin variasiyasi

usulu ile hall olunur. Yalniz birinci tenliyin halline baxaqg.
Ovvalce bircins y'+y =0 tanliyi hall edak. Onun Gmumi halli

y=ce " olar. indii forz edek ki, ¢ x - den asili funksiyadir,
diferensiallayaq ve baslangic tenlikde yerine yazaq. Alariq

ki, ¢'=3xe", buradan c=I3xe*dx olar. Bu integrall hisse-
hisse inteqrallama Usulu ile hesablasaq alariq.
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c=3(x—1)e" neticede y=3(x-1)+ce " alang.

Tapsing 3. Halli A. 1) siranin Umumi haddi sifira
deyil % @ yaxinlasdigindan, sira dagilandir (bélma 14.1 p.
«v»- @ baxin); 2) bolma 14.1 misal 3- @ baxin; 3) sira yigilr,

.1 , .
bu ortaq vurugu 5 olan azalan handasi siranin muqayisasi

1

2 p—
ilo isbat olur; 4) sira yigilir, bels ki, hm[(n 4n+5)J_1 (bax

n— 1
)
p.3, bolma 14.1, teorem 2).
B. Bolma 14.1 teorem 5-dan istifade edak. Bax-

digimiz sira Ggln S, =4/n —>1; Demali, bu siranin yigiima
radiusu vahide barabardir.

3. 2-5Ne-li variant Gguin verilanlor.

Variant

& 2 3 4 5
|_

452




—

-13

] 1 ] 9
A | Wixae | fad@iesyy | [ayG-»* | [O-Day
: . \ -
Jordax | o | Joooae | Jo -2
0
0 0
V4 0
76 z )
J; coslx Isin?)x dr '[COS &/ 2)dx £251n xdx
9 0 0 1
G- | : Paf(0y
2[ /oD J.\/; dx/(1+x) J.xd I+x I|).
1 3 Ve
I xe™dx z/z 03 jx3 sinxdx
0 J.xcosxdx J.xd)c/ sirf x 0
0 4
B 1 2 1 1
[3dxv1-x* [2xanfx-1 | [Ge+Day/x® | [dv/(xIn x)
0 1 -1 -1
Ja/xt | fe¥ar [ay/@ +20+2)| [inxdy/x
1 / ot 2
o Variant
& 2 3 4 5
8
C | z=x+2y z=x+2y z=x+4y z=4x+y
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2x+y+2z x+2y 2x+2y+2z X+ 6z
{AL y'=4-x V=2+dx | y=x-x y' =20 +7
yr — 2x yr — 5x—1 yr — ex+3 y' — 2 e—x
Y =sin7x ¥ =cosdx y'=sin2x-cos2x| y'=sin’ x
B y’:(y+1)/x y!=2x+4y yr_y=\/; y!:e2x _exy
VXY =xy | xdy-yde=ydy| y =1/Qx-y") | y'+2y=x
m | Y nfn+) /e | S nf@+n) | Y (n=3)/(100m)
R A n=1 n=l n=1 n=1
0 ' 5 \/;/ns ) 3 0 ] )
; /(n*n) ; ;2;1/(;1 +3) nzz:‘hm n/n
Y 3 [@n+7) | & & )
2 W' 2 S a2 | Yy a2y
- £ n=l n=1
o) 3
W sna| 2N =D | .
Z /0" +n+2) = D 2P +8) | D 7"/(8" +16)
R IS
n x - n n
< N > (@) D /17
n=0 n=0
O9lava 5.
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5 Ne-li NOZARST iSi

(15-16 modvzularina aid)

Burada 1Ne-li variantin gostariglari va hallari, hamgi-
nin mustaqil hall etmak Ugun oxsar 2-5Ne-li variantlar
verilmisdir.




Diqqat! Hesablamalari ya adi kasrlerle, ya da verguil-
dan sonra bir reqem daqiqlikle aparmall.

1. 1Ne-li VARIANT UCUN TAPSIRIQLARIN MOTNi

Variant Ne1

Tapsiriq 1. Hesablayin 4;,4;,C;,C.,P,,P,.

Tapsiriq 2. Verilib

P(AUB)=0,6;P(ANB)=0,3; B,(A4)=0,6.

Tapin: P(A), P(B), Pa(B) va A,B hadisalarinin asili
olub, olmadigini arasdirin.

Tapsiriqg 3. Sexda sokkiz kisi ve U¢ qadin islayir.
Tabel némralerine uygun tesadifen yeddi adam segilir.
Segilonlarin igarisinda a) yalniz iki gadinin; b) he¢ olmasa
bir gadinin olmasi ehtimalini tapin.

Tapsiriq 4. YUk sifarisgiye teyyare ils, qatarla ve ya
avtomobille gonderile bilar. Butun bu variantlar eyni
imkanhdirlar. Nezerds tutulan vaxtda yUkdn c¢atmasi
ehtimall uygun olaraq 0,99; 0,98 va 0,90-a barabardir. Yikin
nazards tutulan vaxtda gatmasi ehtimalini tapin.

Tapsiriq 5. Suvenir sdébasina giran alici % ehtimalla

bazarliqg edir. Dord alicildan a) hes olmasa birinin bazarliq
etmasini; b) diz ikisinin bazarliq etmasi ehtimalini tapin.

Tapsiriq 6. Kredit kartlarinin sahiblari onlar giymat-
londirirler ve cox az hallarda itirirler. ixtiyari kredit kartinin
sahibinin bir hafte arzinde onu itirmesi ehtimali 0,001-a
barabardir. Bank cemi 2000 mustariye kart verib. Bir hafte
arzinde a) he¢ olmasa bir kartin; b) duz bir kartin itmasi
ehtimalinin tapin. Bir ayda orta hesabla nege kart iter?

Tapsirnqg 7. Diskret tesadufi X kamiyyaeti
paylanma sirasi ila verilib.

o11 ‘0,1 ‘o,1 ‘6,7
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a) P(x<3),P(0<x<5),P(x>0),P(x<5),P ,(x=6)

ehtimallanni tapin; b) paylanma funksiyasinin grafikini qu-
run.

Tapsinq 8. 200 km uzunlugundaqaz turbasinda A
vo B kompressor stansiyalar arasinda gaz itkisi bas verir.
Trubanin istenilan nodqgtasinde qaz itkisi eyni imkanhdir.
Asagidaki ehtimallan tapin: a) qaz itkisi A,B kompressor
stansiyalarindan 20 km-dan uzaqda olmasin; b) A - ya B-
dan yaxin olsun.

Tapsirnig 9. Tesadufi gelirle bir nege muxtalif

(Q1,Q2Q3)

amoliyyatlara baxag. ‘ -10 ‘ 0 ’ 10 ‘ 20
_Butin | Q5T 02 |05 02

amaliyyatlar Ggln

g6zlenilen ¢ galirini -10 0 10 20

ve orta kvadratik Q2 03 03 K 0a

sapmani tapin.

E(Q.r)=0-r 10 | 0 10 | 20

dusturu vasitesile Qs:

on yaxsl ve an 03 | 01 02 | 04

pis emaliyyati tapin.

2. 1Ne-li variant liglin gostarislar, hallar ve cavablar

Tapsiriq 1. p.4 bélma 15.1- do olan dusturlara baxin
(56, 360, 28, 35, 24, 720).

Tapsiriq 2. Bolme 15.2 -da | masalaya baxin (0,4;
0,5; 3/4; asilidirlar).

456



Tapsiriq 3. Ehtimalin tapiimasi Ggun klassik dustur-
dan istifade edin, bélma 15.1- de masala 3- a baxin (28/55;
161/165).

Tapsiriqg 4. Tam ehtimal dusturunu (ve ya Bayes
dusturunu) tetbiq edin, bélme 15.3- de 1-ci misala baxin
(0,956).

Tapsirig 5. Bernulli dusturunu tsatbiq edin, bdlma
15.3- da misal 3- & baxin (175/256, 27/128).

Tapsiriqg 6. Puassonun binomial paylanma (ve ya
har hansi kanonik diskret paylanma ganununu) tatbiq edin,
bolma 16.1- do, misal 8- e baxin (6/7, 2/7, 2, 8).

Tapsiriq 7. Bélma 16.1- de p.3- & baxin (0,3; 0,1; 0,8;
0,3; 7/8; M[x]=4,2; D(x)=7,7 ). Paylanma funksiyasinin grafiki
sokil 1- de verilmigdir.

Tapsirig 8. Mintezam (ve ya Ustli) paylanma
ganununu tstbmqg etmali, bélms 16.3- da p.5,6- ya baxin
(1/5; 1/2).

Tapsiriq 9. Bolma 16.2- do p.3- @ baxin (Q4-8 Ugln
8,7, Q-6 Ugun 12,8; Qs-7 UgUn 12,7; an yaxsl amaliyyat -
Qy, on pisi isa Q- dir).

A

1
— } 0,2
-1 0 1 6

Sakil 1.
3. Dlave variantlar

v

Variant Ne2
Tapsinq l. Asagidakilar hesablayin:
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A737A120>C;9C;’1)371)7 .
Tapsingq Il. Verilmisdir: P(4nB)=0,5; B,(4)=0,8.
P(AUB),P(4),P,(B)ehtimallarini tapin, A ve B -

nin asil olub olmadigini arasdirin.

Tapsinq lll. Qutuda g ag, G¢ qirmizi ve ¢ gara sar-
lar var. Qutdan Ug¢ sar goéturular. a) har Ug¢ sarin eyni rangda
olmasi ehtimalini; b) onlarin arasinda yalniz bir ag sarin ol-
masi ehtimallarini tapin.

Tapsiriq IV. Telebalerin 30% yoxlama isini ugurla
yazdi. Imtahan zamani bu telabalarin masaleni diizgiin hall
etmalari ehtimali 0,8-a, qalan telabalarin ise masaloni
dizgun hall etma ehtimallari 0,4-e barabardir. Taleba
imtahan zamani masaleni hall ede bilmadi. Bu talebanin
yoxlama igini pis yazmasi ehtimalini tapin.

Tapsiriq V. 2000 saat islayandan sonra lampanin
saz galmasi ehtimali 0,2-a barabardir. 2000 saat isladikden
sonra bes lampadan: a) diuz iki lampanin; b) birden az
olmayan lampalarinsaz qalmasi ehtimalini tapin.

Tapsirig VI. Avtomat-dezgah detallar stamplayir.
Detalin zay stamplanmasi ehtimali 0,07-e barabardir.
Stamplanmis 200 detallardan a)  yalniz bir zay detalin
olmasi; b) he¢ olmasa bir zay detalin olmasi ehtimalini
tapin. 200 detal igarisinda zay detallarin an ehtimalli sayi na
gadar olar?

Tapsirniq VII. Diskret tesadufi kemiyysti X pay-
lanma sirasi ile verilirb:
-3 ‘ -1 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 6

0,1 ‘ 0,1 ’ 0,2 ‘ 0,2 ‘ 0,3 ’ 0,1

a) P(x>0),P(x<20),P(-1<x<10),P(x=3),P_,(x=2)

ehtimallanni tapin; b) riyazi gézleme va dispersiyani he-
sablayin; ¢) paylanma funksiyasinin grafikini qurun.
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Tapsirnq VIIl. Agac emali zavodunda agaclari emal
edarkan olgusu 1m - @ gadaer olan tullanti alinir. Tullantilarin
Olguleri eyni imkanlidirlar.  Novbeti agaci emal eder-
kan; a) tullantinin 50sm- dan az olmamasinin; b) 70sm-dan
¢ox olmamasinin ehtimalini tapin.

Tapsinq IX. Tesadufi galirli bir nege muxtalif emaliy-

yatlara (Q,,0,.0,) baxagq. Bitiin emaliyyatlar tigiin gézleni-

lon O geliri, orta kvadratik sapmani r hesablayin. Bu xarak-
teristikalari vahid grafikde geyd edin va amaliyyatlarin gra-
fiki tosvirini alin. E(Q,r)=20-r disturunun kémayils on

yaxsl va an pis amaliyyati tapin.
‘-20 ‘ 0 ‘ 20 ‘ 40
Q1.'

‘ Q14 az‘ a5‘ 0,2
-1 ol| 10| 20

Qs [=20ll0 20 _|l40
Q.- 0,31 0,1 | 02|| 04
2.

0302|101 |04

Variant Ne3.

Tapsinq l. Asagidakilari hesablayin:
A0, 47,Co, G5, P, B
Tapsinq Il. Verilmigdir:
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P(4UB)=0,6; P(ANB)=0,3; F;(A4)=0,6.
Tapin: P(A4),P(B),P,(B), A va B hadisslerainin

asili olub-olmamasini arasdirin.

Tapsingq lll. Axsam gonagliginda dairavi stolun at-
rafinda 77 adam  tasadifen otururlar. Iki konkret adamin
a) yan-yana oturmamasinin; b) bir adamdan sonra oturma-
larinin ehtimalini tapin.

Tapsing IV. Mahsul hazirlamaq Ugun goéturulan
materiallarin xarakteristikalari 0,1, 0,2; 0,2, 0,2; 0,3 ehti-
mallarla bes muxtslif intervallarda ola bilirler. Bu xarak-
teristikalardan asili olaraq birinci név mahsulun alinmasi
ehtimal 0,6; 0,8; 0,8; 0,7; 0,9- dur. Birinci név mahsulun
alinmasi ehtimalini tapin.

Tapsinq V. Magnitafonun zemanat muddati temira
ehtiyaci olmasi ehtimali 0,2-ya barabardir. Dérd magnita-
fondan zemanit muddestinde a)yalniz birinin; b) ikiden az
olmayan saydasinin tamire ehtiyaci olmasi ehtimalini tapin.

Tapsinq VI. Zavod bazaya 500 mamulat gondarir.
Yolda mamulatin korlanmasi ehtimali 0,002- ya barabardir.
Yolda a) heg olmasa bir memulatin; b) ikiden az mamulatin
xarab olmasi ehtimalini tapin. Xarab olan mamulatin an
ehtimalli sayi nege ola biler?

Tapsing VII. Diskret tassadufi X kamiyyati
paylanma sirasi ile verilmigdir:

-4‘-1‘1‘3‘4‘6
0,1 ‘ 0,2 ‘ 0,1 ‘ 0,1 ‘ 0,4 ’ 0,1

a) Y=2X ve Z=X’ tosadiifi kemiyyatlorinin
paylanma sirasini tertib edin; b) Y tesadifi kemiyyatinin

riyazi gozlemasini ve dispersiyasini hesablayin; Z tesadufi
kamiyyatinin paylanma grafikini qurun.

Tapsinq VIII. Bag sahssinds bazan elektrik isigini
tosadufi vaxtlarda orta hesabla 3 saat muddstine kasirlar.
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indiki halda elektrik isig1 artiq 2 saatdir ki, yoxdur; a) elektrik
isiginin yaxin yarim saatda verilmasi; b) onun hale bir saat
verilmasi ehtimali nega olar?

Tapsiriq IX. Tasadufi

galirli bir nega
(0.0.,0))

amaliyyatlarla baxaq.
BUtlin emaliyyatlar Ggln gozlenilen

O galiri, r orta

kvadratik sapmani hesablayin.
Bu xarakteristikalari grafikde geyd edib amsaliyyat-

larin grafiki tesvirini alin, E(Z),r)=6§—r dlsturunun kémayi-

la en yaxsi va an pis amaliyyati tapin.

Variant Ne4.

Tapsiriq . Hesablayin 43, 4.,,CS,C2, P, P,
Tapsingq Il. Verilib:
2

P(ANB)=0,4; PB(A)zg; PA(B)=% Tapin:
P(4),P(B),P(AUB) ve 4,B hadisslerinin asili olub,

olmamasini arasdirin.
Tapsiriq lll. Bes masin tasadufi olaraq siraya duzu-

lGrler; a) iki konk.ret masini Q. | -30 0 30 60
yan-yana durmasi; b) siranin 01 02| 05| 02
avvalinde durmasi ehtimalini : : 7 ’
e Q.| 30 [ 0 | 30 | 60
. _ 0,3 | 0,2 | 0,1 0,4
) Tapsinq IV. Tirde bes Qs | 30 | 0 30 | 60
tufeng var, onlarin hadafa 03 1 011 021 04

daymasi ehtimall Gg¢un olaraq
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0,5; 0,6; 0,7, 0,8 ve 0,9- dur. Tesadufen goéturilmus bir
tufengla birinci defe aticinin hadafi vurmasi ehtimalini tapin.
Tapsiriq V. Ailade dord usaq var. Hesab edarak ki,
oglan usaginin dogulmasi ehtimali 0,5- @ barabardir, bu
usaglarin igarisinde a) he¢ olmasa bir oglanin olmasi; b) iki-
dan az olmayan sayda oglanin olmasi ehtimalini tapin.
Tapsiriq VI. Abonentin bir saat middatinds ATS -
@ zong vurmasi ehtimal 0,07-e barabardir ve butun abo-
nentler Ggln eynidir. ATS 200 abonents xidmat edir. Bir
saat muddetinde ATS- @ galen zenglerin a) ikiden az
olmamasi; b) heg¢ olmasa bir zangin olmasi ehtimalini tapin.
Bir saat muddetinde ATS- & olan zanglerin an ehti-
malli sayl nega olar?
Tapsiriq VII. Diskret tesadufi X paylanma sirasi ila
verilib:

-4‘-1‘1‘3‘4‘6
0,1‘0,2‘0,1‘0,1 ‘0,4‘0,1

a) Y=X-1 ve Z=max{X,0} tesadifi kemiyyatinin

paylanma sirasini tertib edin; b) Z tesadifi kemiyyatinin
riyazi gozleamasini ve dispersiyasini hesablayin; c) paylan-
ma funksiyasinin grafikni qurun.

Tapsirniqg VIIl. Beynalxalq telefon danigiglarinin
muddati texminan Ustli ganunla paylanir ve orta hesabla
danisig 3 daq. davam edir. Novbati danisigin 3 daq.- den
cox olmasi ehtimali nega olar? Bitlin danisiglarin hansi
hissesi bir deqgiqgedan az olar?

Tapsinq IX. Tasadufi gslirli bir ne¢a amaliyyatlara

baxaq (QI,Q2,Q3). Bitlin emaliyyatlar liciin gdzlenilon O

galiri, orta kvadratik r sapmani hesablayin. Bu
xarakteristikalarn grafikde geyd edin ve amaliyyatlarin grafiki
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tosvirini alin. E(Q,V) =40 -r diisturunun kdmayi ile an

yaxsl va an pis amaliyyati tapin.

' 10| o | 10 | 30
o)

01| 02 | 0502

0] 0 | 10 | 30

Q2 03| 02 |01 |04

20| 0 10 | 30
Qs 03] 01 |02 04

Variant Ne5

Tapsinq |. Hesablayin: 4, 4;,C;,C, P, P,
Tapsiriq Il. Verilib:
P(AUB)=0,8, P(ANnB)=0,4; P,(4)=0,6. Tapin:

P(A),P(B),P,(B) ve 4,B hadisslerinin asili olub-

olmamasini arasdirin.

Tapsinq lll. Xarici gérnisce eyni olan 20 daftardan
16-s1 dama-damadir. 4 dafter goturular. Onlardan a) diz
ikisinin dama-dama olmasi; b) he¢ olmasa birinin dama-
dama olmasi ehtimalini tapin.

Tapsiriq IV. Zavodun yigma sexine detallar Ug¢
avtomatdan daxil olur. Birinci avtomat 3%, ikinci 1%, Ugun-
cl 2% zay iglayir. Avtomatlardan sexa uygun olaraq 500,
200 va 300 detalin daxil oldugunu bilerak, sexa zay detalin
daxil olmasi ehtimalini tapin.
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Tapsiriq V. Dukana daxil olan telefonlardan Gg¢da bir
hissesi ag rengdadir, lakin bu baglama acildiqdan sonra
gorundur. Alti agcilmamis telefondan a) diz iki ag telefonun;
b) he¢ olmasa bir ag telefonun olmasi ehtimalini tapin.

Tapsing VI. Texniki nazarat sdbasine daxil olan
integral sxemlarin 10%- i zaydir. Nazarati hayata kegiron
avtomat novbati sxemin standart oldugunu tasdiq edena
gader sxemlar bir-birinin ardinca yoxlanilir. Tesadufen
kamiyyatin-avtomatin standart sxemi tasdiq edena qgader
yoxladigi sxemlari sayinin paylanma sirasini tartib edin. Bu
tesadufi kemiyyatin riyazi gdzlemasi nega olar?

Tapsirnq VII. Diskret tasadufi X  kamiyysati
paylanma sirasi ila verilib:

-1 ‘ 0 ‘ 1 ‘ 8
0,2 ‘ 0,1 ‘ P, ‘ P,

a) P; ve P-in ela tapin ki, M[x]=0,5 olsun; b) X-
in riyazi gozlamasini ve dispersiyasini hesablayin ve onun
paylanma funksiyasinin grafikini qurun.

Tapsing VIII. Kassir 100 rubldan az olan galig
demir pullarla verir ve intervalda istenilan mableg eyni
imkanhdir. iki ardicil verilen mabladin ceminin a) 700
rubldan ¢ox olmasinin; b) 720 rubldan az olmasinin ehtimali
nega olar?

Tapsing IX. Tesadufi geliri olan bir nega

(QI,QZ,Q3) amaliyyatlarina baxin. Bitlin emaliyyatlar Ggln

gozlenilen Q goliri, orta kvadratik r sapmasini hesablayin.
Bu xarakteristikalari geyd edib, amaliyyatlarin grafikitesvirini

alin. E(@r) =5§—r dusturundan istifade edib, an yaxsi vo

an pis amaliyyati tapin
\-10\ 0\20‘50
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Q. 0,1 0,2 05 02
10 0 20 50
Q2 0.3 0.2 0.1 0.4
10 0 20 50
Qa: 0.3 0.1 0.2 0.4
Olave 6.

6 Neo-li NOZARST iSi (bdlms 16.4, 17-19-cu mov-
zularina aid)

Burada 1Ne-li variantin gdsterisleri ve cavablari,
hamginin musteqil islomek etmak Ugun oxsar 2-5Ne-li
variantlar verilmisdir.

Diqqat! Hesablamalar ya adi kasrlerle, ya da vergul-
dan sonra bir reqam daqiqlikle aparmali.

1. 1Ne-li VARIANT UCUN TAPSIRIQLARIN MSTNI

Variant Ne1

Tapsiriq I. Normal paylanmis Y tesaduifi kemiyyati-
nin riyazi gozlemasi vahida ve orta kvadratik sapmasi 2-ya
barabardir. Tutaq ki,

X =3Y,P(x>1),P(2<x<5),P(x<2),P(x=3)

ehtimallarini tapin. X -in paylanma va sixliq funksiyalarini
tapin ve onlarin texmini grafiklarini qurun. Tesadifi X ke-
miyyati igln «Ug¢ sigma» gaydasi neca olar?

Tapsirig Il. Detalin texniki nazarst sobasinde
yoxlaniimamasinin ehtimali p =0,2-dir. Tasadufi segilmis
400 detal i¢arisinda yoxlanmamis detallarin sayini 70-le 100
arasinda olmasi ehtimalini tapin.
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Tapsiriq lll. MUsahidalerin naticalerine gora: 11, 17,
17, 12, 13, 12, 15, 15, 14, 16, 13, 14, 13, 15, 16, 16, 15, 15, 14,
14- diskret variasiyasini tezliklear ¢oxbucaqglisini segmas,
paylanma funksiyasini grafikini qurun.
Hesablayin: a) segma ortanin ve segcma dispersiya-
sini iki Usulla; b)dispersiyasini garsiq olmayan S giymatini.
Tapsiriq IV. (X,Y) tesadifi kemiyystler sistemi asa-

gidaki paylanma cadvaline malikdir.

X

v 0 1 2
0 0,2 0,1 0,1
2 0 0,2 0,4

Tamal: a) X vea Y kompanentlarinin paylanma ga-
nunlarini ve Y =0 oldugda X -in serti paylanma ganununu
tapin; b) X -in Y -den kicik  giymeat almasini ehtimalini;
c) K,y -korrelyasiya momentini veo K,y -korrellyasiya

amsalini. .
Tapsiriq V. Investorun imkani var ki, 6z portfelini tg¢

nov korrelyasiyalasdirlmayan va samaraliliyi E, risqi o,
olan asagidaki cadvalle verilon kagizlarla tertib etsin.

l 1 2 3
; 2 4 6
o, 1 3 5

Portfelin tertibini bu kagizlarla barabaer tertibini butln
variantlarina baxin. Qrafiki tesviri gosterin (koordinat oxlari-
somaralilik, risk). Pareto manada optimal néqgtelar varmi?

Tapsiriq VI. Ug ndv giymatli kagizda verilmis seme-
rolilikle optimal portfel formalasdirin: Dorde barabaer risksiz
samaralilikle va korrelyalasdinimayan riskli gdzlenilan
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somaralilikle 8 va 20 va 4, 10 riski ilo optimal portfelin riskli
hissesi nece qurulmusdur?

Tapsiriq VII. Asagidaki coedvelde aksiyalarin E
kursu, bazarin /° semarsliliyi gosterilmisdir:

E | 25 |23 |24 | 25 | 26 | 27 | 26 | 25 | 24 | 25

F |10 ] 9 9 10 |10 [ 11 | 12 | 10 | 9 |10

Aksiyalarin kursunu bazarin semaraliliyinden reqre-
siyasini, hamgcinin aksiyalarin xarakteristikalarinin giymat-

lorini: «mexsusi» variasiyanin v ve a, 3, R’ -ni tapin. (Risk-
siz kapital goyulusunun samaraliliyi 6-ya berabardir).

2. 1Ne-li variantin gostariglari, halli va cavablari

Tapsiriq I. Halli. Normal ganunu tetbig edak (bax
p.1, bolma 17.1). Riyazi gozlemenin ve dispersiyanin xas-

selerindan istifade edarak alariq ki, X normal paylanmisdir.
Onun parametrlori: riyazi gézlemasi a=3-1=3 va orta
kvadratik sapmasi o =3-2 =6 gosterilan ehtimallar hesab-
lamaq Uglin asagidaki dusturu tatbiq edak:

rracem-of L) of@) on

o

P(a<x<ﬂ)=®(wj—d{(0{—;3)} ve neticeds

o[
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P(1<x):P(1<x<oo)—E—d)(( )j_
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P(z<x<5)=®[(5_3)]—®((2_3)]:@Gjm{éjzo,13+0,06:0,19

6 3
P(x<2)=P(—oo<x<2)=®[@]+l:l—®(ljz0,44.
6 2 2 6
f(x) sixlig ve F(x) paylanma funksiyalarinin tex-
mni grafiki sakil 1 ve 2- de gosterilmisdir.
f(x)=| —=|le ™ dt; F(x)=
9 o)) 0=l )

e " dt

1 x  (=3) x 1 (t-3)°

v

v

Sakil 1. Sekil 2.

«Ug sigma» qaydasi:
P(a-30<X <a+30)=P(-15<x<21)~0,997.
Tapsiriq ll. Muavr-Laplasin inteqral teoreminden isti-

k,— k —
fade edok. P(k1<k<k2):d)£( : ”p)j_q)[( 1 ”p)}. Bu-
\pq \npq
rada n=400,p=0,2,4=0,8. Bu giymatleri yerina yazsaq,
alanq:
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P(70<k <100):@((moggo)j—@((m;go)j:cb(z,s)—cb(—l,zs) ~0,88

Tapsiniq lll. Bolma 16.4- da olan 3, 4 misallarina
baxin (14,3; 2,63; 2,76).
Tapsing IV. Bélma 18.1- da olan 3,5 misallarina
baxin.

(P(X<Y)=0,2; K,, =0,44; K, ~0,57)

Tapsiriq V. bolma 19.2-de misal 1-e baxin. Muxtalif
portfellarin tmumi sayi 7 olar- ¢ portfel bir kagizdan ibarat
(onlarin xarakteristikalari cedvalda verilib), Ug¢ portfel iki
kagizdan ibarat va bir portfel ise bitlin U¢ kagizdan ibarat.
Ug kagizdan ibarst olan halda cavab bels olar:

m, =4,0'p ~1,97.

Pareto manada optimal nogteni tapmaq uUgun bdlma
16.2- da p.4- & baxin.
Tapsiriq VI. Bolme 19.2- de misal 2-  baxin:

. (mp _4) 1/4
BT (6/25}
Tapsinq VIl. Bélma 19.3- da misal 1- 8 baxin:
(E=w+Fj=Q¢ﬁ=Q

3.9lave variantlar

Variant Ne2
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Tapsiriq l. Tesadifi ¥ kemiyyasti normal paylanmisdir,
onun riyazi gozlemasi vahida, orta kvadratik sapmsi ise
ikiya barabardir. Tutaq ki,

X =2Y+3. P(X>1), P(2<X <5),P(X =3)

ehtimallarini tapin. X -in sixliq ve paylanma funksiyalarini

yazin va onlarin taxmini grafikini qurun. Tesadifi X kamiy-
yoti Ugln «U¢ sigma» qaydasi neca olar?
Tapsingqg Il. Yolda har sakkizinci mamulat zadslanir.

700 mamulatdan ibarat partiyada zadslananlarin say1 80 ila
120 arasinda olmasi ehtimalini tapin.

Tapsiriq lll. MUsahidaslerin neaticasi: 21, 27, 27, 22, 23,
22, 25, 25, 24, 26, 23, 24, 23, 25, 26, 26, 25, 25, 24, 24-diskret
variasiya sirasini, tezliklarin goxbucaqlisini, se¢gma paylan-
ma funksiyasinin grafikini qurun.

Hesablayin: a)se¢ma ortani ve segma dispersiyasini

2
iki Usulla; b)dispersiyanin qarisdiriimayan @' giymatini.

Tapsing IV. (X,Y) tesadufi kemiyyatlor sistemi
asagidaki paylanma cadvalina malikdir:

X

Yy -1 0 1
0 0 0,1 0,2
3 0,2 0,2 0,3

X,Y kompanentlerin paylanma ganunlarini ve vy =0
oldugda X -in sarti paylanma ganununu tapin. a) X -in Y -

dan kigik giymat almasinin; b) X ve Y arasinda korrelyasi-
on alageni tapin.

Tapsiriq V. investor ssmaraliliyi E, ve risqi o; olan

(cedvalda verilmisdir) ¢ név kagizdan portfel formalas-
dirmaq imkanina malikdir.
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[ 1 2 3

,- 20 30 40
o 6 8 10

Bu kagizlardan barabar migdarda olmagqla portfel for-
malasdirimasinin batin variantlarina baxin. Batin portfel-
larin grafiki tesvirini verin (koordinat oxlar semaralilik, risq).
Pareto manada optimal néqte varmi?

Tapsiriq VI. Verilmis samaralilikle U¢ qgiymatli kagiz-
dan ibaret optimal portfel formalasdirin: semaraliliyi vahid
olan risgsiz, risqli gozlanilon semaraliliyi 3 va 5, risqleri
uygun olaraq 2 va 4. Optimal portfelin risqli hissasi neca
qurulmusdur?

Tapsiriq VII. Bir nega kvartal tiglin £ aksiyalarin
kursu ve bazarin F' semaraliliyi cadvalda gdstarilmisdir:

E: | 35|33 | 34 |3 | 36 | 37 | 36 | 35 | 34 | 35

F: 10 9 9 10 | 10 | 11 | 12 | 10 | 9 10

Bazarin semaraliliyine gora aksiyanin kursunun reg-
resiyasini va hamginin aksiyanin xarakteristikalarinin qiy-

matini: v variasiyani ve a,f3,R’-I tapin (risksiz goyulusun
somaraliliyi 6-ya barabardir).

Variant Ne3.

Tapsinq I. ¥ tesadifi kemiyysti normal paylanmis-
dir. Onun riyazi gézlemaesi 2-o, orta kvadratik sapmasi 3-o
barabardir. Tutaq ki,

471




X=3Y. P(X>1), P(2<X <5),P(X <20),P(X =3)

ehtimallarini tapin. X - in sixliq ve paylanma funksiyalarini

yazin va onlarin texmini grafiklerini qurun. X tesaddifi
kamiyyati Ugun «U¢ sigma» gaydasi nece olar?

Tapsiriq Il. Har onuncu kisinin soyadi M harfi ils

baslanir. Polkun 900 ssgari igarisinde soyadi M ile bas-
layanlarin sayinin 80 ile 120 arasinda olmasi ehtimalini
tapin.
Tapsiriq lll. Musahidlerin naticeleri: 31, 37, 37, 32, 33,
32, 35, 35, 34, 36, 33, 34, 33, 34, 35, 36, 36, 35, 35, 34, 34;
diskret variasiya sirasini, tezliklarin goxbucaqlisini, segma
paylanma funksiyasinin grafikini qurun. Hesablayin:
a)segma ortani va segma dispersiyani iki Usulla; b)disper-
siyanin S* giymatini.
Tapsiriq IV. (x,v) tesadifi kemiyystler sistemi

asagidaki paylanma cadvalina malikdir:

X

¥ -2 0 2
0 0,1 0,1 0
3 0,6 0 0,2

Tapin: a) X va Y kompanentlerinin paylanma qa-
nunlarini ve Y =0 oldugda X kompanentinin sorti pay-
lanma ganununu; b) K, -korelyasiya momentini vo K,y -
korrelyasiya amsalini.

Tapsiriq V. investor semaraliliyi E, va risqi O

olan (giymatler cadvalde verilmigdir) U¢ ndv korrelya-
siyalanmamis kagizdan portfel formalasdirmaq imkanina
malikdir.
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I 1 2 3

E 4 6 18
o, 5 8 12

Berabar miqdarda kagizlardan istifade etmakla
portfelin formalasdirimasinin bitlin variantlarina baxin. Bu-
tun portfellerin grafiki tasvirini noqtelarle gosterin (koordinat
oxlari-semaralilik, risq). Pareto menada optimal néqgte var-
mi?

Tapsiriq VI. Verilmis samaralilikli optimal portfeli tg¢
név qiymatli kagizdan formalasdirin: semaraliliyi 40-a bara-
bar olan risqgsiz, gozlenilon samaraliliyi 80 va 200 olan, risq-
lari uygun olaraq 2 va 6 olan risqli.

Optimal portfelin risqli hissasi nece qurulub?

Tapsiriq VII. Asagidaki cadvalde aksiyalarin E
kursu ve bazarin samaraliliyi bir neg¢e kvartal Ugun
gOstarilmisdir.

E | 25 | 23|24 |25 |26 |27 | 26 | 25 | 24 | 25
F | 20|19 |19 | 20 | 20 | 21 | 22 | 20 | 19 | 20

Bazarin semeraliliyine nezeren aksiya kursunun
reqresiyasini, hamginin aksiyanin xarakteristikalarinin qiy-
matini tapin: v variasiyani va c:(,,b’,R2 -ni (risqsiz qoyulusun
somaraliliyi 8- abarabardir).

Variant Ne4

Tapsinq I. ¥ tesadifi kemiyysti normal paylanmis-
dir, onun riyazi gézlemasi ikiye, orta kvadratik sapmasi
vahide barabardir. Tutaq ki,
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X =2Y+5. P(X>10), P(2< X <5),P(X <2),P(X=3)

ehtimallarini tapin. X Ggiin sixlig ve paylanma funksiyala-

rini tapin, onlarin texmini grafiklerini qurun. X tesadifi ke-
miyyat Ugun «U¢ sigma» qaydasi necs olar?

Tapsiriq Il. Har bir iyirminci kredit vaxtinda gay-
tariimir. Bu il bank 300 kredit vermayi planlasdirir. Yalniz 10
kreditin vaxtinda gaytarilmamasi ehtimalini tapin.

Tapsiriq lll. MUsahidalerin naticaleri: 13, 19, 19, 14,
15, 14, 17, 17, 18, 19, 15, 16, 15, 17, 18, 18, 17, 17, 16, 16;
diskret variasiya sirasini, tezliklarin goxbucaqglisini, segma
paylanma funksiyasinin grafikini qurun. Hesablayin: a) seg-
ma ortani va se¢ma dispersiyani iki Usulla; b) dispersiyanin
S* giymatini.

Tapsing IV. Tesadufi (X,Y) kemiyystler sistemi
asagidaki paylanma cadvalina malikdir:

X

y -1 0 1
0 0,1 0,1 0,2
1 0 0,1 0,5

Tapin: a) X,Y kompanentlorinin paylanma ganu-
nunu, Y =0 oldugda X kompanentinin sarti paylanma
ganununu tapin; b) X -in Y -dan birden az farqli giymatlar
almasini ehtimalini; v) K, korrelyasiya momentini vo K , -

korellyasiya amsalini;
Tapsing V. Investor portfelini G¢ név kagizdan
formalasdirmaq imkanina malikdir, bu kagizlarin semaraliliyi

El- ve risqi o, -dir (onlarn giymetlari cedvelds verilmigdir).
I 1 2 3
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E. 4 6 18

1

o, 5 8 12

Bu kagizlardan berabar migdarda istifade etmakla
portfelin formalagsmasinin butin variantlarina baxin. Bitin
portfellerin grafiki tasvirini ndqtelarle gdsterin (koordinat ox-
lari-samaralilik, risq).

Pareto manada optimal noqte varmi?

Tapsinqg VI. Verilmis semaralilikli optimal portfel
u¢ ndév qiymatli kagizdan formalasdirin: semaraliliyi ikiya
berabar risgsiz ve gozlenilan semeraliliyi 6 ve 712- ya
berabar olan, 2 va 8 risqli kagizlardan; optimal portfelin
risqli hissesi nece qurulmusdur?

Tapsiriq VII. Asagidaki coedvelde aksiyalarin E

kursu ve bazarin F' semarsliliyi gostarilmisdir. Aksiyalarin
kursunun bazarin samarsliliyine nazeran reqressiyasini,
hamcinin aksiyalarin xarakteristikalarinin qgiymatlerini v

variasiyani ve «,,R’ tapin (risqsiz qoyulusun semaraliliyi
6-ya barabardir).
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	2. Векторлар цзяриндя ямялляр. Мисал 1-дя биз вектору ядядя вурмушдуг. Доьрудан да . Щямин мисалда биз цч вектору топламышдыг.  вя онларын ъями олан векторуну алмышдыг. Векторлар цзяриндя ямялляр чох тябиидир вя ядядляр цзяриндяки ямялляри йада салыр. Демяк олар ки, векторлар цзяриндяки ямялляр ядядляр цзяриндяки ямяллярин даща эениш областда тябии эенишляндирилмясидир. Истянилян вектору истянилян ядядя вурмаг олар. Бунун цчцн векторун бцтцн компонентляри щямин ядядя вурулур вя нятиъядя вектору алыныр.  векторуну 3-я вурсаг (6,9) векторуну аларыг. Тябии олараг щямин вектору кими ишаря едирляр.
	Тяклиф.   Йалныз квадрат матрисин тярси вар. 

	Яэяр чеврянин мяркязи                                                                             
	 координат башланьыъында                              
	шяклиндя йазмаг олар, бурада -сонсуз кичилян функсийадыр ().  функсийасынын  нюгтясиндя артымынын -я нязярян хятти баш щиссясиня  онун диференсиалы дейилир:
	                                      (2) 
	Аргументин артымыны  кими дя ишаря едирляр, онда (2) дцстуруну беля йазмаг олар: . Бу бярабярликдян эюрцнцр ки, тюрямяйя щям дя функсийанын диференсиалынын аргументин диференсиалына нисбяти кими дя бахмаг олар: .
	Диференсиал цчцн диференсиалланма дцстурларынын аналогу доьрудур (бах бюлмя 5.1.м.1). Яэяр (1) дцстурунда икинъи дяряъяли  топлананыны атсаг тягриби  вя йа бярабярлийини аларыг ки, бу бярабярликдян дя тягриби щесабламаларда вя мцряккяб асылылыгларын хяттиляшдирилмясиндя истифадя едилир.
	Мисал 1. Радиусу  р олан даирянин  сащяси  -дыр Яэяр радиусу   гядяр артырсаг, онда  -ин  артымы радиуса  р  вя   олан консентрик чеврялярин арасында галан даиряви щалганын сащяси олар.
	 ифадясиндян аларыг ки,  – да  -ин баш щиссяси  олар ки, бу да -диференсиалыдыр. Диференсиал анлайышындан тябии олараг хяталарын щесабланмасында истифадя етмяк хцсуси иля ялверишлидир. Мясялян, тутаг ки,  кямиййятини юлчцрцк вя йа билаваситя щесаблайырыг, ондан асылы олан  кямиййятини ися  дцстуру иля тяйин едирик.  кямиййятини юлчяркян адятян  гядяр хятайа йол верилир ки, бу да  кямиййятини  хятасына сябяб олур. Бу хяталарын чох кичик олдуьуну нязяря алараг  гябул етмяк олар, бу да о демякдир ки, артымы диференсиалла явяз етдик.
	Мисал 2. Кцрянин радиусуну щансы нисби хята иля юлчмяк лазымдыр ки, онун щяъмини 1% дягигликля тяйин етмяк олсун.
	Щялли. Мялумдур ки, . Демяли, . Шяртя эюря  олдуьундан .
	Ъаваб:  дягигликля.
	Тутаг ки,  - ихтийари функсийадыр. Фярз едяк ки, бу функсийанын  нюгтясиндя тюрямяси вар. Онда эюстярдийимиз кими   тягриби бярабярлийи доьрудур,  -йа ня гядяр йахын олса бу бярабярлик бир о гядяр дягиг олар. Беляликля, истянилян мцряккяб функсийаны тягриби олараг хятти функсийа иля явяз етмяк олар. Бу йанашмайа  функсийасынын хяттиляшдирилмяси дейилир. Графики олараг бц йанашма о демякдир ки, функсийанын графики  нюгтясиндя она чякилян тохунанла явяз олунур. Мясялян, тутаг ки,  мянфяятини ишчилярин  сайындан асылылыьыны эюстярир. Яэяр мцяййян вахтда ишчилярин сайы  кифайят гядяр бюйцкдцрся, онда тягриби бярабярлик . Эюстярир ки,  -дан аз фяргляняндя мянфяят ишчилярин сайындан хятти асылы олур. Функсийанын диференсиалы  юзц дя аргументин функсийасыдыр. Бу функсийанын диференсиалына верилмиш функсийанын ЫЫ тяртиб диференсиалы дейилир вя ашаьыдакы кими ишаря олунур: ; ахырынъы функсийанын диференсиалы ЫЫЫ тяртиб диференсиал вя с. адланыр.
	Мисал 3. функсийасынын ЫЫ тяртиб диференсиалын йазаг. Бунун цчцн бу функсийанын ЫЫ тяртиб тюрямясини тапаг. . Демяли, .
	3. Тейлор чохщядлиси вя дцстуру.  Тутаг ки,  функсийасы щяр щансы  нюгтясиндя -ъи тяртибя гядяр тюрямяси олан функсийадыр. Бу о демякдир ки, функсийа щяр щансы  интервалында  -ъи тяртибя гядяр бцтцн тюрямяляри олан функсийадыр, вя щям дя -ъи тяртиб тюрямяси дя вар.
	 Бу функсийа цчцн Тейлор чохщядлисини йазаг:
	.
	Ардыъыл олараг -ни щесаблайараг эюрярик ки, бу чохщядлинин вя онун -ъи тяртибя гядяр тюрямяляринин (-тяртибли тюрямя дахил олмагла)  нюгтясиндяки гиймятляри  вя онун тюрямяляринин гиймятляриня бярабяр олар. Она эюря дя ясас вар ки, бу чохщядлинин -я чох йахын олдуьуну щюкм едяк.  галыьы бу йахынлыьын юлчц дяряъясидир. Исбат етмяк олар ки, -дя эюстярилян шяртлярля  галыьы -я нисбятян сонсуз кичилян функсийадыр, йяни  .
	Буна эюря дя йаза билярик ки,
	                                (3)
	(3) дцстуру Пеано формалы галыг щядли Тейлор дцстуру адланыр.
	Бу дцстур ашаьыдакы дцстурун тябии цмумиляшмиш формасыдыр:  бу ися  функсийасынын  нюгтясиндя дифференсиалланмасы ифадясидир. Яэяр =0 эютцрсяк, Тейлор дцстуру даща садя шякиля дцшяр:
	                  (4)
	(4) дцстуру Маклорен дцстуру адланыр.
	Мисал 4. Тутаг ки, , онда  истянилян  цчцн доьру олар. Бу щалда  олдуьундан (4) дцстуруна ясасян аларыг:
	Арайыш мягсяди иля  вя  функсийаларынын Тейлор дцстуруну веряк:
	МЯСЯЛЯЛЯР
	1.  функсийасынын 8 нюгтясиндя,  функсийасынын к=2000 нюгтясиндя хяттиляшмясини йазын (М вя щ-параметрляридир).
	2.      функсийаларынын ЫВ щяддя гядяр дягигликля Маклорен дцстуруну йазын.
	3.а)  функсийасынын о нюгтясиндя, б)  функсийасынын  нюгтясиндя ЫЫЫ щяддя гядяр дягигликля Тейлор дцстуруна йазын. 
	 Бу хассяляря бу вя яввялки мцщазирядя верилмиш хцсуси диференсиалланма анлайышы тимсалында бахаг  (файдалылыг функсийасы щаггында  бах 7.1. б.3)
	МЯСЯЛЯЛЯР

	МЯСЯЛЯЛЯР
	Интеграл–рийазиййатын ян мцщцм анлайышларындан биридир. Бу анлайыш елмин, техниканын, игтисадиййатын бцтцн сащяляриндя эениш тятбиг едилир. Дцнйаэюрцшлц ящямиййятя маликдир. Яввялъя она тямиз рийази нюгтейи-нязяриндян бахаг.
	3. Кясилмяз тясадцфи кямиййятляр вя онларын хассяляри.  Яэяр еля мянфи олмайан  функсийасы варса ки, ихтийари  цчцн  олсун. Онда В тясадцфи кямиййяти кясилмяз адланыр.  функсийасы  В тясадцфи   кямиййятинин ещтималынын сыхлыг функсийасы адланыр.
	Юлкя дахилиндя
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