
ЩЯГИГИ  ЯДЯДЛЯР  ЧОХЛУЬУ 

 

§2.Ясас анлайышлар 

 

1.Чохлуг анлайышы.Чохлугларын верилмяси цсуллары.Чохлуг анлайышы рийа-

зиййатын илкин анлайышларындан олуб тярифя малик дейил. Лакин чохлуг дедикдя 

биръинс вя йа биръинс олмайан обйектляр топлусу, кцллцсц, системи баша 

дцшцлцр.Чохлуьу тяшкил едян бу обйектляр чохлуьун елементляри (цнсцрляри) ад-

ланырлар.Рийазиййатын тядгигат обйекти ядядляр олдуьундан бу курсумузда 

елементляри йалныз ядядлярдян ибарят чохлуглары – ядяди чохлуглары юйряняъяйик. 

Рийазиййатда чохлуглар. Адятян бюйцк щярфлярля, мясялян 

 вя с., онларын елементляри ися уйьун кичик щярфлярля 

вя с. иля ишаря олунурлар.  елементинин 

LU,Z,Y,X,D,C,B,A,

L,,,,,,,, uzyxdcba a A  чохлуьунун елементи 

олмасы факты  кими, Aa∈ A  чохлуьунун елементи олмамасы факты ися Aa∉ кими 

йазылыр. Чохлуглар, адятян ашаьыдакы ики цсулла верлирляр : 

а) йа чохлуьунун бцтцн елементляри эюстярилмякля фигурлу мютяризя дахилиндя 

, йахуд ; { }naaaA ,,, 21 L= { }LL ,,,, 21 naaaA =

b) йа да йалныз бу чохлуьунун бцтцн елементляриня хас олан  хассяси эюстя-

рилмякля . 

)(xP

{ })(: xPxA =

 Елементляринин сайы сонлу олан чохлуг сонлу чохлуг, елементляринин сайы 

сонсуз олан чохлуг сонсуз чохлуг адланыр. Щеч бир елементи олмайан чохлуг 

бош чохлуг адланыр вя  кими ишаря олунур. Яэяр Ф A  чохлуьунун бцтцн елемент-

ляри щям дя B  чохлуьунун елементляридирся, онда  A  чохлуьу B  чохлуьунун 

алтчохлуьу адланыр вя бу факт BA ⊂ ( вя йа ) кими йазылыр.Ики Яэяр BA⊆ A  вя B  

чохлугларынын бцтцн елементляри бярабярдирся бу чохлуглар бярабяр чохлуглар 

адланыр: BA = . BA = олмасы цчцн ейни заманда щям A  чохлуьу B -нин, щям дя 

B  чохлуьу A -нын алтчохлуьу (  вя ) олмалыдыр. Мясялян, айдындыр ки, 

вя 

BA ⊆ AB ⊆

{ }2,1=A { }032: 2 =+−= xxxB  чохлуглары бярабярдирляр. Елементляри арасында 

гаршылыглы биргиймятли уйьунлуг олан верилмиш A  вя B  чохлуглары ейниэцълц (ек-

вивалент) чохлуглар адланыр вя B~A кими йазылыр. 
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2. Чохлуглар цзяриндя ямялляр вя онларын хассяляри. 

Верилмиш A  вя B  чохлугларынын бирляшмяси елементляри йа A  чохлуьунун, 

йа да B  чохлуьунун елементляриндян ибарят олан чохлуьа дейилир вя кими 

ишаря олунур. 

BAU

Верилмиш A  вя B  чохлугларынын кясишмяси елементляри щям A  чохлуьунун, 

щям дя B  чохлуьунун елементляриндян ибарят олан чохлуьа дейилир вя ки-

ми ишаря олунур.Башга сюзля, 

BAI

A  вя B  чохлугларынын кясишмяси A  вя B  чохлугла-

рынын ортаг елементляриндян ибарят олан чохлуьа дейилир. 

Шякил 1 

A B

BA∪

A B

BA∩

Шякил 2 

Верилмиш A  вя B  чохлугларынын фярги A  чохлуьунун B  чохлуьуна дахил 

олмайан елементляриндян ибарят олан чохлуьа дейилир вя кими ишаря олунур. BA \

AB ⊂  олдугда  фярги BA \ A  чохлуьунун B  чохлуьуна тамамланмасы адланыр. 

 

Шякил 3 

B
A

BA /

Шякил 4 

A
B

 

Чохлуглар цзяриндя ямяллярин ашаьыдакы хассяляри вар: 

1)  (бирляшмядя коммутативлик хассяси); ABBA UU =

2)  (бирляшмядя ассосативлик хассяси); ( ) ( ) CBACBA UUUU =

3)  (кясишмядя коммутативлик хассяси); ABBA II =

4)  (кясишмядя ассосативлик хассяси); ( ) ( ) CBACBA IIII =
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5) ( ) ( ) ( )CBCACBA IUIIU =  вя (дистрибутивлик хассяляри); 

6) ; AAA =U

7) ; AAA =I

8) . A=ФAU

 

§2.Щягиги ядядляр чохлуьу:ясас анлайышлар 

 

 3. Щягиги ядядлярин сонсуз онлуг кяср шяклиндя эюстярилмяси. Щягиги ядядляр 

чохлуьу расионал вя иррасионал ядядляр олмагла ики чохлуьа бюлцнцрляр.  

Расионал ядядляр ихтисар олунмайан nm  шяклиндя эюстяриля билян ядядляря 

дейилир, бурада m  вя  шяртини юдяйян там ядядлярдир. Расионал олмайан щяр 

бир щягиги ядяд иррасионал ядяд адланыр.     

0≠n

 Щяр бир  расионал ядяд   сонsуз онлуг кясри шяклиндя 

эюстяриля билир, беля ки, бурада -истянилян там ядяд,    ися 0-дан 

9-а гядяр гиймятляр алан там ядядлярдирляр 

LL naaaaa 321,

a LL ,,,,, 321 naaaa

( )90 ≤≤ na . 

 Щяр бир  расионал nm  ядяди йа тамдыр, йа да сонлу вя йа сонсуз дюври 

онлуг кяср шяклиндя эюстяриля билян ядяддир. Иррасионал ядяд ися йалныз сонзуз 

дюври олмайан онлуг кяср шяклиндя эюстяриля биляр.Мясялян 41  вя 31  расионал 

ядядляри уйьун олараг  вя онлуг кясрляри. иррасионал 25,0 L333,0 2  вя π ядядляри 

ися дюври олмайан сонсуз  вя  онлуг кясрляри шяклиндя 

эюстярилирляр. 

L41421356,1 L14159,3

Щяр бир  вя b  ядяляриня гаршы йеэаня гайда иля онларын ъями адланан 

 ядядини вя щасили адланан 

a

ba + ba ⋅  ядядини гаршы гоймаг олар ки. онлар цчцн 

ашаьылакы хассяляр юдянир: 

1.  (топламада коммутативлик хассяси); abba +=+

2. )()( cbacba ++=++  (топламада ассосативлик хассяси); 

3.  (вурмада коммутативлик хассяси); abba ⋅=⋅

4.  (вурмада ассосативлик хассяси); )()( cbacba ⋅⋅=⋅⋅

5. cbcacba ⋅+⋅=⋅+ )(  (топлама вя вурмада дистрибутивлик хассяси); 
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6.   (сыфыр елементин варлыьы хассяси); aaa =+∀∃ 00

7.  (якс елементин варлыьы хассяси); 0)()( =−+−∃∀ aaaa

8. .   (ващид елементин варлыьы хассяси); aaa =⋅∀∃ 11

9.   (тярс елементин варлыьы хассяси). 10 11 =⋅∃≠∀ −− aaaa

 Йухарыда эюстярилян 1.-9. хассяляри щягиги ядядляр чохлуьунун аксиомати-

касы адланыр. 
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Щягиги ядяляр ядяд оху адланан башланьыъ 

нюгтяси олан вя цзяриндя парча узунлуьу юлчмяк 

цчцн ващид узунлуглу парча йяни мигйас тяйин едил

миш истигамятлянмиш дцз хятт цзяриндя нюгтяляр шяк-

линдя тясвир олунурлар. Мцстят ядядляр бу ох цзяриндя башланьыъ адланан нюг

дян ох истигамятиндя,мянфи ядядляр ися башланьыъ адланан нюгтядян охун якси 

истигамятиндя тясвир олунурлар (шякил 5). 

Шякил 5 
O 1 2 31−2− 4

N M

 

§3. Ядяди чохлугларын сярщядляри 

 

Тутаг ки, X -щягиги ядядлярин бош олмайан чохлуьудур. 

Тяриф. X  чохлуьу о щалда йухарыдан (ашаьыдан) мящдуд чохлуг адланыр ки, 

истянилян  цчцн бярабярсизлийини  юдяйян  ядяди тапмаг 

мцмкцн олсун. 

Xx∈ )( cxcx ≥≤ c

Бу щалда, ядяди c X  чохлуьунун йухары (ашаьы) сярщядди адланыр. 

Щям йухарыдан, щям дя ашаьыдан мящдуд олан чохлуг мящдуд чохлуг 

адланыр. 

X  чохлуьунун йухардан (ашаьыдан) мящдуд едян ядядлярин ян кичийи 

(бюйцйц) X  чохлуьунун дягиг йухары (дягиг ашаьы) сярщядди адланыр вя  Xsup

( Xinf ) символу иля ишаря олунур. 

Дягиг йухары (дягиг ашаьы) сярщяддин хассяляри. Истянилян гядяр кичик 

0>ε ядяди цчцн, еля  ядяди вар ки, Xx∈ ( )εε +<−> XxXx infsup бярабярсизлийи 

юдянир. 

 Теорем. Йухардан (ашаьыдан) мящдуд истянилян бош олмайан ядяди чох-
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луьун дягиг йухары (ашаьы) сярщядди вар.  

X  чохлуьу йухардан (ашаьыдан) мящдуд дейился, ( )−∞=+∞= XX infsup  

йазылыр. 

 

§4. Щягиги ядядин мцтляг гиймяти 

 

Тяриф. x  ядядинин мцтляг гиймяти,  олдугда 0≥x x  ядядини юзцня. 0<x  ол-

дугда ися   ядядиня дейилир. )( x−

x  ядядинин мцтляг гиймяти x  символу иля 

ишаря олунур. Беляликля 

Шякил 6 
O 1 2 31−2− 4a

a

b

b
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 Мясялян,  ( ) .00;555;55 ==−−=−=+  

 Мцтляг гиймятлярин ясас хассяляри: 

1)  0≥x ; 

2)  xx −= ; 

 3)  xxx ≤≤− , 

4)  ( 0>≤ εεx )  бярабярсизлийи εε ≤≤− x  демякдир; 

5)  ( 0>≥ ααx ) бярабярсизлийи йа α≥x , йа да α−≤x  демякдир; 

6)  yxyx +≤+ (цчбуъаг хассяси);   

7)  yxyx −≥±  ;  

8)  yxyx ⋅=⋅   ;   

9)  ( )0≠= y
y
x

y
x  .  
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Комплекс ядядляр вя онларын щяндяси тясвири 
 

 

Мялум олдуьу кими,  щягиги ядядинин квадраты мянфи олмайан ядяд ол-

дуьундан, мянфи ядядин ъцт дяряжядян, мясялян 2-ъи дяряжядян кюкц йохдур. 

Чцнки, кюкалманын тярифиня эюря 

a

25−  еля бир  ядядиня бярабяр олмалыдыр ки, 

олсун, бу бярабярликлярин сол тяряфи мянфи олмайан саь тяряфи ися мянфи 

ядяд олдуьундан, бу бярабярлийи юдяйян щягиги  ядяди тапмаг мцмкцн дейил. 

Лакин квадраты -1-я бярабяр олан ядядин варлыьыны гябул едиб ону  иля ишаря ет-

сяк вя хяйалы ващид адландырсаг, онда мянфи ядядлярдян дя ъцт ядяддян кюк 

алмаг олар, мясялян 

c

252 −=c

c

i

ii 55)1(2525 22 ±=⋅=−⋅=−  аларыг. Бу ъцр ядядляр сырф 

хяйали ядядляр адланыр. 

Тяриф 1. а вя б щягиги ядядляр олдугда, 

 ibaz +=                                                             (1)  

шяклиндя эюстярилян ядядляря комплекс ядядляр дейилир. Бурада - a z комплекс 

ядядинин щягиги щиссяси адланыр вя za Re=  кими , - ися b z комплекс ядядинин 

хяйали щисся ямсалы адланыр вя zİmb =  кими ишаря олунур. (1) бярабярлийиндя 0=a  

олдугда олур ки, бу да сырф хяйалы ядяд, ibz = 0=b  ол-

дугда ися az = олур ки, бу да сырф щягиги ядяд олаъаг. 

Шякил 1 
O

İm

Rea

b
)(zM

z  комплекс ядяди бир ъцт щягиги вя  ядядляри 

васитясиля биргиймятли тяйин олундуьундан, щягиги 

ядядлярдян фяргли олараг, комплекс ядядляр бир щягиги 

ох васитясиля дейил, бир ъцт щягиги ох васитясиля, ком-

плекс мцстявидя нюгтя шяклиндя тясвир олунурлар (шякил 

1).  

a b

 Тяриф 2. Верилмиш комплекс ядяддян йалныз хяйали щисся ямсалынын ишарясиля 

фярглянян комплекс ядяд верилмиш комплекс ядядин гошмасы адланыр вя z  кими 

ишаря олунур 

ibaz −= .                                                         (2) 

(1) вя (2) айрылышларындан эюрцндцйц кими, гаршылыглы гошма ики комплекс 

ядяд комплекс мцстяvидя щягиги оха нязярян симметрик  вя ( baM ; ) ( )baM −;1  
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нюгтяляри шяклиндя тясвир олунурлар (шякил 2). 

 Ики комплекс ядяд о щалда бярабяр àäëàíûð êи, 

онларын щягиги вя хяйалы щисся ямсаллары цст-цстя дцшсцн.  

Демяли,  комплекс ядяди о щалда сыфыра бярабяр 

олаъаг ки, бу комплекс яддин щягиги щисся вя хяйали щисся 

ямсалы цчцн 

z

0=a  вя  бярабярликляри юдянсин.0 0=b ≠z  

олдугда a  вя b  ядядляри ейни заманда сыфра бярабяр ола билмяз . )0( 22 ≠+ ba

O

İm

Rea

b
)(zM

)(zM
b−

Шякил 2

z  комплекс ядядинин (1) бярабярлийи z  комплекс ядядинин щесаби шяклидя 

йазщылышы адланыр.  

 

Комплекс ядядляр цзяриндя щесаб ямялляри 

Ики комплекс ядядин ъями 

 

Фярз едяк ки, щесаби  

 111 ibaz +=                                               (1) 

вя 

 222 ibaz +=                                               (2) 

шяклиндя  вя  комплекс ядядляри верилмишдир, 1z 2z ,,Re,Re 112211 zİmbzaza ===  

 Бу вя  комплекс ядядляринин .22 zİmb = 1z 2z 21 zz +  ъяминя бахаг. 

( ) ( )ibbaaibaibazz 2121221121 +++=+++=+  

bbbaaa =+=+ 2121 ,  ишаря етсяк, сонунъу бярабярликдян 

( ) ( ) ibaibbaazz +=+++=+ 212121  

комплекс ядяди алынар ки, бу комплекс ядяди дя z  иля ишаря етсяк, верилмиш вя 

 комплекс ядядляринин 

1z

2z 21 zz +  ъяминин еля z комплекс ядядиня бярабяр ол-

дуьуну аларыг ки, бу комплекс ядядин щягиги щиссяси  верилмиш комплекс 

ядядлярин вя  щягиги щиссяляринин ъяминя 

a

1a 2a 21 aaa += , хяйали щисся ямсалы ися 

верилмиш комплекс ядядлярин вя  хяйали щисся ямсалларынын ъяминя 

b

1b 2b 21 bbb +=  

бярабяр олсун: 

 
( )
( ) ⎭

⎬
⎫

+=+
+=+

.ImImIm
,ReReRe

2121

121

zzzz
zzzz

                                        (3) 
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 Демяли, верилмиш  вя  комплекс ядядляринин ъями еля комплекс ядядя 

дейилир ки, онун щягиги щиссяси, верилмиш комплекс ядядляринин щягиги щиссяляринин 

ъяминя, хяйали щисся ямсалы ися хяйали щисся ямсалларынын ъяминя бярабяр олсун. 

1z 2z

 

Ики комплекс ядядин фярги 

 

Инди ися, уйьун олараг, (1) вя (2) щесаби шякилляриндя верилмиш вя  ком-

плекс ядядляринин  ъяминя бахаг. 

1z 2z

21 zz −

 ( ) ( )ibbaaibaibazz 2121221121 )( −+−=+−+=−   

олдуьундан, bbbaaa =−=− 2121 ,  ишаря етсяк, сонунъу бярабярликдян 

 ( ) ( ) ibaibbaazz +=−+−=− 212121   

комплекс ядяди алынар ки, бу комплекс ядяди дя z  иля ишаря етсяк, верилмиш 

вя  комплекс ядядляринин 1z 2z 21 zz −  ъяминин еля z комплекс ядядиня бярабяр 

олдуьуну аларыг ки, бу комплекс ядядин щягиги щиссяси  верилмиш комплекс 

ядядлярин вя  щягиги щиссяляринин фяргиня 

a

1a 2a 21 aaa −= , хяйали щисся ямсалы ися 

верилмиш комплекс ядядлярин вя  хяйали щисся ямсалларынын фяргиня 

b

1b 2b 21 bbb −=  

бярабяр олсун: 

  (4) 
( )
( ) ⎭

⎬
⎫

−=−
−=−

.ImImIm
,ReReRe

2121

121

zzzz
zzzz

 Демяли, верилмиш  вя  комплекс ядядляринин ъями еля комплекс ядядя 

дейилир ки, онун щягиги щиссяси, верилмиш комплекс ядядляринин щягиги щиссяляринин 

фяргиня, хяйали щисся ямсалы ися хяйали щисся ямсалларынын фяргиня бярабяр олсун. 

1z 2z

 

Ики комплекс ядядин щасили. 

 Уйьун олараг, (1) вя (2) щесаби шякилляриндя верилмиш вя  комплекс 

ядядляринин  щасилиня бахаг. 

1z 2z

21 zz ⋅

 ( )( ) ( ) ( 1221212121
2

122121221121 babaibbaabbibiabiaaaibaibazz ++−=+++=++=⋅ )  

(бурада  бярабярлийи дя нязяря алынмышдыр) олдуьундан, 12 −=i

bbabaabbaa =+=− 12212121 ,  ишаря етсяк, сонунъу бярабярликдян 

 ( )( ) ( ) ( ) ibababaibbaaibaibazz +=++−=++=⋅ 12212121221121   
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комплекс ядяди алынар ки, бу комплекс ядяди дя z  иля ишаря етсяк, верилмиш 

вя  комплекс ядядляринин 1z 2z 21 zz ⋅  щасилинин еля z комплекс ядядиня бярабяр 

олдуьуну аларыг ки, бу комплекс ядядин щягиги щиссяси  вя хяйали щисся ямсалы 

 верилмиш комплекс ядядлярин щягиги щиссяляри вя  хяйали щисся ямсал-

лары васитяси иля  

a

b 21,aa 21,bb

  
⎭
⎬
⎫

+=
−=

1221

2121 ,
babab
bbaaa

шякилдя ифадя олунсун.Сонунъу бярабярлийи ачыг шякилдя  

  (5) 
( )
( ) ⎭

⎬
⎫

⋅+⋅=−
⋅−⋅=⋅

.ReReIm
,ReReRe

212121

212121

zzİmzİmzzz
zİmzİmzzzz

шяклиндя дя йазмаг олар 

 Демяли, верилмиш  вя  комплекс ядядляринин щасили и еля комплекс ядядя 

дейилир ки, онун щягиги щиссяси, верилмиш биринъи комплекс ядядляринин щягиги щисся-

ляринин щасили иля хяйали щисся ямсалlарынын щасилляри фяргиня,хяйали щисся ямсалы ися 

биринъинин щягиги щиссяси иля икинъинин хяйали щисся ямсалынын вя икинъинин щягиги щис-

сяси иля биринъинин хяйали щисся ямсалынын щасилляри ъяминя бярабяр олсун. 

1z 2z

Эюстярмяк олаr ки, гаршылыглы гошма ики комплекс ядядин щасили щямишя щя-

гиги ядяддир.Тутаг ки, ibaz +=  комплекс ядяди верилиб. Онда бу комплекс 

ядядя гошма олан ядяд ibaz −=  комплекс ядяди олаъаг. Ики комплекс ядядин 

щасили гайдасына ясасян. Бу ики гошма комплекс ядядин щасили  

 ( )( ) 22222 babiaibaibazz +=−=−+=⋅  

ядядиня бярабяр олаъаг ки, бу да сырф щягиги ядяддир. 

 

Ики комплекс ядядин нисбяти. 

Фярз едяк ки,уйьун олараг, щесаби (1) вя (2) шяклиндя вя  комплекс 

ядядляри верилмишдир вя  (йяни ) шярти юдянир. Бу комплекс ядяд-

лярин 

1z 2z

02 ≠z 02
2

2
2 ≠+ ba

2

1

z
z  нисбятиня бахаг. Бу нисбятин сурят вя мяхряъини  комплекс ядядинин 2z

222 ibaz −=  гошмасына вурсаг 
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( ) ( )
( )( )

( ) ( )
2
2

2
2

2112
2
2

2
2

2121
2
2

2
2

21122121

2
2

2
2

12
2

122121

2222

2211

22

11

2

1

ba
babai

ba
bbaa

ba
babaibbaa

ba
bbibiabiaaa

ibaiba
ibaiba

iba
iba

z
z

+
−

+
+
+

=
+

−++
=

=
+

−+−
=

−+
−+

=
+
+

=
 

аларыг ки, b
ba

babaa
ba

bbaa
=

+
−

=
+
+

2
2

2
2

2112
2
2

2
2

2121 , ишаря етмякля, сонунъу бярабярликдян 

 iba
ba

babai
ba

bbaa
z
z

+=
+
−

+
+
+

= 2
2

2
2

2112
2
2

2
2

2121

2

1  

комплекс ядяди алынар ки, бу комплекс ядяди дя z  иля ишаря етсяк, верилмиш 

вя  комплекс ядядляринин 1z 2z
2

1

z
z  нисбятинин еля z комплекс ядядиня бярабяр ол-

дуьуну аларыг ки, бу комплекс ядядин щягиги щиссяси  вя хяйали щисся ямсалы  

верилмиш комплекс ядядлярин щягиги щиссяляри вя  хяйали щисся ямсаллары 

васитяси иля  

a b

21,aa 21,bb

 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

+
−

=

+
+

=

2
2

2
2

2112

2
2

2
2

2121 ,

ba
babab

ba
bbaaa

 

шякилдя ифадя олунсун.Сонунъу бярабярлийи ачыг шякилдя  

 ( ) ( )

( ) ( ) ⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

+

⋅−⋅
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⋅+⋅
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2
2

2
2

2112

2

1

2
2

2
2

2121

2

1

Re
ReRe

,
Re

ReReRe

zİmz
zİmzzİmz

z
zİm

zİmz
zİmzİmzz

z
z

 (6) 

шяклиндя дя йазмаг олар 

 

Комплекс ядядин гцввятя йцксялдилмяси цчцн Муавр дцстуру. 

 

Тутаг ки, сыфырдан фяргли олан ibaz +=  комплекс ядяди верилиб, йяни 

 шярти юдянир.Бу комплес ядяди  ядядиня вуруб бюлсяк 022 ≠+ ba 022 ≠+ ba

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
+

+
⋅+=

+

+
⋅+=+=

2222

22

22

22

ba
bi

ba
aba

ba
ibabaibaz  

аларыг. 
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 1
22

2

2222
≤

+
=

+
=

+ ba
a

ba

a

ba
a  вя 1

22

2

2222
≤

+
=

+
=

+ ba
b

ba

b

ba
b  ол-

дуьундан ψϕ sin,cos
2222
=

+
=

+ ba
b

ba
a  ишаря етмяк олар. 

 122

22

22

2

22

22

22

2

22
≡

+
+

=
+

+
+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+ ba
ba

ba
b

ba
a

ba

b

ba

a  олдуьундан ϕψ = , 

йяни 

ϕϕ sin,cos
2222
=

+
=

+ ba
b

ba
a  олаъаг ки, 22 ba +=ρ ишаря етсяк ibaz +=  

комплекс ядяди цчцн ( )ϕϕρ sincos
2222

22 i
ba

bi
ba

abaibaz +=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
+

+
⋅+=+=  

бярабярлийини алмыш оларыг, щарада ки. 
a
btgba =+= ϕρ ,22  вя йа 

a
barctgba =+= ϕρ ,22  кими тяйин олунур. 

 ( )ϕϕρ sincos i+  ифадяси ibaz +=  комплекс ядядинин тригонометрик шякли ад-

ланыр, бурада 22 ba +=ρ  ядяди z  комплекс ядядинин модулу адланыр вя z=ρ  

кими, 
a
barctg=ϕ  ядяди ися z  комплекс ядядинин аргументи адланыр вя zArg.=ϕ  

ишаря олунур. 

  комплекс ядядинин модулу, щяндяси олараг, 

щягиги вя хяйали охун кясишмя нюгтядян бу 

z

Шякил 3 

ρ

ϕ
O

b

b

İm

)(zM

a a Re

z  ядядинин 

тясвир олундуьу нюгтяйядяк олан истигамятлянмиш пар-

чанын узунлуьуну, z комплекс ядядинин аргументи 

олан ϕ  буъаьы ися бу истигамятлянмиш парчанын щягиги 

охун мцсбят истигамятиля саат ягряби щярякятинин якси 

истигамятиндя ямяля эятирдийи буъаьы ифадя едир (шякил 

3). 

 ( )oo 315sin315cos21 iiz +=−=  

 211 =+=ρ  

  o315=ϕ
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Ики комплекс ядядин щасили 

Фярз едяк ки, тригонометрик  

 ( )1111 sincos ϕϕρ iz +=  (6) 

вя 

 ( )2222 sincos ϕϕρ iz +=  (7) 

шяклиндя вя  комплекс ядядляри верилмишдир, 1z 2z ,,, 221111 zzArgz === ρϕρ  

22 zArg=ϕ . вя  комплекс ядядляринин 1z 2z 21 zz ⋅  щасилиня бахсаг 

( ) ( ) [
] ( )[

( )] [ ] ,)sin()cos(sincoscossin
sinsincoscossinsincossinsincos

coscossincossincos

2121212121

21212121
2

2121

212122112121

ϕϕϕϕρρϕϕϕϕ
ϕϕϕϕρρϕϕϕϕϕϕ

ϕϕρρϕϕϕϕρρ

+++=++
+−=+++

+=++⋅=⋅

ii
iii

iizz
 

2121 , ϕϕϕρρρ +==  ишаря етмякля ися, сонунъу бярабярликдян  

 [ ] ( )ϕϕρϕϕϕϕρρ sincos)sin()cos( 21212121 iizz +=+++=⋅  

алырыг. Бу комплекс ядяди ( )ϕϕρ sincos iz +=  иля ишаря етсяк , уйьун олараг 

тригонометрик (6) вя (7) шяклиндя верилмиш  вя  комплекс ядядляринин 1z 2z 21zzz =  

щасили цчцн  

 
( ) ⎭

⎬
⎫

+=⋅

⋅=⋅

2121

2121

zArgzArgzzArg
zzzz

 (8) 

дцстуруну алырыг. 

Демяли, тригонометрик шяклиндя верилмиш ики комплекс ядядин щасилинин моду-

лу верилмиш комплекс ядядлярин модуллары щасилиня, аргументи ися аргументляри 

ъяминя бярабярдир. 

Тутаг ки, ( )ϕϕρ sincos iz +=  комплекс ядяди верилиб.Тригонометрик шякилдя 

верилмиш комплекс ядядлярин щасили цчцн йухарыда эюстярилян гайданы бу ком-

плекс ядядин  гцввятляриня тятбиг етсяк LL ,,,, 32 nzzz

 ( ) ( )( ) ( )ϕϕρϕϕϕϕρ 2sin2cossincos 222 iizzz +=+++=⋅= , 

 ( ) ( )( ) ( )ϕϕρϕϕϕϕρ 3sin3cos2sin2cos 3323 iizzz +=+++=⋅= , вя с. 

 [ ] ( )[ ]nnn ininz ϕϕρϕϕρ sincossincos +=+=   

дцстурларыны алмыш оларыг. ( )ϕϕρ sincos iz +=  олдуьуну нязяря ал-

саг,сонунъу бярабярликдян  
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  (9)  ( )[ ] [ ϕϕρϕϕρ nini nn sincossincos +=+ ]

дцстуру алыныр.(9) дцстуру н-ъи дяряъядян Муавр дцстуру адланыр. 

Хцсуси щалда олдугда, (9) дцстурундан  1−=n

 ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]ϕϕ
ρ

ϕϕρ −+−=−+−== −− sincos1sincos1 11 ii
z

z  

алыныр ки, бу щалда (6) вя (7) шяклиндя верилмиш ики комплекс ядядин нисбяти 

цчцн 

 ( ) ([ ]2121
2

1

2

1 sincos ϕϕϕϕ
ρ

)ρ
−+−= i

z
z  (10) 

бярабярлийи алыныр. 

Лакин комплекс ядядин -ъи дяряъядян гцввятя йцксялдилмясиндян фяргли 

олараг, -ъи дяряъядян кюкцнцн щесабланмасы заманы 

n

n ( ),2sinsin kπϕϕ +=  

( ) L;2;1;0,2coscos ±±=+= kkπϕϕ бярабярликляринин нязяря алынмасы ваъибдир.  

 ( ) ( ) ( )[ ] L;2;1;0,2sin2cossincos ±±=+++=+= kkikiz πϕπϕρϕϕρ  (11)  

бу z комплекс ядядин н –ъи дяряъядян кюкц цчцн 

 

( ) ( )[ ]{ }

)(12,3;2;1;0,2sin2cos

2sin2cos2sin2cos
111

L±±±==⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

+
+

=+++==

kz
n
k

n
i

n
k

n

n
ki

n
kkikzz

k
n

nnnn

πϕπϕρ

πϕπϕρπϕπϕρ

  

дцстуру алыныр. 

(12) бярабярлийиндян эюрцндцйц кими, z  комплекс ядядинин -ъи дяряъя-

дян кюкц йалныз

n

1,,2,1,0 −= nk L  гиймятляриндя бир-бириндян фяргли 

 гиймятляри алаъаг. Галан диэяр гиймятляр бу 

гиймятляринин тякрары олаъаг. 

1210 .....,,,, −nzzzz

1210 .....,,,, −nzzzz

Демяли, комплекс ядядинин -ъи дяряъядян кюкцнцн бир-бириндян фяргли йал-

ныз  сайда гиймяти вар, галан гиймятляр бу гиймятлярин тякрарыдыр.  

n

n
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Матрисляр вя онлар цзяриндя ямялляр. 

mn×  сайда   ядядляриндян 

дцзялдилмиш  

mnmmnn aaaaaaaaa ,,,,,,,,,,,, 212222111211 LLLL

                                                

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞
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⎜
⎜
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⎝

⎛

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

L

LLLLLLLL

L

L

21

22221

12111

шяклиндя ъядвял  юлчцлц дцзбуъаглы матрис адланыр. Эюрцндцйц кими, матрис 

сятр вя сцтунлардан ибарятдир. Матриси тяшкил едян елементляр, адятян икигат 

индексля ишаря олунур, беля ки, матрисин   елементи бу елементин верилмиш 

матрисин -ъи сятри иля 

mn×

ija

i j -ъи сцтунунун кясишмясиндя йерляшдийини эюстярир. Матрисляр 

адятян онун елементляринин ишаря олундуьу  бюйцк щярфля ишаря олунур. матрисдя 

Сятрляринин сайы сцтунларынын сайына бярабяр олан  матрис квадрат матрис адланыр. 

Мясялян, сятрляринин сайы сцтунларынын сайына бярабяр олан   m n

                                                

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞
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⎜
⎜
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⎛
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n

n

aaa
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A

L

LLLLLLLL

L

L

21

22221

11211

матриси  тяртибли квадрат матрис.  елементляри ися бу  тяртибли квадрат 

матрисин баш диогнал елементляри адланыр. 

n nnaaa .....,, 2211 n

  Квадрат матрисдя баш диогнал елементляриндян йа йухарыдан, йа да 

ашаьыдакы елементярин щамысы бярабяр олан  
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A

L
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L

L

00

0 222

11211

 матриси цчбуъаг матрис, баш диогнал елементляриндян щям ашаьы, щям йухарыда 

дуран елементляринин щамысы сыфыра бярабяр олан, йяни йалныз баш диогнал 

елементляриндян ибарят  
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L
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L

L

00
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22

11

матриси ися диогнал матрис адланыр.Бцтцн елементляри вщидя бярабяр олан диогнал 

марис ващид матрис адланыр вя E  иля ишаря олунур. 
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L
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E

nm×  юлчцлц дцзбуъаглы матрисдя сцтунларын сайы  1-я  бярабяр олан юлчцлц сцтун 

матрис адланыр. 
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ma
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a
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L

mюлчцлц сцтун матрис,  сятирляринин сайы 1-я бярабяр олан  ( )naaa 12211 ,,, L  матриси ися 

 юлчцлц сятр матрис адланыр. n

Бцтцн елементляри сыфырлардан ибарят олан матрис сыфр матрис адланыр.  

Ики  вя  матрисляри, о щалда 

бярабяр адланыр ки, онларын юлчцляри бярабяр олмагла уйьун елементляри цст-цстя 

дцшсцн: 
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
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aaa
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⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mnmm

n

n

bbb

bbb
bbb

B

L

LLLLLLLL

L

L

21

22221

11211

njmiba ijij ,,2,1;,,2,1, LL ===  . 

Матрисляр цзяриндя хятти ямялляр 

Ейни юлчцлц ики матриси топламаг, чыхмаг, матриси ядядя вурмаг олар. Матрисляр 

цзяриндя бу ямялляр матрисляр цзяриндя хятти ямяллярадланыр. 
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Матрислярин топланмасы 

Ейни олчцлц ( ) nj
miijaA ,1

,1
=

=
=   вя  ( ) nj

miijbB ,1
,1

=

=
=   матрисляринин ъями бу юлчцлц еля ( ) nj

miijcC ,1
,1

=

=
=  

матрисиня дейилир ки, истянилян njmi ,,2,1;,,2,1 LL ==  гиймятляриндя ijijij bac +=  

бярабярлийи юдянсин. Башга сюзля, ейни олчцлц ики  вя 

 матрисляринин ъями  

матрисиня дейилир. 
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⎜
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⎟
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11211

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+++

+++
+++

=

mnmnmmmm

nn

nn

bababa

bababa
bababa

C

L

LLLLLLLLLLLLLL

L

L

2211

2222222121

1112121111

 Йяни ейни олчцлц матрислярин ъями уйьун елементляринин ъямляриндян ибарят 

олан матрися дейилир.             

Ядядлярин топланмасында ijijijij abba +=+   коммутативлик, 

  ассосативлик хассяляринин юдянмясиндян,  матрислярин 

топланмасында да коммутативлик вя ассосативлик хассяляри юдянмяси алыныр: 

)()( ijijijijijij cbacba ++=++

1. ABBA +=+                          коммутативлик хассяси;                       

2.           ассосативлик хассяси. )()( CBACBA ++=++

 

 

Матрисин ядядя вурулмасы 

Тутаг ки,  юлчцлц дцзбуъаглы  матриси  вя nm×

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
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aaa
aaa
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L

LLLLLLLL
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L

21

22221

11211

λ  щягиги 

ядядди верилмишдир.  A  матрисинин λ  щягиги ядядиня вурулмасы, бу матрисин щяр бир 

елементинин верилмиш λ  ядядиня щасилиндян ибарят олан матрися дейилир  
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                                      ,   

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=⋅

mnmm

n

n
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aaa
aaa

A

λλλ

λλλ
λλλ

λ

L

LLLLLLLL

L

L

21

22221

11211

башга сюзля, матриси ядядя вурмаг цчцн матрисин щяр бир елементини щямин ядядя 

вурмаг лазымдыр.  

Матрисин ядядя вурулмасы заманы  

1)   BABA λλλ +=+ )(     (матрислярин ъяминя нязярян  дистрибутивлик); 

2)   ( ) AAA μλμλ +=+       (ядяди вуругларын ъяминя нязярян дистрибутивлик) 

 хассяляри доьрудур 

                                  Матрислярин чыхылмасы 

Ейни юлчцлц ики A  вя B  матрисляринин BA −  фярги BA )1(−+  матрисиня дейилир.Ейни 

 юлчцлц  nm×
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  вя   матрисляринин 
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BA −  фярги цчцн 
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⎟
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дцстуруну алырыг. Йяни ейни олчцлц матрислярин фярги бу матрислярин уьун 

елементляринин фяргляриндян ибарят олан матрися дейилир.  

Ики матрисин щасили 
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Тутаг ки,  юлчцлц дцзбуъаглы  вя  юлчцлц дцзбуъаглы km×
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 матрисляри верилмишдир; A  матрисинин сцтунларынын (йяни сятр 

елементляринин) сайы B  матрисинин сятрляринин (йяни сцтун елементляринин) сайына 

бярабярдир. 

 Бу ъцр A  вя B  матрисляринин AB  щасили еля ( ) nj
miijcC ,1

,1
=

=
=  матрисиня дейилир ки, бу 

матрисин -ъи сятрля i j -ъи сцтунунун кясишмясиндя дуран  елементи ijc A  матрисинин 

-ъи сятр i B  матрисинин ися j -ъи сцтун елементляринин щядбящядд щасилляри ъяминя 

бярабяр олсун: 

                 kjikjijiij bababac +++= .......2211        nijmi ,,2,1;,,2,1 LL === .                     (1) 

 

 

 

 

 

 

Эюстярмяк олар ки, ABBA ⋅≠⋅ , йяни  ики матрисин щасилиндя комутативлик  хассяси 

юдянмир. одур ки, ики матрисин щасилиндя щансы матрисин диэяриня саьдан вя йа 

солдан вурулмасынын бюйцк ящямиййяти вар. 

          BA ⋅  щасили A   матрисинин B  матрисиня солдан щасили, AB ⋅  щасили ися A   

матрисинин B  матрисиня саьдан щасили адланыр.Ващид E  матриси цчцн 

           AAEEA =⋅=⋅   

бярабярлийи доьрудур, йяни ващид матрися солдан вя йа саьдан щасилляр бярабярдир. 
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Бундан ялавя матрислярин ъями вя щасили цчцн  

( ) CBCACBA ⋅+⋅=⋅+ ; 

( ) BCACBAC ⋅+⋅=+⋅  

дистрибутивлик хассяляри доьрудур. 

           

           ( 

 

2 вя 3 тяртибли детермантлар. 

Тутаг ки,  цчтяртибли  

                          
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
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333231

232221
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⎠

⎞
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⎝

⎛
=

2221

1211

aa
aa

A иикитяртибл

квадрат матриси верилмишдир. Бу квадрат матрисин щядляриндян дцзялмиш                                 

                  332112113223312213312312133221332211 aaaaaaaaaaaaaaaaaa −−−++  

                                   ( )21122211 aaaa −                     

ифадяси цчтяртибли  (икитяртибли) детерминант адланыр вя 

               

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

        ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

2221

1211

aa
aa

          

кими  ишаря олунур: 

332112113223312213312312133221332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa

−−−++=           (1) 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= 21122211

2221

1211 aaaa
aa
aa

                                                                                         (2) 

Цчтяртибли детерминантын (1) айрылышындан дян эюрцндцйц кими, цчтяртибли 

детерминант 6 топлананын ъяминдян ибарятдир. Бу топлананлардан 3-ц  «+» ишаря 

иля, диэяр 3-ц  ися «-» ишаря иля эютцрцлмцшляр. Цчтяртибли детерминантын «+» вя «-»  
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ишарялярля эютцрцлмцш топлананларында вуруглары тяйин етмяк цчцн чох вахт 

«цчбуъаг»  гайдасы адланан ашаьыдакы гайдадан истифадя едилир.  

•••
•••
•••

 

•••
•••
•••

 

Икитяртибли детерминантлар цчцн ачылын гайдасы бир гядяр садя олуб, икитяртибли 

детерминант баш диогонал елементляри щасили иля кюмякчи диогонал елементляринин 

щасилляри фяргиня бярабярдир, кими ифадя олунур. 

••
••

 

Детерминантын ясас хассяляри. 

  Цчтяртибли детерминантын, яслиндя бцтцн тяртиб детерминантлара аид олан 

хассяляри юйряняк. Бу хассяляри дцстур шяклиндя яйани нцмайиш етдирмяк цчцн, 

цчтяртибли детерминантын сцтун елементлярини мцхтялиф щярфлярля ишаря едяк. 

Цчтяртибли детерминантын (1) айрылышындан 

             321132321321132321

333

222

111

cababcabcacbcbacba
cba
cba
cba

−−−++=                   (3) 

дцстуруну аларыг. 

 Хасся 1. Детерминантын сятр елементляринин онун уйьун сцтун елементляри  иля 

явяз етдикдя детерминант дяйишмяз:      

                                           

321

321

321

333

222

111

ccc
bbb
aaa

cba
cba
cba

=   .                                      (4) 
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(4) бярабярлийинин исбаты, бу дцстурун щяр ики тяряфиндя дуран цчтяртибли 

детерминантлара  бу детерминантларын  ачылмышы цчцн (3) дцстуру ну тятбиг етмякля 

билаваситя алыныр: 

                      321132321321132321

333

222

111

cababcabcacbcbacba
cba
cba
cba

−−−++= ; 

                      312123123132321321

321

321

321

cbaacbcbacbaacbcba
ccc
bbb
aaa

−−−++= . 

 Детерминантларын бу хассяси, детерминантда сятр вя сцтунларынын бярабяр 

щцгуглу олдугларыны вя детерминантын щяр щансы сцтунуна аид едилян хассянин 

онун сятриня дя  аид едилмяли олдуьуну эюстярир. 

 Хасся 2. Детерминантда щяр щансы ики сцтцнун (вя йа сятрин) йерини дяйишдикдя 

детерминант ишарясини яксиня дяйишир: 

                       

333

222

111

333

222

111

cab
cab
cab

cba
cba
cba

−=    .                                              (5) 

Бу хассянин дя исбаты, 1-ъи хассянин исбаты кими, (5) бярабярлийин щяр ики тяряфиндя 

дуран детерминантлара (3) дцстуруну тятбиг етмякля билаваситя алыныр. 

 Хасся 3. Щяр щансы ики сцтун вя йа сятр елементляри ейни олан детерминант сыфра 

бярабярдир: 

                                                   0

333

222

111

=
caa
caa
caa

.                                        (6)  

          

333

222

111

caa
caa
caa

=Δ ишаря едиб, бу детерминанта детерминантын йухарыда 

эюстярилян 2-ъи хассясини тятбиг етсяк,    
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 Δ−=−==Δ

333

222

111

333

222

111

caa
caa
caa

caa
caa
caa

, бурадан ися 02 =Δ , йахуд аларыг. 0=Δ

 Хасся 4. Детерминантын щяр щансы сцтун (вя йа сятир) елементляринин мйяййян 

λ  ядядиня вурулмасындан алынан детерминант еля щямин детерминантын бу λ  ядядиня 

щасилиня бярабярдир: 

                                  

333

222

111

333

222

111

cba
cba
cba

cba
cba
cba

⋅= λ
λ
λ
λ

 .                                      (7) 

(7) бярабярлийинин дя исбаты, бу бярабярлийин щяр ики тяряфиндя дуран 

детерминантлара (3) дцстуруну тятбиг етмякля алыныр. 

 Бу хасся, чох заман, детерминантын ядядя вурулмасы гайдасы да адланыр: 

детерминанты ядядя вурмаг цчцн, онун щяр щансы бир сцтун вя йа сятр елементлярини  

λ  ядядиня вурмаг кифайятдир. 

 Хасся 5. Щяр щансы бир сцтун (вя йа сятр) елементляри сыфра бярабяр олан 

детерминант сыфра бярабярдир: 

                                         0
0
0
0

33

22

11

=
ca
ca
ca

.                                              (8) 

Доьрудан да, детерминантын 4-ъц хассясиня ясасян             

                  00
0
0
0

0
0
0

333

222
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333
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33
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=⋅=
⋅
⋅
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cba
cba
cba

ca
ca
ca

  

алырыг. 

Хасся 6. Щяр щансы ики сцтун (вя йа сятр) елементляри мцтянасиб олан  

детерминант сыфра бярабярдир: 

мясялян,   

                                                  λ===
3

3

2

2

2

1

c
b

c
b

c
b

                                        (9) 
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олдугда,    0

333

222

111

=
cba
cba
cba

  олаъаг. 

доьруданда, (9) бярабярликляриндян 332211 ,, cbcbcb λλλ === алырыг ки, бу 

бярабярликляри дя верилмиш детерминантда нязяря алыб, она детерминантларын яввял 

4-ъц, даща сонра ися 3-ъц хассялярини тятбиг етмякля 

                         00

333

222

111

333

222

111

333

222

111

=⋅=⋅== λλ
λ
λ
λ

cca
cca
cca

cca
cca
cca

cba
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cba

  

алырыг. 

Хасся 7. Детерминантын щяр щансы бир сцтун (вя йа сятир) елементляри ики 

топланан ъяминдян ибарятдирся, бу детерминант еля ики детерминантын ъяминя 

бярабярдир ки, 1-ъи детерминантда щямин сцтун (вя йа сятир) елементляриндя биринъи 

топлананлар, 2-ъи детерминантда ися щямин сцтун (вя йа сятир) елементляриндя икинъи 

топлананлар дурсунлар вя бу заман детерминантларын  галан  сцтун (вя йа сятир) 

елементляри дяйишмяз галаъаг: 
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222

111
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cba
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cba
cba
cba

cbaa
cbaa
cbaa

′′
′′
′′

+
′
′
′

=
′′+′
′′+′
′′+′

  .                      (10) 

Бу бярабярлийин дя исбаты, онун щяр ики тяряфиндя йазылан детерминантлара (3) 

дцстуруну тятбиг етмякля, билаваситя алыныр. 

Хасся 8. Детерминантын щяр щансы бир сцтун (вя йа сятр) елементляринин 

мцяййян λ  ядядиня вурулараг диэяр бир сцтун (вя йа сятр) елементляринин цзяриня 

эялинмясиндян алынан детерминант дяйишмир: 

                           

3333

2222

1111

333

222

111

acba
acba
acba

cba
cba
cba

λ
λ
λ

+
+
+

= .                              (11) 

Доьрудан да, детерминанларын яввял 7-ъи, даща сонра ися 4-ъц вя 3-ъц 

хассялярини тятбиг етмякля 
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=+=+=
+
+
+

333

222

111

333

222

111

333

222

111

333

222

111

3333

2222

1111

aba
aba
aba

cba
cba
cba

aba
aba
aba

cba
cba
cba

acba
acba
acba

λ
λ
λ
λ

λ
λ
λ

 

          

333

222

111

333

222

111

333

222

111

00
cba
cba
cba

cba
cba
cba

cba
cba
cba

=+=⋅+= λ  

бярабярлийини алырыг. 

Детерминантда минор вя ъябри тамамлайыъы анлайышлары. 

Детерминантын галан хассялярини ифадя етмяк цчцн детерминантда минор вя 

ъябри тамамлайыъы анлайышлары иля таныш олаг. Бунун цчцн детерминантын 

елементляринин  икигат индексля ишарялянмясиня гайыдаг. 

           Фярз едяк ки,   

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

   цчтяртибли детерминанты верилмишдир. 

Детерминантын ija  елементинин минору, детерминантда бу елеменин йерляшдийи 

-ъи сятри вя i j -ъи сцтуну силдикдян сонра галан детерминанта дейилир вя  иля ишаря 

олунур.Мясялян, верилмиш детерминантда  елементинин минору  

ijM

11a 11M

3332

2322
11 aa

aa
M = ,   елементинин  минору  12a 12M

3331

2321
12 aa

aa
M = ,   елементинин  

минору  

21a 21M

3332

1312
21 aa

aa
M = ,  вя с. кими щесабланыр 

 

 

Детерминантын ija  елементинин ъябри тамалайыъысы ися онун минорунун 

 ядядиня щасилиня дейилир вя детерминантын елементинин юзцнцн ишаря 

олундуьу ялифбанын бюйцк щярфи иля едилир 

ijM

ji+− )1(

                                          ( ) ij
ji

ij MA +−= 1  .                                                         (12) 
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(12) бярабярлийиндян эюрцндцйц кими, детерминантын елементинин йерляшдийи сятр вя 

сцтунун нюмряляринин ъями тякся ъябри тамамлайыъы минорун мянфи ишаря иля 

эютцрцлмцш гиймятиня, ъцтся минорун юзцня бярабярдир. 

Детерминантын сятр вя сцтцн елементляриня эюря айрылышы. 

Детерминантын галан хассяляринин дцстур шяклиндя ифадя едилмяси цчцн 

детерминантын сцтун елементляринин мцхтялиф щярифлярля ишарялянмясиня, йяни (3)  

айрылышына гайыдаг. 

  Хасся 9. Детерминантын щяр щансы бир сцтун (вя йа сятр) елементляринин юз 

ъябри тамалайыъыларына щасилляри ъями детерминантын юзцня бярабярдир: 

                          

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

++
++
++
++
++
++

=

.
;

;
;
;
;

333333

222222

111111

332211

332211

332211

333

222

111

CcBbAa
CcBbAa
CcBbAa
CcCcCc
BbBbBb
AaAaAa

cba
cba
cba

                                          (13) 

(13) бярабярликляриндян, мясялян  

                                        332211

333

222

111

AaAaAa
cba
cba
cba

++=  

бярабярлийини эюстярмяк цчцн, цчтчртибли детерминантын (3) айрылышыны ашаьыдакы 

шякилдя груплашдыраг 

( )+−=−−−++= 23321321132321321132321

333

222

111

cbcbacababcabcacbcbacba
cba
cba
cba

 

( ) ( )
22

11
3

33

11
2

33

22
11221331132 cb

cb
a

cb
cb

a
cb
cb

acbcbacbcba +−=−+−+  

аларыг. Минорлар цчцн 
22

11
13

33

11
12

33

22
11 ,,

cb
cb

M
cb
cb

M
cb
cb

M === , ъябри тамамлайыъылар 

цчцн ися    

бярабярликлярини нязяря алсаг, сонунъу бярабярликдян исбаты тяляб олунан  

3131
13

32121
12

21111
11

1 )1(,)1(,)1( MMAMMAMMA =−=−=−==−= +++
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332211313212111
22

11
3

33

11
2

33

22
1

333

222

111

AaAaAaMaMaMa
cb
cb

a
cb
cb

a
cb
cb

a
cba
cba
cba

++=+−=+−=  

бярабярлийини аларыг. 

Бу хасся детерминантын сятр вя сцтцн елементляриня эюря айрылышы  хассяси 

адланыр бу курсумузда дахил етмядийимиз даща йцксяк тяртибли, мясялян дюрд вя 

беш тяртибли детерминантларын щесабланмасында истифадя олунур. Мясялян, 

дюрдтяртибли  

                               

4444

3333

2222

1111

dcba
dcba
dcba
dcba

 

детерминантынын, мясялян 2-ъи сятр елементляриня нязярян айрылышында саь тяряфиндя 

бу сятр елементляринин  ъябри тамамлайыъыларынын (йяни йалныз цчтяртибли  

детерминанларын) дахил олдуьу  

2222 ,,, DCBA

                                        22222222

4444

3333

2222

1111

DdCcBbAa

dcba
dcba
dcba
dcba

+++=             (14) 

бярабярлийини алырыг ки,бу ъябри тамамлайыъыларын даща аз сайдасыны щесабламаг 

цчцн, беля детерминантлары даща чох сайда сыфыр елементи олан сярт вя йа сцтун 

елементляриня нязярян айырмаг лабцддцйцнц эюстярир.                        

Хасся 10. Детерминантын щяр щансы бир сцтун (сятр) елементляринин диэяр сцтун 

(сятр) елементляринин ъябри тамамлайыъыларына щасилляри ъями сыфра бярабярдир: 

                  

.0;0
;0;0

;0;0
;0;0
;0;0
;0;0

232323131313

323232121212

313131212121

332211332211

332211332211

332211332211

=++=++
=++=++
=++=++
=++=++
=++=++
=++=++

CcBbAaCcBbAa
CcBbAaCcBbAa

CcBbAaCcBbAa
BcBcBcAcAcAc
CbCbCbAbAbAb
CaCaCaBaBaBa

                     (15) 
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(15) бярабярликляриндян бирини, мясялян 0332211 =++ BaBaBa бярабярлийини 

эюстяряк. Верилмиш 

333

222

111

cba
cba
cba

детерминантынын 2-ъи сцтун елементляриня нязярян 

айрылышы олан  

                         332211

333

222

111

BbBbBb
cba
cba
cba

++=  

ифадясиндя гябул етмякля, исбаты тяляб олунан  332211 ,, ababab ===

                                  0

333

222

111

332211 ==++
caa
caa
caa

BaBaBa  

бярабярлийини аларыг. 

Адятян, детерминантын сон ики хассяси бирляшдириляряк, детерминантын щяр 

щансы сцтун (вя йа сятр) елементляринин юз ъябри тамамлайыъыларына щасилляри ъями 

детерминантын юзцня, диэяр сцтун (вя йа сятр) елементляринин ъябри 

тамамлайыъыларына щасилляри ъями ися сыфра бярабярдир шяклиндя ифадя едилир. 
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Тярс матрис анлайышы.Тярс матрисин тапылма алгоритми. 

Тутаг ки, щяр щансы A  матриси верилиб. EBA =⋅  бярабярлийини юдяйян B  

матриси верилмиш A  матрисинин тярси адланыр вя  кими ишаря олунур .Ъюстярмяк 

олар ки, 

1−A

                                    EAAAA =⋅=⋅ −− 11  

бярабярлийи доьрудур, йяни верилмиш матрисин юзцнцн тярс матрисиня щям солдан, щям 

дя саьдан щасили ващид матрися бярабярдир. 

 Фярз едяк ки,  тяртибли квадрат n

                                                                                        (1) 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

L

LLLLLLLL

L

L

21

22221

11211

матриси  верилмишдир. 

                                        

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

L

LLLLLLLL

L

L

21

22221

11211

det ==Δ                                          (2) 

детерминанты сыфырдан фяргли олан A  матриси ъырлашмайан, якс тядгирдя ися ъырлашан 

матрис адланыр. 

n  тяртибли щяр бир чырлашмайан (1) матрисинин тярси вар вя онун тярси 

                                    

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ΔΔΔ

ΔΔΔ

ΔΔΔ

=−

nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA

A

L

LLLLLLLL

L

L

21

22212

12111

1                                        (3) 

 дцстуру иля тапылыр;бурада  Δ  верилмиш A  матрисинин сыфырдан фяргли детерминанты 

 ядядляри ися бу детерминантын ijA ija   елементляринин ъябри тамамлайыъыларыдырлар.(3) 

бярабярлийини   
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⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Δ
=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ΔΔΔ

ΔΔΔ

ΔΔΔ

=−

nnnn

n

n

nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

AAA

AAA

AAA

A

L

LLLLLLLL

L

L

L

LLLLLLLL

L

L

21

22212

12111

21

22212

12111

1 1                                 (4) 

шяклиндя дя йазмаг олар.  

(4) дцстурундан эюрцндцйц кими, верилмиш чырлашмайан матрисин тярсини 

тапмаг  цчцн яввял бу матрисин щяр елементинин йериня юз ъябри тамамлайыъыларыны 

йазыб,  сонра алынмыш матрисин сятр елементлярини уйьун сцтун елементляри иля явяз 

етмяк  вя даща сонра бу матриси верилмиш матрисин детерминантынын тярс гиймятиня 

вурмаг лазымдыр. 

 

Цч мяъщуллу, цч хятти тянликляр системи. Кратер гайдасы. 

 Цч  zyx ,,  мяъщулларынын щяр биринин хятти дахил олдуглары цч тянлийин 

ямяля эятирдийи систем цчмяъщуллу цч хятти ъябри тянликляр системи адланыр  вя 

цмуми  

                                                                                      (1) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

.
;
;

3333

2222

1111

dzcybxa
dzcybxa
dzcybxa

шякилдя йазылыр, бурада  ядядляри (йяни мяъщулларын 

ямсаллары)  (1) системинин ямсаллары,   ядядляри ися системин сярбяст щядляри 

адланыр. 

321321321 ,,,,,,,, cccbbbaaa

321 ,, ddd

(1) системинин сярбяст щядляри сыфра бярабяр олса, онда (1) системи 

                                                                                               (2) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

,0
,0
,0

333

222

111

zcybxa
zcybxa
zcybxa

шяклиня дцшцр ки, бу да цч мяъщуллу цч хятти ъябри биръинсли тянликляр системи 

адланыр. (1) системинин юзц ися гейри биръинсли вя йа биръинсли олмайан, хятти тянликляр 

системи адланыр. (1) системинин щялли низамланмыш еля ( )000 ,, zyx  цчлцйцня дейилир ки,  
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000 ,, zzyyxx ===   олдугда (1) системиня дахил олан тянликлярин щяр цчц ейнилик 

кими юдянсин 

                                       
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≡++
≡++
≡++

.
;
;

3030303

2020202

1010101

dzcybxa
dzcybxa
dzcybxa

 (1) системинин ямсалларындан дцзялдилмиш  

                                       

333

222

111

cba
cba
cba

=Δ                                                       (3) 

детерминантны (1) системинин ясас детерминанты, ясас детерминантда уйьун 

олараг, x -ин,  -ин вя -ин ямсалларынын сярбяст   сярбяст щядляри иля 

явяз олунмасындан алынан 

y z 321 ,, ddd

              

333

222

111

333

222

111

333

222

111

,,
dba
dba
dba

cda
cda
cda

cbd
cbd
cbd

zyx =Δ=Δ=Δ                     (4) 

детерминантларыны  ися (1) системинин кюмякчи детерминантлары адландыраг.(1) 

системинин ясас  детерминантынын  елементляринин ъябри тамамлайыъыларыны, 

уйьун олараг,  иля ишаря едиб (1) системинин 1-ъи тянлийини -я, 2-ъи тянлийини 

-йя, 3-ъи тянлийини  ися -я вуруб тяряф-тяряфя топласаг 

Δ 321 ,, aaa

321 ,, AAA 1A

2A 3A

332211333333222222111111 AdAdAdzAcyAbxAazAcyAbxAazAcyAbxAa ++=++++++++ , 

бу бярабярлийи yx , вя дяйишянляриня нязярян груплашдырдыгда ися  z

( ) ( ) ( ) 332211332211332211332211 AdAdAdzAcAcAcyAbAbAbxAaAaAa ++=++++++++  

бярабярлийини аларыг.Детерминантларын 9-ъу вя 10-ъу хассяляриня  ясасян 

                                  
0

;0
;

332211

332211

332211

=++
=++
Δ=++

AcAcAc
AbAbAb
AaAaAa

 

олдубундан, сонунъу бярабярликдян  

                                    332211 AdAdAdx ++=⋅Δ                                                       (5) 
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бярабярлийини алырыг. (10 системинин кюмякчи xΔ детерминантыны 1-ъи сцтун 

елементляриня нязярян айырсаг вя 2
33

1112
21

33

2211
1 )1(,)1( A

cb
cb

DA
cb
cb

D =−==−= ++  вя 

2
22

1113
3 )1( A

cb
cb

D =−= + олдуьундан, бярабярлийини  

                               332211332211 AdAdAdAdAdAdx ++=++=Δ      

бярабярлийини алырыг ки, буну да (5)  бярабярлийиндя нязяря алсаг, онунла ейниэцълц  

                                                        xx Δ=⋅Δ                                                          (6)   

бярабярлийини аларыг. 

Яэяр (1) системинин 1-ъи тянлийини -я, 2-ъи тянлийини -йя, 3-ъи тянлийини  ися 

-я деил, -я  вя -я вуруб тяряф-тяряфя топласайдыг.уйьун олараг 

1A 2A

3A 321 ,, BBB 321 ,, CCC

                                             yy Δ=⋅Δ                                                           (7) 

вя  

                                             zz Δ=⋅Δ                                                            (8) 

бярабярликлярини алмыш олардыг. 

 Беляликля (1) системини, онунла ейниэцълц олан 

                                                                                                              (9) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

Δ=⋅Δ
Δ=⋅Δ
Δ=⋅Δ

z

y

x

z
y
x

,
,

системиня эятирмяк олар. (1) системининин щярбир щялли (9) системинин,  (9) системинин 

щяр бир щялли ися (1) системининин щяллидир. 

(9) системиндян эюрцндцйц кими, (1) системинин ясас  детерминанты 0≠Δ  ися, 

онда (9) системинин,  демяли еляъя дя (1) системинин                     

                                           

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

Δ
Δ

=

Δ

Δ
=

Δ
Δ

=

z

y

x

z

y

x

,

,

                                                            (10) 
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дцстурлары иля тяйин олунан йеэаня щялли вар. (10) дцстурлары хятти ъябри (1)  тянликляр 

системинин щялли цчцн Крамер дцстурлары адланыр. 

 (1) системинин ясас  детерминанты 0=Δ олдугда ися ашаьыдакы щаллар 

мцмкцндцр: 

а) (1) системинин (4) бярабярликляри иля тяйин олунан кюмякчи детерминантларынын 

щамысы  сыфыра бярабярдир 0=Δ=Δ=Δ zyx .Бу щалда (9) тянликляри, еляъя дя (1) 

системи yx , вя мяъщулларынын чохлу сайда гиймятляриндя юдяниля билярляр, йяни (1) 

системинин сонсуз сайда щялли ола биляр , даща дягиг, системин бир щялли варса, онда 

онун сонсуз сайда щялли вар;    

z

б) (1) системинин (4) бярабярликляри иля тяйин олунан кюмякчи детерминантларындан 

щеч олмазса бири сыфырдан фярглидир . Бу щалда (9) тянликляриндян бири 0222 ≠Δ+Δ+Δ zyx

yx , вя  мяъщулларынын щеч бир гиймятиндя юдянмяйяъяк, демяли (9) системинин вя 

еляъя дя (1) системинин бу щалда щялли йохдур. 

z

 

Хятти ъябри тянликляр системинин матрис цсулу иля щялли. 

 Фярз едяк ки,  üчмяъщуллу  цч хятти  

                                                                                           (1) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

.
;
;

3333

2222

1111

dzcybxa
dzcybxa
dzcybxa

ъябри тянликляр системи верилмишдир. 

                                                                    (2) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3

2

1

333

222

111

,,
d
d
d

D
z
y
x

X
cba
cba
cba

A

Ишаря етсяк, (1) системини матис формасында 

                                            DAX =                                                                         (3) 

Шяклиндя йазмаг олар.верилмиш A  матриси ъырлашмайан матрисдирся, йяни 

 ися онда онун  тярси вар вя (3) бярабярлийинин щяр тяряфини солдан 

 тярс матрисиня вурмагла 

0det ≠=Δ A 1−A
1−A

С.Й. Ялийев. Али рийазиййат курсундан мцщазиряляр. Бакы, 2007 
 

Melikov Behruz



                         DAAXA 11 −− = ,    

EAA =−1 бярабярлийини нязяря алдыгда ися цчмяъщуллу (1) хятти ъябри тянликляр 

системинин 

                            DAEX 1−=   

йахуд  

                             DAX 1−=                                                                                       (4) 

шяклиндя щяллини тапмыш олуруг. (1) хятти ъябри тянликляр системинин (4) шяклиндя щялли  

системин матрис цсулу иля щялли адланыр. 
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Мцстяви цзяриндя  аналитик щяндяся 
 

 Аналитик щяндяся – риййазиййатын бир бюлмяси олуб, щяндяси образлары ъябри 

цсулларла юйрянян щиссясидир. Бу бюлмя, ХВЫЫ ясрдя эюркямли франсыз рийазиййатчысы 

Рене Декарт дцзбуъаглы координат системини йаратдыгдан сонра мейдана эял-

мишдир.  

 

Мцстяви цзяриндя дцзбуъаглы вя полйар координат системляри. 

              Нюгтянин дцзбуъаглы вя полйар координатлары арасында ялагя дцстурлары. 

Ортаг кясишмя нюгтяси олан вя цзяриндя парча узунлуьу юлчмяк цчцн мигйас 

тяйин олунмуш. гаршылыглы перпендикулйар истигамятлянмиш ики дцз хятт (йяни ики 

ядяд оху) дцзбуъаглы координат системи ямяля эятирир. 

Ox -абсис, Oy - ися ординат оху адланыр. Бу охларын кя-

сишмя нюгтяси олан O  нюгтяси координат башланьыъы, бу 

охларын йеряшдийи Oxy  мцстявиси ися координат мцстявиси  

адланыр. Шякилдян эюрцндцйц кими координат охлары ко-

ординат мцстявисини рцбляр адланан дюрд щиссяйя айырыр.  

Мцстяви цзяриндя бир M  нюгтяси эютцряк вя бу 

нюгтядян координат охларына перпендикулйар дцз хятляр чякяк. Бу дцз хятлярин 

Ox  вя Oy  охлары иля кясишмя нюгтялярини,уйьун олараг, xM вя yM  иля ишаря едяк. 

Ox оху цзяриндя йерляшян xM  нюгтясиня бу охда бир щягиги x  ядяди, Oy оху цзя-

риндя йерляшян yM  нюгтясиня бу охда бир щягиги y  ядядиуйьун эялир. M  нюгтясиня 

гаршы биринъи x , икинъи y  ядяди олмагла низамланмыш ( )yx;  ядядляр ъцтцну гаршы 

гойаг. Щяр бир M  нюгтяси иля xM вя yM  нюгяляри йеэаня тяйин олундугларындан, 

бу M нюгтясиня гаршы гойулан низамланмыш ( )yx;  ядядляр ъцтц дя йеэаня олаъаг. 

Инди ися ( )yx;  ядядляр ъцтц верилдикдя  M  ногтясини гураг. Ъцтдя биринъи дуран x  

ядядини Ox  охунда xM , ъцтдя икинъи дуран y  ядядини Oy  охунда yM  нюгтяси шяк-

линдя тясвир едяк вя бу нюгтялярдян координат охларына паралел дцз хяттляр кечиряк. 

Бу дцз хяттляр йеэаня бир нюгтядя кясишяъяк ки. бу кясишмя нюгтясини M  иля ишаря 

едиб верилмиш ( )yx;  ядядляр ъцтцня гаршы гойаг. Бу гайда иля верилмиш щяр бир ( )yx;  

M
yM

xM

y

Шякил 1 

O
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щягиги ядядляр ъцтцня гаршы да мцстяви цзяриндя йеэаня M  нюгтяси гаршы гоймаг 

олар. Беляликля,дцзбуъаглы координат системи васитяси иля мцстяви цзяриндяки M  

нюгтяляри иля ( )yx;  щягиги ядядляр ъцтц арасында гаршылыглы биргиймятли уйьунлуг йа-

раныр ки, бу ( )yx;  щягиги ядядляр ъцтц мцстяви цзяриндя верилмиш M  нюгтясинин 

дцзбуъаглы координатлары адланыр. 

x -ядяди верилмиш M  нюгтясинин абсиси, y  ядяди ися M  нюгтясинин ординаты адланыр.  

Координат охлары координат мцстявисини рцбляр 

адланан дюрд щиссяйя айырыр ки, рцбляр цзря нюгтялярин 

координатларынын ишаряси : 

Ы     рцбдя  0y,0 >>x ; 

ЫЫ   рцбдя  0y,0 ><x ; 

ЫЫЫ  рцбдя  0y,0 <<x  ;     

ЫВ  рцбдя  0y,0 <>x    

олаъаг. 

 

Полйар координат системи 

 

 Полйус адланан нюгтядян чыхан вя цзяриндя парча узунлуьу юлчмяк цчцн 

мигйас тяйин едилмиш шца мцстяви цзря полйар координат 

системи ямяля эятирир. Oполйус нюгтяси, Ou - оху ися по-

лйар ох адланыр.  

Мцстяви цзяриндя M  нюгтяси эютцряк. O  полйус 

нюгтяси иля  M нюгтясини дцз хятт парчасы васитяси иля бир-

ляшдиряряк истсгамятлянмиш OM  парчасыны алмыш олуруг. истигамятлянмиш OM  пар-

часынын узунлуьуну ρ  иля, онун полйар охун мцсбят истигамяти иля саат ягряби щя-

рякятинин якси истигамятиндя ямяля эятирдийи буъаьы ϕ  иля ишаря едяк вя верилмиш M  

нюгтясиня нюгтясиня гаршы биринъи ρ ,    икинъи ϕ  ядяди олмагла ( )ϕρ;  ядяляр ъцтцнц 

гаршы гойаг. Полйар координат системи васитяси иля мцстяви цзяриндя верилмиш нюг-

тяйя йеэаня гайда иля  ( )ϕρ;  ядяляр ъцтц гаршы гоймаг олар. Айдындыр ки, 0≥ρ  вя 

πϕ 20 <≤  гиймятляри алмалыдыр. Инди ися 0≥ρ  вя πϕ 20 <≤  гиймятляри алан ( )ϕρ;  

•
M

O
Шякил 3 

u

ϕρ

O

y

x

Шякил 2 

0
0
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ядядляр ъцтц васитяси иля мцстяви цзяриндя M нюгтясини гураг.  Полйус нюгтясиндян 

полйар охун мцсбят истигамяти иля саат ягряби щярякятинин якси истигамятиндя ϕ  

буъаьы ямяля эятирян шца кечиряк, бу шцанын цзяриндя олан вя полйусдан мясафяси 

ρ  олан йеэаня нюгтя вар ки, бу нюгтяни M  иля ишаря едиб верилмиш ( )ϕρ;  ядядляр 

ъцтцня гаршы гойаг. Беляликля, полйар координат системи васитясиля верилмиш ( )ϕρ;  

ядядляр ъцтцня гаршы мцстяви цзяриндя йеэаня M  нюгтяси гаршы гоймаг олар. Де-

мяли, полйар координат системи мцстяви цзяриндя M  ногтяси иля низамланмыш ( )ϕρ;  

ядядляр ъцтц арасында гаршылыглы биргиймятли уйьунлуг йарадыр. Низамланмыш бу 

( )ϕρ;  ядядляр ъцтц мцстяви цзяриндя верилмиш M  нюгтясинин полйар координатлары 

адланыр. 

 Инди ися мцстяви цзяриндя верилмиш нюгтянин дцзбуъаглы координаты иля по-

лйар координаты арасында ялагя дцстурларыны юйряняк. Бунун цчцн мцстяви цзярин-

дя Oxy  дцзбуъаглы координат системи эютцряк вя полйар системини бу 

дцзбуъаглы координат системиндя еля йерляшдиряк ки, 

полйус нюгтяси координат башланьыъы иля, полйар ох ися 

Ox иля цст-цстя дцшсцн.мцстяви цзяриндя дцзбуъаглы ко-

ординатлары ( )yx; , полйар координатлары ися ( )ϕρ;  олан 

ейни бир M нюгтяси эютцряк вя бу координатлар арасын-

да ялагяни арашдыраг. Дцзбуъаглы  OPM  цчбуъаьындан                                                                                                                             

                                   













==

==

ρ
ϕ

ρ
ϕ

y
OM
PM

x
OM
OP

sin

;cos

 

алырыг ки, бурадан да  

                                                




=
=

ϕρ
ϕρ

sin
;cos

y
x

                                                      (1) 

бярабярликляри алыныр. (1) бярабярликляри нюгтянин дцзбуъаглы координатларынын по-

лйар координатлары иля ифадяси дцстурлары адланыр. Пифагор теореминя ясасян, 

дцзбуъаглы OPM  цчбуъаьында щипотенузун квадраты катетлярин квадратлары ъями-

ня бярабар олдуьундан, 
222

PMOPOM +=  бярабярлийини, 

M
yM

xM

y

x
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yPMxOPOM === ,,ρ  гиймятлярини нязяря алдыгда ися 222 yx +=ρ , йахуд 

22 yx +=ρ  бярабярлийини алырыг. 

Дцзбуъаглы цчбуъагда ити буъаг гаршысындакы катетин битишик катетя нис- 

бяти щямин ити буъаьын танэенсиня бярабяр олдуьундан, 
x
y

OP
PMtg ==ϕ , бурадан 

ися 
x
yarctg=ϕ  бярабярлийини алырыг. Беляликля  

                                                






=

+=

x
yarctg

yx

ϕ

ρ ;22

                                                (2) 

Бярабярликлярини алмыш олуруг ки, бу бярабярликляр дя нюгтянин полйар координат-

ларынын дцзбуъаглы координатлары иля ифадя дцстурлары адланыр.  

 

 

Аналитик щяндясянин ян садя мясяляляри 

 
Мцстяви цзяриндя верилмиш ики нюгтя арасындакы мясафя дцстуру,цчбуъаьын 

сащяси дцстуру, парчанын верилмиш нисбятдя бюлцнмяси- аналитик щяндясянин ян садя 

мясяляляри адланырлар. 

 

Мцстяви цзяриндя верилмиш ики нюгтя арасындакы мясафя дцстуру 

 

Мцстяви цзяриндя дцзбуъаглы координатлары, уйьун олараг ( )11; yx  вя ( )22 ; yx  

олан 1M вя 2M нюгтяляри эютцряк вя 1M  вя 2M  нюг-

тяляри  арасында мясафя дцстуруну ъыхараг. Ики 

нюгтя арасындакы мясафя бу нюгтяляри бирляшдирян 

дцз хятт парчасынын узунлуьу олдуьундан, ахта-

рылан мясафя 21MMd =  олаъаг. Пифагор теореминя 

ясасян, дцзбуъаглы NMM 21  цчбуъаьында щипоте-

нузун квадраты катетлярин квадратлары ъяминя бя-

1M

O

y

x
Шякил 5 

1y

1x

2M
2y

2x

N

d
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A

O

y

x
Шякил 6 

1y

1x

2y

2x
C
3x

L M

3y

B

N

рабяр одуьундан,       

( ) ( )2
12

2
12

2
2

2
1

2
21 yyxxNMNMMM −+−=+= , 

бурадан ися ахтарылан мясафя цчцн 

           21MMd = = ( ) ( )2
12

2
12 yyxx −+−                                 (1) 

дцстуруну алырыг. 

(1) дцстуру мцстяви цзяриндя верилмиш ики нюгтя  арасындакы мясафя дцстуру 

адланыр. 

 
Цчбуъаьын сащяси дцстуру 

 
 
Мцстяви цзяриндя дцзбуъаглы координатлары уйьун олараг ( )11; yx , ( )22 ; yx ,  

( )33; yx  олан вя бир дцз хятт цзяриндя йерляшмяйян CBA ,,  ногтяляри эютцряк: 

( ) ( ) ( )332211 ;,;,; yxCyxByxA . Щяля елементар щяндяся 

курсундан мялумдур ки, мцстяви цзяриндя бир дцз 

хятт цзяриндя йерляшмяйян цч нюгтя цчбуъаг ямяля 

эятирир. Бу цчбуъаьын сащяси дцстуруну  чыхараг.   

A , B  вя C  нюгтяляриндян Ox охуна перпенди-

кул-йарлар ендиряк вя бу перпендкулйарларын Ox  

оху иля кясишмя нюгтялярини, уйьун олараг L , M  вя 

N  иля ишаря  етсяк    LABM , MBCN  вя  LACN  трапесийаларыны алмыш оларыг. Трапе-

сийанын сащяси отураъаглары ъяминин йарысы иля щцндцрлцйцнцн   щасилиня бярабяр  

олдуьундан,  тяпяляри  бир  дцз  хятт  цзяриндя  олмайан  цч A , B  вя   C  нюгтя ляри-

нин  ямяля  эятирдийи цчбуъаьын сащяси цчцн  

( ) ( ) ( ) =−⋅
+

−−−⋅
+

+−⋅
+

=−+=∆ 23
31

23
31

12
21

222
xxyyxxyyxxyySSSS LACNMBCNLABMABC  

( ) ( ) ( ) ( )121313122
1 yyxxyyxx −⋅−−−⋅−=  , 

йахуд 

            
      ||

2
1

1313

1212

yyxx
yyxx

S ABC −−
−−

=∆                                             (2) 

бярабярлийини алырыг ки, бурада дахилдяки хятляр детерминант ишарясини, хариъдяки 
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хятляр ися мцтляг гиймят ишарясини билдирир. 

 (2) дцстуру цчбуъаьын сящяси дцстуру адланыр. 

 

Парчанын верилмиш нисбятдя бюлцнмяси 

 

Фярз едяк ки, мцстяви цзяриндя дцзбуъаглы координатлары, уйьун олараг 

( )11; yx  вя ( )22 ; yx  олан 1M вя 2M нюгтяляри верилиб, 1M вя 2M нюгтяляриндян кечян  дцз 

хятт чякяк. Мцсбят  истигамят олараг 1M -дян 2M -йя олан истигамяти эютцряк. Беля-

ликля бир у оху алмыш олуруг. Бу ох цзяриндя М2   нюгтясиндян фяргли олан щяр щан-

сы M нюгтяси  эютцряк.  
2

1

MM
MM

=λ   нисбяти  M нюгтя-

синин 21MM   парчасыны бюлдцйц нисбят адланыр ( MM1   

вя  2MM ) уйьун олараг бу парчаларын гиймялридир).  

Инди ися парчаны верилмиш λ  нисбятиндя бюлян нюгтянин координатларыны та-

паг. Бу координатлар ашаьыдакы теорем васитяси ифадя едилир.  

Теорем. ( )yxM ;   нюгтяси 21MM парчасыны верилмиш  
2

1

MM
MM

=λ  нисбятиндя бюлцр-

ся, онун координатлары  

                           








+
+

=

+
+

=

λ
λ
λ
λ

1

;
1

21

21

yyy

xxx
                            (1) 

дцстурлары иля ифадя олунур; бурада ( )11; yx  вя 

( )22 ; yx уйьун олараг, верилмиш 1M вя 2M  нюгтяляри-

нин координатларыдырлар. 

Исбаты. MM ,1  вя 2M нюгтяляриндян Ox  вя Oy  координат охларына перпенди-

кулйарлар ендиряк вя онларын бу охларла кясишмя нюгтялярини уйьун олараг, QNP ,,  

вя FKE ,,  иля ишаря едяк. Фалес теореминя  ясасян, параллел дцз хятляр ики дцз хятт 

цзяриндя мцтянасиб парчалар айырдыьындан, 

KF
EK

NQ
PN

MM
MM

===
2

1λ  , 

u

Шякил 7 

2M

M

1M

O

y

x
Шякил 8 

1y

1x

2y

2x

y

x
P

M

2M

1M

N Q

K

F

E x

u

Melikov Behruz



 

С.Й. Ялийев. Али рийазиййат курсундан мцщазиряляр. Бакы, 2007 
 

7 

xxNQxxPN −=−= 21 ,  вя  yyKFyyEK −=−= 21 ,  гиймятлярини нязяря алдыгда ися 

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−

−
=

2

1

2

1λ  

бярабярликлярини алырыг ки, онун да щяр тяряфини xx −2  ифадясиня вуруб x  дяйишяниня 

нязярян щялл етсяк,  

12 xxxx −=− λλ  вя йа ( ) 211 xxx λλ +=+  

бярабярлийини, бурадан ися исбаты тяляб олунан   

                                                   
λ
λ

+
+

=
1

21 xxx  

бярабярлийини,  yy −2   ифадясиня вуруб y  дяйишяниня нязярян щялл етсяк,  

12 yyyy −=− λλ  ,  вя йа   ( ) 211 yyy λλ +=+  

бярабярлийини, бурадан ися исбаты тяляб олунан   

λ
λ

+
+

=
1

21 yyy  

бярабярлийини алмыш оларыг. 

        Хцсуси щалда, M нюгтяси   21MM   парчасынын орта ногтясидирся, онда MM1   вя  

2MM  парчаларынын гиймятляри бярабяр олдуьундан, M  нюгтяси   21MM   парчасыны  

1
2

1 ==
MM

MM
λ  нисбятиндя бюляъяк. 1=λ  гиймятини (1) дцстурларында нязяря алдыгда 

ися парчанын орта нюгтясинин координатлары цчцн  

                                               








+
=

+
=

2

;
2

21

21

yyy

xxx
                                                       (2)  

дцстурларыну аларыг, йяни парчанын орта нюгтясинин координатлары уъ нюгтяляринин 

уйьун координатларынын ядяди ортасына бярабярдир.  

 

Мцстявидя хятт тянликляри 

 

 Тутаг ки, ики x  вя  y  дяйишяниндян асылы щяр щансы  

                                           ( ) 0; =yxF                                                          (1) 

мцнасибяти верилиб. Яэяр (1) мцнасибяти x  вя  y  дяйишянляринин бцтцн мцмкцн 
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O

y

Шякил 
10 

y

x

M

K
B

x

α

by −

α

b

y

гиймятляриндя юдянирся, бу мцнасибят ейнилик, щеч дя бцтцн мцмкцн гиймятлярин-

дя юдянмирся тянлик адланыр. Мясялян ( ) 02 222 =−−−+ yxyxyx  мцнасибяти x  вя  y  

дяйишянляринин бцтцн мцмкцн гиймятляриндя юдяндийиндян ейнилик, 

0422 =−+ xyyx  мцнасибяти ися x  вя  y  дяйишянляринин бцтцн мцмкцн гиймятля-

риндя юдянмядийиндян тянликдир. 

 Фярз едяк ки, (1) тянлийи вя мцстяви цзяриндя щяр 

щансы бир L   хятти верилиб. Яэяр L   хятти цзяриндя олан 

истянилян ( )yxM ;  нюгтясинин координаты (1) тянлийини 

юдяйирся вя L хятти цзяриндя олмайан истянилян ( )∗∗ yxN ;  

нюгтясинин координатлары ися (1) тянлийини юдямирся, он-

да (1) тянлийи L  хяттинин тянлийи адланыр.  Яэяр  L  хяттинин тянлийи олан (1) тянлийини-

нин сол тяряфиндя дуран ( )yx;F  ифадяси x  вя  y  дяйишянляриня нязярян бир дяряъяли 

чохщядли  (цмуми шякли ( ) CByAxyx ++=;F  ) ися, L  хятти 1-ъи тяртиб хятт, ики дяряъяли 

чохщядли (цмуми шякли ( ) FEyDxCyBxyAxyx +++++= 222; 22F ) ися, L  хятти 2-ъи тяр-

тиб хятт адланыр. 

Инди ися 1-ъи тяртиб хятлярля таныш олаг. 

 

Дцз хяттин  мейл  буъаьы, буъаг ямсалы. 

Дцз хяттин  буъаг ямсаллы тянлийинин чыхарылышы 

 

Мцстяви цзяриндя Oxy   дцзбуъаглы координат системи эютцряк вя щяр щансы 

L  дцз хятти чякяк. Бу L  дцз хяттинин Ox  охунун  мцсбят истигамяти иля  саат ягря-

би щярякятинин якси истигамятиндя ямяля эятирдийи α  буъаьы бу дцз хяттин  Ox   

охуна мейл буъаьы адланыр. Мейл буъаьынын танэенси бу дцз хяттин буъаг ямсалы 

адланыр, k  иля ишаря едилир: αtgk = .  Шякилдян эюрц-

ндцйц кими щяр бир  дцз хяттинOx  охуна мейл 

буъаьы бир бириндян 180° иля фярглянян ики буъагдыр. 

Тангенсин 180° дюврцлцйцнц нязяря алсаг, диэяр 

мейл буъаьынын танэенсинин  дя k -йа бярабяр ол-

O

y

Шякил 9 

x

L
( )уxM ;

( )∗∗∗ уxM ;
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дуьу алынар.  

Инди ися буъаг ямсалы яввялъядян верилмиш k  ядядиня бярабяр олан ординат 

охундан b  гиймятли парча айыран  дцз хяттин тянлийини чыхараг. Дцз хяттин мейл 

буъаьыны α  иля ишаря етсяк, онда αtgk =  олаъаг. Верилмиш  дцз хятт цзяриндя ъари 

координатлары ( )yx;  олан M нюгтяси эютцряк вя бу дцз хяттин Oy   ординат охуну 

кясдийи ( )bB ;0  нюгтясиндян абсис охуна паралел, M нюгтясиндян ися абсис охуна 

перпендикулйар дцз хятт чякяк. Чякилмиш бу дцз хятлярин кясишмя нюгтясини N   иля 

ишаря етсяк, ики параллел дцз хяттин цчцнъц дцз хятля кясишмясиндян алынан уйьун 

буъаглар бярабяр олдуьундан, α=∠BNM  олаъаг. 

Дцзбуъаглы BNM цчбуъаьында ити буъаг гаршысында дуран катетин битишик ка-

тетя нисбяти бу  ити  буъаьын танэенсиня бярабяр олдуьундан  

BN
NMBNMtgtgk =∠== α  

алырыг. byNM −= , xxBN =−= 0  гиймятлярини сонунъу мцнасибятдя нязяря алсаг, 

x
byk −

=   йахуд      kxby =−  , 

бурадан ися  

                                                 bkxy +=                                                       (1) 

тянлийини аларыг. (1) тянлийи буъаг ямсалы яввялъядян верилмиш k ядядиня бярабяр 

олан, ординат охундан ися b  гиймятли парча айыран дцз хяттин тянлийи адланыр. 

 Хцсуси щалда, 0=b  олдугда,  

                                 kxy =                                                         (2)   

дцз хятти ординат охундан щеч бир гиймятли парча айырмайараг координат баш-

ланьыъындан кечир. 

 

Мцстяви  цзяриндя верилмиш нюгтядян верилмиш 

истигамятдя кечян дцз хятт тянлийи 

 

  Инди ися мцстяви цзяриндя  ( )000 ; yxM  нюгтясиндян кечян вя буъаг ямсалы яв-

вялъядян верилмиш k ядядиня бярабяр олан дцз хяттин тянлийини чыхараг. Айдындыр ки, 

бу хяттин тянлийи буъаг ямсаллы  
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                               bkxy +=                                                           (1) 

тянлийи шяклиндя олмалыдыр. Бу дцз хятт 0M  нюгтясиндян кеч-

дийиндян, йяни  0M  нюгтяси бу дцз хяттин цзяриндя йерляшдий-

индян, онун  ( )00 ; yx  координатлары бу   дцз хяттин (1) тянлийини 

юдямялидир 

                               bkxy += 00 .                                 (2) 

(1) вя (2) мцнасибятлярини тяряф тяряфя чыхсаг                                                                                   

                              ( )00 xxkyy −=−                           (3)      

Тянлийини аларыг ки, бу тянлик мцстяви цзяриндя  ( )000 ; yxM  нюгтясиндян кечян вя 

буъаг ямсалы яввялъядян верилмиш k ядядиня бярабяр олан дцз хяттин тянлийи адла-

ныр. 

 (3) тянлийиндя k  ядядиня мцхтялиф гиймятляр 

вермякля, мцстяви цзяриндя  ( )000 ; yxM  нюгтясин-

дян кечян бцтцн дцз хятлярин тянликлярини алмаг 

олар.Одур ки, (3) тянлийиня мцстяви цзяриндя  

( )000 ; yxM  нюгтясиндян кечян дцз хятляр аилясинин ( 

йахуд дястясинин)  тянлийи кими дя бахмаг олар. 

 

Мцстяви цзяриндя верилмиш ики нюгтядян кечян дцз хятт тянлийи 

 

 Тутаг ки, мцстяви цзяриндя координат охларына параллел дцз хятляр цзяриндя 

йерляшмяйян, йяни координатлары 2121 , yyxx ≠≠  шяртлярини юдяйян ( )111 ; yxM  вя 

( )222 ; yxM  нюгтяляри  верилиб. Щяля елементар щяндяся 

курсундан мялумдур ки, мцстяви цзяриндя бу ики 

нюгтядян йалныз вя йалныз бир дцз хятт кечирмяк олар. 

Бу дцз хяттин тянлийини чыхараг. Дцз хятт 1M  нюгтя-

синдян кечдийиндян, онун тянлийи  

( )11 xxkyy −=−                         (4)  

шяклиндя олмалыдыр. Диэяр тяряфдян  2M   нюгтяси дя бу 

O

y

Шякил 
11 

x

0y

0x

0M

O

y

Шякил 12 

x

0y

0x

0M

O

y

x
Шякил 13 

1y

1x

2y

2x

2M

1M
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дцз хятт цзяриндя йерляшдийиндян онун да координатлары  (4)  тянлийини юдямялидир                                                                                         

( )1212 xxkyy −=− . 

Бурадан 

12

12

xx
yyk

−
−

=  

тапыб, k -нн тапылмыш бу гиймятини (4) тянлийиндя нязяря алсаг, 

( )1
12

12
1 xx

xx
yyyy −

−
−

=− , 

ону 012 ≠− yy  ядядиня бюлмякля исяахтарылан дцз хяттин симметрик 

12

1

12

1

xx
xx

yy
yy

−
−

=
−
−                                                      (5) 

шяклиндя тянлийини алмыш олуруг. (5) тянлийи мцстяви цзяриндя верилмиш ики ( )111 ; yxM  

вя ( )222 ; yxM  нюгтясиндян кечян дцз хятт тянлийи адланыр. 

 

Ики дцз хятт арасында галан буъаг. Ики дцз хяттин параллеллик  

вя перпендикулйарлыг шяртляри. 

 

 

Ox охуна мейл буъаглары, уйьун олараг 1α  вя 2α  олан 1L вя 2L  дцз хятляри 

эютцряк вя бу ики дцз хятт арасында галан ϕ  

буъаьыны тапаг. Бу дцз хятлярин буъаг ямсаллары 

11 αtgk =  вя 22 αtgk =  олдуьундан, онларын тянликля-

ри, уйьун олараг 

11 bxky +=                                 (1) 

11 bxky +=                                  (2) 

шяклиндя олаъаг. 

Яэяр бу дцз хятляр паралел дейился, йяни онларын мейл буъаглары фярглидир-

ся( 21 αα ≠ ),мцстяви цзяриндя паралел олмайан ики дцз хятт бир нюгтядя кясишяъяк вя 

бу кясишмя нюгтясини M  иля ишаря едяк. Бу дцз хяттлярин абсис оху иля кясишмя нюг-

тясини, уйьун олараг P вя Q  иля ишаря етсяк 21 , αα =∠=∠ MQNMPQ  олдуьундан, бу 

O

y

Шякил 
14 

x

M

B

1α

ϕ

2L
1L

P Q

2α
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ики дцз хятт арасында галан буъаьы ϕ=∠PMQ  иля ишаря етсяк, цъбуъаьын хариъи 

буъаьы, юзц иля гоншу олмайан ики дахили буъаьын ъяминя бярабяр олдуьундан, 

PMQMPQMQN ∠+∠=∠  ,йяни ϕαα += 12  , бурадан ися верилмиш ики дцз хятт арасын-

да галан буъаг цчцн 12 ααϕ −= мцнасибятини, онун танэенси цчцн ися 

( )
12

12
12 1 αα

αα
ααϕ

tgtg
tgtgtgtg
⋅+

−
=−=  , 

мцнасибятини алырыг. 11 αtgk =  вя 22 αtgk =  гиймятлярини 

нязяря алсаг, сонунъу бярабярликдян, тянликляри уйьун 

олараг (1) вя (2) шяклиндя верилмиш ики 1L  вя 2L дцз хят-

ляри арасында галан ϕ  буъаьынын танэенси цчцн 

21

12

1 kk
kktg

+
−

=ϕ                                   (3) 

дцстуруну алырыг. 

1L  вя 2L  дцз хятляри параллел ися, онда онларын Ox  охуна мейл буъаглары бя-

рабярдирляр; 1α  = 2α  .Бурадан 21 αα tgtg = , 11 αtgk =  вя 22 αtgk =  гиймятлярини нязяря 

алдыгда ися 

21 kk =                                                            (4) 

мцнасибяти алыныр.(4) шярти, тянликляри уйьун олараг (1) вя (2) шяклиндя верилмиш ики 

1L  вя 2L дцз хяттляринин паралеллик шярти адланыр. 

1L  вя 2L  дцз хятляри перпендикулйар ися, онд 

онларын арасында галан буъаг 
2
π

ϕ =  олаъаг, бу щалда 

212
π

αα += , 
1

112
1

2 α
α

π
αα

tg
ctgtgtg −=−=






 +=  

алырыг. 11 αtgk =  вя 22 αtgk =  гиймятлярини нязяря алды-

гда ися сонунъу бярабярликдян 

1
2

1
k

k −=                                                   (5) 

шярти алыныр. 

(5) шярти тянликляри уйьун олараг (1) вя (2) шяклиндя верилмиш ики 1L  вя 2L дцз 

O

y

Шякил 15 
x

1α 2α

2L1L

P Q

O

y

Шякил 16 

x
1α 2α

2L 1L

P Q

Melikov Behruz



 

С.Й. Ялийев. Али рийазиййат курсундан мцщазиряляр. Бакы, 2007 
 

13 

хятляринин перпендикулйарлыг шярти адланыр. 

Дцз хяттлярин паралеллик вя перпендикулйарлыг шяртиндян эюрцндцйц кими, 

мцстяви цзяриндя ики дцз хяттин параллел олмасы цчцн онларын буъаг ямсаллары бяра-

бяр, перпендикулйар олмасы цчцн ися онларын буъаг ямсаллары ишаряъя якс, гиймятъя 

тярс олмалыдыр. 

 

Дцз хяттин цмуми тянлийи, дцз хяттин натамам тянликляри 

 

A  вя B  ямсалларынын щяр икисинин ейни заманда сыфра бярабяр олмадыьы 

( 022 ≠+ BA ) тядгирдя x вя y  дяйишянляриня нязярян хятти олан 

0=++ CByAx , ( 022 ≠+ BA )                                      (6) 

тянлийи мцстяви цзяриндя бир дцз хятт тяйин едир 

Доьрудан да, 0≠B  гиймятляриндя (6) тянлийини 

CAxBy −−= , вя йа 
B
Cx

B
Ay −−=  

шяклиндя йазмаг олар ки, 
B
Cb

B
Ak −=−= ,  ишаря етмяк-

ля, ону bkxy +=  шяклиндя йазмаг олар. Бу ися мцстя-

ви цзяриндя дцз хяттин буъаг ямсаллы тянлийи-

дир.Демяли, бу щалда (6) тянлийи мцстяви цзяриндя бир 

дцз хятт мцяййян едир. 

0=B  гиймятиндя ися (гейд едяк ки,бу щалда 0≠A олмалыдыр), (6) мцнасибяти 

0=+ CAx  шяклиня дцшцр. 0≠A  олдуьундан ону 
A
Cx −=  шяклиндя дя йазмаг олар. 

Бу ися ону эюстярир ки, бу дцз хяттин цзяриндя олан бцтцн нюгтялярин абсисляри ейни 

олуб, 
A
C

−  ядядиня бярабярдир. Йяни 0=+ CAx тянлийи ординат охуна параллел олуб, 

абсис охундан 
A
C

−  гиймятли парча айыран дцз хяттин тянлийидир. 

Беляликля щяр ики щалда, щям 0≠B гиймятляриндя, щям дя 0=B гиймятиндя (6) 

тянлийинин мцстяви цзяриндя бир дцз хятт тяйин етдийини эюстярдик. (6) тянлийи мцстяви 

цзяриндя дцз хяттин цмуми тянлийи адланыр. 

O

y

x

L

Q

A
C

−
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Яэяр (1) тянлийиндя A , B  вя C  ямсалларындан щеч олмазса бири сыфра бярабяр-

дирся, онда бу тянлик дцз хяттин натамам тянликляри адланыр. A , B  вя C  ямсалла-

рындан щеч олмазса биринин сыфра бярабяр олмасы ашаьыдакы щаллара эятирир. 

1) 0=A  (бу щалда 0≠B ) олдугда дцз хяттин цмуми (6) тянлийи 

0=+ CBy , вя йа 
B
Cy −=  

шяклиня дцшцр ки, бу да дцз хятт цзяриндя йерляшян бцтцн 

нюгтялярин ординатларынын ейни олуб, 
B
C

−  ядядиня бяра-

бяр олдуьуну эюстярир. Йяни бу тянлик Ox  абсис охуна 

паралел, Oy  ординат охундан ися 
B
C

−  гиймятли парча 

айыран дцз хяттин тянлийидир. 

Хцсуси щалда, 0=C  олдугда онда 0=y  алырыг ки, 

бу тянлик Ox  абсис охуна паралел, Oy  ординат охундан 

ися 0 гиймятли парча айыран дцз хяттин, йяни абсис охунун 

тянлийидир. 

2) 0=B  (бу щалда 0≠A ) олдугда дцз хяттин 

цмуми (6) тянлийи 

0=+ CAx , вя йа 
A
Cx −=  

шяклиня дцшцр ки, бу да дцз хятт цзяриндя йерляшян бцтцн 

нюгтялярин абсисляринин ейни олуб, 
A
C

−  ядядиня бярабяр 

олдуьуну эюстярир. Йяни бу тянлик Oy  ординат охуна 

паралел, Ox  абсис охундан ися 
A
C

−  гиймятли парча айы-

ран дцз хяттин тянлийидир. 

Хцсуси щалда, 0=C  олдугда онда 0=x  алырыг ки, бу 

бу тянлик Oy  ординат охуна паралел, Ox  абсис охундан 

ися 0 гиймятли парча айыран дцз хяттин, йяни ординат оху-

нун тянлийидир. 

O

y

Шякил 18 

x

L

B
C

−

P

O

y

Шякил 19 
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y
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3) 0,0,0 ≠≠= BAC  олдугда ися (6) тянлийи 

0=+ ByAx  шяклиня дцшцр ки, координат башланьыъы ( )0;0O  

нюгтясинин координаты бу тянлийи юдядийиндян, бу дцз 

хятт координат башланьыъындан кечян дцз хяттин тянлийи-

дир. 

Демяли, дцз хяттин натамам тянликляри йа абсис 

охуна параллел, йа ординат охуна параллел, йа да координат башланьыъындан кечян 

дцз хятлярин тянликлярини ифадя едир. 

Гейд едяк ки, верилмиш 1L  вя 2L дцз хятляринин тянликляри буъаг ямсаллы 

11 bxky +=  вя 22 bxky +=  шяклиндя дейил, уйьун олараг, цмуми 

0111 =++ CyBxA  ( 01 ≠B )                                       (7) 

вя 

0222 =++ CyBxA  ( 02 ≠B )                                     (8) 

шяклиндя верилдикдя, онлары уйьун олараг, 

1

1

1

1

B
Cx

B
Ay −−=   вя 

2

2

2

2

B
Cx

B
Ay −−=  

шяклиндя йазыб 
1

1
1 B

Ak −=  вя 
2

2
2 B

Ak −=  ишаря етмякля, 1L  вя 2L дцз хятляринин параллел-

лийи цчцн 21 kk =  шяртини 
2

2

2

1

B
A

B
A

−=− , йахуд 

2

1

2

1

B
B

A
A

=                                                  (9) 

шякилдя, перпендикулйарлыьы цчцн 
1

2
1
k

k −=  шяртини ися 
1

1

2

2

A
B

B
A

−=− , йахуд да 

02121 =+ BBAA                                              (10) 

шякилдя йазмаг олар. 

 

Дцз хяттин «парчаларла» тянлийи 

 

Абсис охундан гиймяти a , ординат охундан ися гиймяти b  олан парча айыран 

дцз хяттин тянлийини чыхараг. Бу дцз хятт ( )0;aA  вя ( )bB ;0  нюгтясиндян кечдийиндян, 

O

y

Шякил 22 

x

L

Melikov Behruz



 

С.Й. Ялийев. Али рийазиййат курсундан мцщазиряляр. Бакы, 2007 
 

16 

мцстяви цзяриндя верилмиш ики нюгтядян кечян кечян дцз хятт тянлийиня ясасян 

a
ax

b
y

−
−

=
−
−

00
0  вя йа 

a
ax

b
y

−
−

=  

бурадан ися 1+−=
a
x

b
y , йахуд 

1=+
b
y

a
x                                                  (11) 

тянлийини алмыш олуруг. 

(11) тянлийи дцз хяттин «парчаларла» тянлийи адланыр 

; бу тянликдяки a  вя b  кямиййятляри, уйьун олараг бу 

дцз хяттин абсис вя ординат охларындан айырдыьы парчала-

рын гиймятидир. Дцз хяттин бу тянлийиндян, ясасян дцз 

хятти координат системиндя гураркян истифадя едилир. 

Тутаг ки, L  дцз хяттин тянлийи цмуми 

0=++ CByAx  шяклиндя верилиб вя BA,  вя C  ямсалларынын щяр цчц сыфырдан фярглидир. 

Онда бу тянлийи яввял CByAx −=+ , сонра 1=
−

+
− C

By
C

Ax  даща сонра ися 

1=
−

+
−

B
C
y

A
C
x  

шяклиндя йазыб, 
A
Ca −=  вя 

B
Cb −=  ишаря етмякля ону «парчаларла» 1=+

b
y

a
x  тянлийи 

шяклиня эятирмяк олар. 

 

Нюгтядян дцз хяття гядяр олан мясафя 

 

Нюгтядян дцз хяття гядяр олан мясафя, бу нюгтя-

дян дцз хяття ендирилмиш перпендикулйарын узунлуьуна 

дейилир. 

Тутаг ки, мцстяви цзяриндя координатлары ( )00 ; yx  

олан 0M  нюгтяси вя тянлийи цмуми 

0=++ CByAx  ( 022 ≠+ BA )                     (6) 

шяклиндя олан L  дцз хятти верилмишдир. ( )000 ; yxM  нюгтясиндян L  дцз хяттиня олан 

O

y
Шякил 23 

x

L

A

B

O

y
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мясафя дцстуруну тапаг. ( )000 ; yxM  нюгтясиндян кечян вя L  дцз хяттиня перпен-

дикулйар 1L  олан дцз хяттин тянлийи 

( ) ( ) 000 =−−− yyAxxB                                             (12) 

шяклиндя олуьундан, L вя 1L  дцз хятляринин 1M кясишмя нюгтясинин ( )11; yx  коорди-

натлары бу дцз хятлярин (6) вя (12) тянликляринин ямяля эятирдикляри 





−=−
−=+

00

;
AyBxAyBx

CByAx
                                              (13) 

системинин щялли кими тапыб, мцстяви цзяриндя верилмиш ики 0M  вя 1M нюгтяляри ара-

сындакы мясафя дцстурундан 

( ) ( ) ( )2
01

2
0110 ; yyxxMMd −+−=  

истифадя етсяк, ( )000 ; yxM  нюгтясиндян L  дцз хяттиня олан ахтарылан мясафя цчцн 

22

00
10 ;

BA

CByAx
MMd

+

++
==                                          (14) 

дцстуруну аларыг. (14) дцстуру мцстяви цзяриндя верилмиш нюгтядян верилмиш дцз 

хяття гядяр олан мясафя дцстуру адланыр 

 

Икинъи тяртиб хяттляр 

 

Яввялки мювзуларда гейд етмишдик ки, мцстяви цзяриндяки L  хяттинин 

( ) 0; =yxF  

Тянлийинин сол тяряфиндяки ( )yx;F  ифадяси x  вя y  дяйишянляриня нязярян ики дя-

ряъяли чохщядли ися, онда L  хятти 2-ъи тяртиб хятт адланыр. x  вя y  дяйишянляри-ня ня-

зярян ики дяряъяли чохщядлинин цмуми шякли 

( ) FEyDxCyBxyAxyx +++++= 222; 22F  

олдуьундан, 

0222 22 =+++++ FEyDxCyBxyAx                                    (1) 

тянлийи 2-ъи тяртиб хятлярин цмуми тянлийи адланыр; гейд етмяк лазымдыр ки, бурада 

тянлийин дяряъясини мцяййян едян A , B  вя C  ямсалларынын щяр цчц ейни заманда 

сыфыра бярабяр ола билмязляр ( 0222 ≠++ CBA ), якс тядгирдя (1) тянлийи 1-ъи дяряъяли, 
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онун тяйин етдийи L  хятти ися 1-ъи тяртиб хятт оларды. 

Дцз хятляр 1-ъи тяртиб хятлярля ящатя олундуьундан, 2-ъи тяртиб хятляри, адя-

тян 2-ъи тяртиб яйриляр дя адландырырлар. 

Инди ися 2-ъи тяртиб яйрилярин садя щалларыны нязярдян кечиряк. 

 

Чевря 

 

Тяриф 1. Мцстяви цзяриндя мяркяз адланан нюгтядян бярабяр узаглыгда йерля-

шян нюгтялярин щяндяси йери (йяни, бу хассяни юдяйян бцтцн нюгтяляр чохлуьу) чевря 

адланыр. 

Чеврянин ихтийари нюгтясини онун мяркязи иля бирляшдирян 

дцз хятт парчасы онун радиусу адланыр. 

Мяркязи ( )000 ; yxM  нюгтясиндя йерляшян вя радиусу 

R  ядядиня бярабяр олан чеврянин тянлийини чыхараг. 

Чевря цзяриндя ъари координатлары ( )yx;  олан 

M нюгтяси эютцряк вя бу M  нюгтясини 0M  нюгтяси иля бирляшдиряк. MM 0  парчасы ах-

тарылан чеврянин радиусу олдуьундан, RMM =0  олаъаг. Мцстяви цзяриндя ики нюг-

тя арасындакы мясафя дцстуруна ясасян, 

( ) ( )2
0

2
00 yyxxMMR −+−==  

олаъаг. Бу бярабярлийин щяр тяряфини квадрата йцксялтдикдя 

( ) ( ) 22
0

2
0 Ryyxx =−+−                                              (2) 

тянлийини алырыг. (2) тянлийи мяркязи ( )000 ; yxM  нюгтясиндя йерляшян вя радиусу R  

ядядиня бярабяр олан чеврянин каноник (йяни, ян садя) тян-

лийи адланыр. 

Хцсуси щалда. чеврянин мяркязи ( )0;0O  координат баш-

ланьыъында йерляшярся, (2) тянлийи 
222 Ryx =+                              (3) 

шяклиня дцшцр ки, бу да мяркязи координат башланьыъында 

йерляшян вя радиусу R -я бярабяр олан чеврянин каноник тян-

O

y

Шякил 25 
x

0M

M

R

O

y

Шякил 25 

x

MR

Melikov Behruz



 

С.Й. Ялийев. Али рийазиййат курсундан мцщазиряляр. Бакы, 2007 
 

19 

лийи адланыр. 

 

 

Еллипс 

 

Тяриф 2. Мцстяви цзяриндя фокуслар адланан ики нюгтядян мясафяляринин ъями 

сабит кямиййят олуб, фокуслар арасындакы мясафядян бюйцк галан нюгтялярин щяндяси 

йери (йяни, бцтцн беля нюгтяляр чохлуьу) еллипс адланыр. 

Мцстяви цзяриндя ихтийари нюгтянин фокуслардан олан мясафяляри, бу нюгтянин 

фокал радиуслары адланыр. 

Инди ися фокуслар арасындакы мясафяси c2  ядядиня, фокусдан мясафяляри ъями 

ися a2  ядядиня (еллипсин тярифиня ясасян, 2c2 >a , йяни ca > олмалыдыр) бярабяр олан 

еллипсин тянлийини чыхараг. Цмумилийи позмадан фокус нюгтялярини абсис оху цзя-

риндя еля йерляшдиряк ки, ординат оху бу фокуслары бирляшдирян дцз хятт парчасынын 

ортасындан кечсин, якс тягдирдя бу шярти координат охларынын чеврилмяси васитясиля 

щяйата кечиря билярик.Еллипсин фокус нюгтялярини, уйьун олараг, 1F  вя 2F иля ишаря 

етсяк cFF 221 = , O  координат башланьыъы 21FF  орта нюгтяси олдуьундан ися 

cFFOFOF === 2121 2
1  алырыг. 1F  вя 2F нюгтяляри O  координат башланьыъындан 

мцхтялиф тяряфлярдя йерляшдикляриндян, онларын координатлары ( )0;1 cF −  вя ( )0;2 cF  

олаъаг. Ахтарылан еллипсин цзяриндя ъари координатлары 

( )yx ;  олан ихтийари M  нюгтяси эютцряк вя бу нюгтянин 

фокал радиусларыны,йяни фокус нюгтяляриндян мясафяля-

рини уйьун олараг, 1r  вя 2r  иля ишаря едяк : MFr 11 =  вя 

MFr 22 = . Ики нюгтя арасыдакы мясафя дцстуруна яса-

сян, 

( ) 22
11 ycxMFr ++==  ; ( ) 22

22 ycxMFr +−==                       (4) 

M нюгтяси йалныз вя йалныз о щалда тянлийи ахтарылан еллипсин цзяриндя олаъаг ки, 

arr 221 =+                                                         (5) 

мцнасибяти юдянсин. (5) тянлийи ахтарылан еллипсин тянлийидир.Ону координатларла 

O

y
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x
1F 2F

1r 2r

M
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ифадя етмяк цчцн, (4) ифадялярини (5) мцнасибятиндя нязяря алсаг 

( ) ( ) aycxycx 22222 =+−+++                                        (6) 

мцнасибяти алыныр. Бу тянлик дя тяляб олунан еллипсин тянлийидир. Лакин бу тянлик ис-

тифадя цчцн бир гядяр йарарсыздыр. Ону даща асан йадда сахламаг цчцн (6) тянлий-

ини бир гядяр чевиряк. Бунун цчцн (6) бярабярлийинин сол тяряфиндя дуран кюкляр-

дян бирини якс ишаря иля бярабярлийин диэяр тяряфиня кечириб, алынан мцнасибятин ики 

тяряфини квадрата йцксялсяк 

( ) ( ) 2222 2 ycxaycx +−−=++  

 вя йа  

( ) ( ) ( ) 2222222 44 ycxycxaaycx +−++−−=++  

бярабярлийини, мцхтясяр вурма дцстурларындан истифадя едяряк мютяризяляри ачыб 

охшар щядляри ислащ етдикдян сонра ися 

( ) 2222222 2442 ccxxycxaaccxx +−++−−=++  

вя йа 

( ) 222 444 ycxaacx +−−=  

бярабярлийини алмыш оларыг. Бу бярабярлийин щяр тяряфини 4 -я бюлцб ону  

( ) 222 ycxaacx +−−=  вя йа ( ) cxaycxa −=+− 222  

шяклидя, сонунъу бярабярлийин щяр ики тяряфини бир даща квадрата йцксялтдикдян со-

нра ися 

( )[ ] ( )22222 cxaycxa −=+− , 

шяклидя йазмаг олар. Мцхтясяр вурма дцстурларындан истифадя едяряк мютяризяляри 

ачдыгдан сонра ися, сонунъу мцнасибятдян 

[ ] 22242222 22 xccxaayccxxa +−=++− , 

вя йа 
22242222222 22 xccxaayacacxaxa +−=++− , 

охшар щядляри ислащ етдикдян сонра ися 
224222222 caayaxcxa −=+− , 

йахуд 
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( ) ( )22222222 caayaxca −=+−                                         (7) 

мцнасибятини алырыг. Еллипс цчцн ca 22 > , бурадан ися ca >  олдуьу йухарыда гейд 

олундуьундан, 22 ca >  вя демяли 022 >− ca  бярабярсизлийи доьрудур. Йяни 

22 ba − ифадяси бу еллипс цчцн щямишя мцсбят ядядир, мцсбят ядяди ися щяр щансы 

ядядин квадраты шяклиндя эюстярмяк мцмкцн олдуьундан 
222 bca =−                                                      (8) 

ишаря едяк. (8) ишарялямясини (7) бярабярлийиндя нязяря алсаг. ону 
222222 bayaxb =+  

шяклиндя йазмаг олар ки, бу мцнасибятин дя щяр тяряфини мцсбят 22ba  ифадясиня 

бюлсяк 

12

2

2

2

=+
b
y

a
x                                                        (9) 

тянлийини аларыг. (9) тянлийи еллипсин каноник (йяни, ян садя) тянлийи адланыр. 

(9) тянлийиня x вя y  дяйишянляри йалныз ъцт дяряъядян дахил олдуьундан алыныр 

ки, щяр щансы ( )yxM ;  нюгтяси (9) тянлийи иля ифадя олунан еллипсин цзяриндя йерляшиб-

ся, онда ( )yxM ;1 −  ( )yxM −− ;2  ( )yxM −;3  нюгтяляри дя щямин еллипсин цзяриндя йер-

ляшяъяк. Бу нюгтяляр ися координат охларына нязярян симметрик нюгтяляр олдуьун-

дан, каноник (9) тянлийи иля ифадя олунан еллипс координат охларына нязярян сим-

метрик яйридир. Одур ки, бу еллипсин формасыны йалныз 1-ъи рцбдя, йяни 0≥x  гиймят-

ляриндя арашдырыб, ону симметрик олараг бцтцн рцбляря давам етдиря билярик. Буну 

цчцн, яввялъя (9) мцнасибятини y дяйишяниня нязярян щялл едяк.Бу заман 

2

22

2

2

2

2

1
a

xa
a
x

b
y −

=−=  

вя йа 

( )22
2

2

xa
a
by −=  

йахуд 

22 xa
a
by −=                                                      (10) 

аларыг.(10) мцнасибятиндян эюрцнцр ки, 

1) 0=x  гиймятиндя by =  олур, йяни ( )bB ;0 нюгтяси бу еллипсин цзяриндядир; 
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2) x дяйишяни 0 -дан a -йа гядяр артдыгъа y дяйишяни b -дян 0 -а гядяр аза-

лыр,йяни еллипс цзяриндя олан ( )yxM ;  нюгтяси саьа вя ашаьыйа доьру щярякят едир; 

3) ax =  гиймятиндя 0=y  олур, йяни ( )0;aA нюгтяси бу еллипсин цзяриндя йерля-

шир; 

4) ax >  гиймятляриндя y дяйишянинин щягиги гиймяти 

йохдур, бу ися о демякдир ки, 1-ъи рцбдя еллипс цзяриндя 

абсиси a -дан бюйцк олан щеч бир нюгтя йохдур. (Шякил ) 

Шякилдя олан бу форманы симметрик олараг бцтцн 

рцбляря давам етдирсяк, еллипсин бцтцн координат мцстя-

видя формасыны алмыш оларыг (шякил ). 

( )0;aA , ( )bB ;0 , ( )0;aA −′ , ( )bB −′ ;0 нюгтяляри 

бу еллипсин тяпяляри адланыр. AA′  парчасы еллип-

син бюйцк, BB′  парчасы ися еллипсин кичик оху 

адланыр: bBBaAA 2,2 =′=′ . 

OA  вя OB парчалары уйьун олараг, еллипсин 

бюйцк вя кичик йарымоху адланырлар: 

bOBaOA == , . 

Демяли еллипсин каноник (9) тянлийиндяки a вя b  ядяляри, щяндяси олараг, еллип-

син бюйцк вя кичик йарымохларыны ифадя едир. 

Еллипсин каноник (9) тянлийиндя ba =  олдугда,бу тянлик 

12

2

2

2

=+
a
y

a
x  вя йа 222 ayx =+  

шяклиня дцшяр ки, бу да мяркязи координат башланьыъында йеляшян, радиусу ися a  

ядядиня бярабяр олан чеврянин тянлийидир. 

a
c  - кямиййяти еллипсин ексентристети 

адланыр вя ε  щярфи ишаря едилир: 

a
c

=ε  .    (11) 

Еллипс цчцн ca >  олдуьундан,онун 

O

y

x

Шякил 27 

A

B

O

y

x

Шякил 29 

O

y

x

Шякил 28 

A′ A

B′

B

1F2F
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ексентристети 1<ε  олаъаг. Еллипсин ексентристетинин мащиййятини айдынлашдырмаг 

цчцн (11) мцнасибятиинин щяр тяряфини квадрата йцксялтсяк, 2

2
2

a
c

=ε , 222 bac −=  

ифадясини дя нязяря алдыгда ися 
2

2

22

2

2
2 1 






−=

−
==

a
b

a
ba

a
c

ε  вя йа 2
2

1 ε−=







a
b  бярабяр-

лийини аларыг. Сонунъу мцнасибятдян 

21 ε−=
a
b                                                      (12) 

бярабярлийи алыныр.(12) мцнасибятиндян эюрцндцйц кими, 0→ε  олдугда, 1→
a
b , 

йяни ba →  олур ки, бу да еллипсин бюйцк йарымохунун кичик йарымохуна йахын-

лашмасыны, даща дягиг, еллипсин чевряйя йахынлашмасыны эюстярир. 

1→ε  олдугда ися, 0→
a
b ,йяни ba <<  олур ки, бу да еллипсин бюйцк йарымо-

хунун кичик йарымохундан чох-чох бюйцк олдуьуну, даща дягиг, еллипсин бюйцк 

ох бойунъа дартылмасыны эюстярир. 

Демяли еллипсин ексентристети, онун формасыны характеризя едян кямиййят олуб, ел-

липсин бюйцк оху бойунъа дартылмасыны характеризя едир. 

 

Щипербола 

 

Тяриф 3. Мцстяви цзяриндя фокуслар адланан ики нюгтядян мясафяляринин фярги 

мцтляг гиймятъя сабит кямиййят олуб, фокуслар арасындакы мясафядян кичик галан 

нюгтялярин щяндяси йери (йяни, бцтцн беля нюгтяляр чохлуьу) щипербола адланыр. 

Мцстяви цзяриндя ихтийари нюгтянин фокуслардан олан мясафяляри, бу нюгтянин 

фокал радиуслары адланыр. 

Инди ися фокуслар арасындакы мясафяси c2  ядяди-

ня, фокусдан мясафяляри фярги ися мцтляг гиймятъя a2  

ядядиня (щиперболанын тярифиня ясасян, 2c2 <a , йяни 

ca <  олмалыдыр) бярабяр олан щиперболанын тянлийини 

чыхараг. Еллипсдя олдуьу кими, фокус нюгтялярини аб-

сис оху цзяриндя еля йерляшдиряк ки, ординат оху бу фокуслары бирляшдирян дцз хятт 

O

y

Шякил 30 

x
1F 2F

1r
2r

M
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парчасынын ортасындан кечсин, якс тягдирдя бу шярти координат охларынын чеврилмяси 

васитясиля щяйата кечирмяк олар. Щиперболанын фокус нюгтялярини, уйьун олараг, 1F  

вя 2F  иля ишаря етсяк cFF 221 = , O  координат башланьыъы 21FF  орта нюгяси олдуьун-

дан ися cFFOFOF === 2121 2
1  алырыг. 1F  вя 2F нюгтяляри O  координат башланьыъын-

дан мцхтялиф тяряфлярдя йерляшдикляриндян, онларын координатлары ( )0;1 cF −  вя 

( )0;2 cF  олаъаг. Ахтарылан щиперболанын цзяриндя ъари координатлары ( )yx ;  олан их-

тийари M  нюгтяси эютцряк вя бу нюгтянин фокал радиусларыны, йяни фокус нюгтяля-

риндян мясафялярини уйьун олараг, 1r  вя 2r  иля ишаря едяк : MFr 11 =  вя MFr 22 = . 

Мцстяви цзяриндя ики нюгтя арасындакы мясафя дцстуруна ясасян,  

( ) 22
11 ycxMFr ++== ; ( ) 22

22 ycxMFr +−==                       (13) 

M  нюгтяси йалныз вя йалныз о щалда тянлийи ахтарылан щиперболанын цзяриндя олаъаг 

ки, 

arr 221 =−  вя йа  arr 221 ±=−                                            (14)  

мцнасибяти юдянсин. (14) тянлийи ахтарылан щиперболанын тянлийидир. Ону координат-

ларла ифадя етмяк цчцн, (13) ифадялярини (14) мцнасибятиндя нязяря алсаг 

( ) ( ) aycxycx 22222 ±=+−−++                                       (15) 

мцнасибяти алыныр. Бу тянлик дя тяляб олунан щиперболанын тянлийидир. Лакин бу тян-

лик истифадя цчцн бир гядяр йарарсыздыр. Ону даща асан йадда сахламаг цчцн (15) 

тянлийини бир гядяр чевиряк. Бунун цчцн (15) бярабярлийинин сол тяряфиндя дуран 

кюклярдян бирини якс ишаря иля бярабярлийин диэяр тяряфиня кечириб, алынан мцнасибя-

тин ики тяряфини квадрата йцксялсяк 

( ) ( ) aycxycx 22222 ±+−=++  

вя йа 

( ) ( ) ( ) 2222222 44 ycxycxaaycx +−++−±=++  

бярабярлийини, мцхтясяр вурма дцстурларындан истифадя едяряк мютяризяляри ачыб 

охшар щядляри ислащ етдикдян сонра ися 

( ) 2222222 2442 ccxxycxaaccxx +−++−±=++  
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вя йа 

( ) 222 444 ycxaacx +−±=  

бярабярлийини алмыш оларыг. Бу бярабярлийин щяр тяряфини 4 -я бюлцб ону 

( ) 222 ycxaacx +−±=  вя йа ( ) 222 acxycxa −=+−±  

шяклиндя, сонунъу бярабярлийин щяр ики тяряфини бир даща квадрата йцксялтдикдян 

сонра ися 

( )[ ] ( )22222 acxycxa −=+− , 

шяклидя йазмаг олар. Мцхтясяр вурма дцстурларындан истифадя едяряк мютяризяляри 

ачдыгдан сонра ися, сонунъу мцнасибятдян 

[ ] 42222222 22 acxaxcyccxxa +−=++− , 

вя йа 
42222222222 22 acxaxcyacacxaxa +−=++− , 

охшар щядляри ислащ етдикдян сонра ися 
422222222 acayaxaxc −=−− , 

йахуд 

( ) ( )22222222 acayaxac −=−−                                       (16) 

мцнасибятини алырыг. Щипербола цчцн ca 22 < , бурадан ися ca <  олдуьу йухарыда 

гейд олундуьундан, 22 ac >  вя демяли 022 >− ac  бярабярсизлийи доьрудур. Йяни 

22 ac −  ифадяси бу щипербола цчцн щямишя мцсбят ядядир. Мцсбят ядяди ися щяр щан-

сы ядядин квадраты шяклиндя эюстярмяк мцмкцн олдуьундан 
222 bac =−                                                      (17) 

ишаря едяк. (17) ишарялямясини (16) бярабярлийиндя нязяря алсаг, ону 
222222 bayaxb =−  

шяклиндя йазмаг олар ки, бу мцнасибятин дя щяр тяряфини мцсбят 22ba  ифадясиня 

бюлсяк 

12

2

2

2

=−
b
y

a
x                                                        (18) 

тянлийини аларыг. (18) тянлийи щиперболанын каноник (йяни, ян садя) тянлийи адланыр. 

(18) тянлийиня x вя y  дяйишянляри йалныз ъцт дяряъядян дахил олдуьундан алы-
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ныр ки, щяр щансы ( )yxM ;  нюгтяси (18) тянлийи иля ифадя олунан еллипсин цзяриндя йер-

ляшибся, онда ( )yxM ;1 −  ( )yxM −− ;2  ( )yxM −;3  нюгтяляри дя щямин еллипсин цзяриндя 

йерляшяъяк. Бу нюгтяляр ися координат охларына нязярян симметрик нюгтяляр ол-

дуьундан, каноник (18) тянлийи иля ифадя олунан щипербола да координат охларына 

нязярян симметрик яйридир. Одур ки, бу щиперболанын формасыны йалныз 1-ъи рцбдя, 

йяни 0≥x  гиймятляриндя арашдырыб, ону симметрик олараг бцтцн рцбляря давам 

етдиря билярик. Буну цчцн, яввялъя (18) мцнасибятини y  дяйишяниня нязярян щялл 

едяк. Бу заман 

2

22

2

2

2

2

1
a

ax
a
x

b
y −

=−=  вя йа ( )22
2

2

ax
a
by −=  

йахуд 

22 ax
a
by −=                                                        (19) 

аларыг.(19) мцнасибятиндян эюрцнцр ки, 

1) a0 <≤ x  гиймятляриндя y  дяйишяни щягиги гиймятляр алмыр, 1-ъи рцбдя щи-

пербола цзяриндя абсиси 0 -ла a  арасында олан щеч бир нюгтя йохдур; 

2) ax =  гиймятиндя 0=y  олур, йяни ( )0;aA нюгтяси бу щиперболанын цзяриндя 

йерляшир; 

3) x дяйишяни a -дан башлайараг артдыгъа y дяйишяни 

0 -дан башлайараг артыр, йяни еллипс цзяриндя олан ( )yxM ;  

нюгтяси саьа вя йухарыйа доьру щярякят едир; 

4) +∞→x  гиймятляриндя щипербола x
a
by =  дцз хятти-

ня сонсуз олараг йахынлашыр, лакин ону кясмир (шякил ). 

Доьрудан да x
a
by =  дцз хятти цзяриндя вя каноник (18) тянлийи иля ифадя 

олунан щиперболанын 

цзяриндя абсисляри ейни x ядядиня бярабяр N вя M нюгтяляри эютцрсяк, 

( )
2222

222
2222

axx
ab

axx
axx

a
baxx

a
bax

a
bx

a
bMN

−+
=

−+

+−
=−−=−−= , 

O

y

x
Шякил 31 
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щиперболадан ися x
a
by =  дцз хяттиня перпендикулйар ендириб онун отураъаьыны E  

иля ишаря етсяк, щипербола иля бу дцз хятт арасындакы мясафя цчцн ися 

+∞→→
−+

=< x
axx

abMNME ,0
22

 

алырыг. 

x
a
by ±=                                                    (20) 

дцз хятляри, каноник (18) тянлийи иля ифадя олунан щиперболанын асимптотлары адланыр. 

Шякилдя олан бу форманы симметрик олараг бцтцн рцбляря давам етдирсяк, 

щиперболанын бцтцн координат мцстявисиндя формасыны алмыш оларыг (шякил ). 

( )0;aA , ( )0;aA −′  нюгтяляри бу еллирсин тяпяляри адланыр. AA′  парчасы щиперболанын 

щягиги оху адланыр: aAA 2=′ . OA  парчасы ися щиперболанын щягиги йарымоху ад- 

ланыр: aOA =  

Щиперболанын каноник (18) тянлийиндяки a вя 

b  ядяляринин щяндяси мащиййятини билмяк цчцн, щи-

перболанын ( )0;aA −′  вя ( )0;aA  тяпялярин дян бу щи-

перболанын щягиги охуна перпендикулйарлар чякяк 

вя бу перпендикулйарларын асимптотларла кясишмя 

нюгтялярини уйьун олараг, DKQP ,,,  иля ишаря ет-

сяк, PQKD  дцзбуъаглысыны алмыш оларыг. PQKD  

дцзбуъаглысы каноник тянлийи (18) олан щпер-

боланын дцзбуъаглысы адланыр. Щиперболанын 

каноник (18) тянлийиндяки a вя b  ядяляри 

щяндяси олараг, щиперболанын дцзбуъаглысы-

нын тяряфлярини ифадя едир. 

Щиперболанын каноник (18) тянлийиндя 

ba =  олдугда, бу тянлик 

12

2

2

2

=−
a
y

a
x  

шяклиня дцшяр ки, бу да бярабярйанлы щиперболанын тянлийидир. 

O

y

xA

Шякил 32 

1F 2FA′ aa

b

b

x
a
by −= x

a
by =

P

Q K

D

O

y

x

Шякил 33 
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a
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a
c  - кямиййяти щиперболанын ексентристети адланыр вя ε  щярфи ишаря едилир: 

a
c

=ε  .                        (21) 

Еллипсдян фяргли олараг, щипербола цчцн ca <  олдуьундан,онун ексентристети 

1>ε  олаъаг. Щиперболанын ексентристетинин мащиййятини айдынлашдырмаг цчцн (21) 

мцнасибятинин щяр тяряфини квадрата йцксялтсяк, 2

2
2

a
c

=ε , 222 bac +=  ифадясини дя 

нязяря алдыгда ися 
2

2

22

2

2
2 1 






+=

+
==

a
b

a
ba

a
c

ε  вя йа 12
2

−=





 ε

a
b  бярабярлийини аларыг. 

Сонунъу мцнасибятдян 

12 −= ε
a
b                                                 (22) 

бярабярлийи алыныр. 

(22) мцнасибятиндян эюрцндцйц кими, 1→ε  олдугда ися, 0→
a
b ,йяни ba <<  

олур ки, бу да щиперболанын дцзбуъаглысынын тяряфлярини биринин диэяриндян чох-чох 

бюйцк олдуьуну, даща дягиг, щиперболанын дцзбуъаглысынын щягиги ох бойунъа 

дартылмасыны эюстярир. 

Демяли щиперболанын ексентристети, онун дцзбуъаглысыны характеризя едир. 

 

Парабола 

 

Тяриф 4. Мцстяви цзяриндя фокус адланан нюгтядян вя директрис адланан дцз 

хятдян бярабяр узаглыгда йерляшян нюгтялярин щян-

дяси йери (йяни бцтцн бу ъцр нюгтяляр ъохлуьу) па-

рабола адланыр. 

Мцстяви цзяриндя олан истянилян нюгтянин 

параболанын фокусундан олан мясафяси бу нюг-

тянин фокал радиусу адланыр. Фокус нюгтясинин ди-

ректрисдян олан мясафяси p ядядиня бярабяр олан 

параболанын тянлийини чыхараг. 

O

y

Шякил 34 

x

M

r

d

F

2
px −=
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Параболанын фокус нюгясини F  иля ишаря едяк. Цмумилийи позмадан бу фокус 

нюгтясини абсис оху цзяриндя еля йерляшдиряк ки, ординат оху фокусдан директрися 

ендирилмиш перпендикулйарын ортасындан кечсин. Онда фокус нюгтясинин координа-

ты 





 0;

2
pF , директрисин тянлийи 

2
px −=  олаъаг. Ахтарылан параболанын цзяриндя ъари 

координатлары ( )yx ;  олан ихтийари M  нюгтяси эютцряк вя бу нюгтянин фокал радиу-

суну, йяни 





 0;

2
pF  фокус ногтясиндян мясафясини r , директрисдян олан мясафясини 

ися d  иля ишаря едяк : DCNMdFMr === , . Мцстяви цзяриндя ики нюгтя арасыдакы 

мясафя дцстуруна ясасян,  

 2
2

2
ypxFMr +






 −==  вя 

2
pxDCNMd +===  (23) ( )yxM ;  нюгтяси йалныз вя йал-

ныз о щалда тянлийи ахтарылан щиперболанын цзяриндя олаъаг ки, 

 dr =  (24) бярабярлийи юдянсин. (24) тянлийи ахтарылан параболанын тянлийидир. Ону 

координатларла ифадя етмяк цчцн, (23) ифадялярини (14) мцнасибятиндя нязяря алсаг 

 
22

2
2 pxypx +=+






 −  (25) мцнасибяти алыныр. Бу тянлик дя тяляб олунан парабола-

нын тянлийидир. Лакин бу тянлик истифадя цчцн бир гядяр йарарсыздыр. Ону даща асан 

йадда сахламаг цчцн (25) тянлийини бир гядяр чевиряк. Бунун цчцн (25) бярабяр-

лийинин ики тяряфини квадрата йцксялсяк 
2

2
2

22






 +=+






 −

pxypx , 

мцхтясяр вурма дцстурлары иля мютяризялярдян азад олдугда, 

44

2
22

2
2 ppxxyppxx ++=++− , 

охшар щядляри ислащ етдикдян сонра ися 

pxy 22 =                                                                (26) 
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тянлийини аларыг. (26) тянлийи параболанын каноник 

(йяни, ян садя) тянлийи адланыр.  

Еллипс вя щиперболанын каноник тянликляриндян фяргли олараг, параболанын (26) ка-

ноник тянлийиня йалныз y дяйишяни ъцт дяряъядян 

дахил олдуьундан щяр щансы ( )yxM ; нюгтяси бу 

параболанын цзяриндядирся, онда ( )yxM −;1  нюг-

тяси дя бу параболанын цзяриндя олаъаг. Бу нюг-

тяляр ися Ox  охуна нязярян симметрик нюгтяляр 

олдуьундан, каноник (26) тянлийи иля ифадя олу-

нан парабола да Ox  охуна нязярян симметрик 

яйри олаъаг. Одур ки. Бу параболанын йухары йа-

рыммцстявидя, йяни 0>y  гиймятляриндя форма-

сыны арашдырыб, ону симметрик олараг бцтцн 

мцстявийя давам етдиряк. Бунун цчцн (26) мцнасибятинини y  дяйишяниня нязярян 

щялл етсяк 

pxy 2=                            (27) 

мцнасибятини алырыг. (27) мцнасибятиндян 

эюрцнцр ки : 

1) 0<x  гиймятляриндя y  дяйишяни щягиги 

гиймят алмыр ( 0>p  олдуьундан), йяни (26) 

тянлийи иля ифадя олунан параболанын цзяриндя 

абсиси мянфи гиймят алан щеч бир нюгтя йохдур; 

2) 0=x  гиймятиндя 0=y олур, йяни (26) 

тянлийи иля ифадя едилян парабола координат баш-

ланьыъындан кечир; 

O

y

Шякил 36 

x

M

r

d

F

2
px −=

O

y

Шякил 35 

x

M

r

d

F

2
px −=

O

y

Шякил 37 

2
px −=

F x
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3) x  дяйишяни 0 -дан башлайараг артдыгъа, y  дяйишяни дя 0 -дан башлайараг 

артаъаг, йяни парабола цзяриндя олан ( )yxM ;  нюгтяси координат мцстявисиндя саьа 

вя йухарыйа доьру щярякят едяъяк 

Параболанын йухары йарыммцстявидя олан бу формасыны Ox  охуна нязярян 

симметрик олараг бцтцн координат мцстявисиня давам етдирсяк, каноник (26) тян-

лийи иля ифадя олунан параболанын шякилдяки формасыны алмыш оларыг. (26) тянлийиня 

дахил олан p  параметри параболанын голлары арасындакы мясафяни характеризя едир. 

p  ядяди бюйцдцкъя, бу голлар даща эениш, p  кичилдикъя, голлар даща йахын олаъаг. 

Яэяр яввялъядян фокус нюгтясини абсис оху цзяриндя координат башланьыъын-

дан мцсбят истигамятдя дейил, мянфи истигамятдя, директрисин абсис оху иля кясишмя 

нюгтясини ися яксиня, координат башланьыъындан мянфи истигамятдя дейил, мцсбят 

истигамятдя эютцрся идик (йяни 0>p дейил, 

0<p  олса иди) онда ахтарылан параболанын 

pxy 22 −=                             (28) 

шяклиндя каноник тянлийини, фокус нюгтясини 

абсис оху цзяриндя дейил, ординат оху цзярин-

дя, директриси ися абсис охуна дейил, ординат 

охуна перпендикулйар эютцрсяйдик онда ах-

тарылан параболанын 

pyx 22 =                               (29) 

вя йа 

pyx 22 −=                             (30) 

шяклиндя каноник тянликлярини алмыш олардыг. 

(28), (29), (30) параболалары каноник 

(26) тянлийи иля ифадя олунан параболайа алтернатив параболалар адланырлар. 

 

Икинъи тяртиб мяркязи яйриляр 

 

2-ъи тяртиб яйриляр – еллипс, щипербола вя параболаны юйряняркян, онларын 

мцвафиг каноник тянликляри хцсуси шяртляр-фокус нюгтяляринин абсис оху цзяриндя 

O

y

Шякил 38 

2
py −=

F

x

O

y

Шякил 39 

F

x

2
py −=
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гябул едилмяляри шяртляри дахилиндя чыхарылмышды. Лакин, бу шяртлярин тямин едилмя-

дийи бир чох практик мясялялярин щялли заманы 2-ъи тяртиб яйриляр каноник тянликлярля 

ифадя едилмир. 

2-ъи тяртиб L  яйрисинин цмуми тянлийинин 

0222 22 =+++++ FEyDxCyBxyAx                                   (1) 

шяклиндя верилдийини яввялки мювзуларда гейд етмишдик. Щяр цчцнцн ейни заманда 

сыфыра бярабяр олмадыьы A , B  вя C  ямсаллары цчцн 

а) 02 >− ACB  бярабярсизлийи юдяндикдя L  яйриси еллиптик тип яйри; 

б) 02 =− ACB  бярабярсизлийи юдяндикдя L  яйриси параболик тип яйри; 

ъ) 02 <− ACB  бярабярсизлийи юдяндикдя L  яйриси щиперболик тип яйри адланыр. 

Координат башланьыъыны, координат охларынын истигамятини дяйишмядян, 

мцстявинин щяр щансы ( )00 ; yxO′  нюгтрясиня 

кючцрмякля, йяни координат охларынын па-

раллел 





+′=
+′=

0

0 ;
yyy
xxx

                           (2) 

чевирмясиндян истифадя етмякля (1) тянлийини 

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 0222 00
2

000
2

0 =++′++′++′++′+′++′ FyyExxDyyCyyxxBxxA  

вя йа 

( ) ( ) ( )++′+++′+′+′′++′+′ 2
00

2
0000

2
00

2 222 yyyyCyxxyyxyxBxxxxA  

02222 00 =++′++′+ FEyyEDxxD  

шякилдя, йени x′  вя y′дяйишянляриня нязярян груплашдырдыгдан сонра ися 

( ) ( ) +′+++′+++′+′′+′ yECyBxxDByAxyCyxBxA 0000
22 222  

( ) 0222 00
2
000

2
0 =++++++ FEyDxCyyBxAx                              (3) 

бярабярлийини алмыш оларыг. Йени O′  координат башланьыъынын 0x вя 0y  координатла-

рыны еля сечяк ки, (3) тянлийиндя x ′  вя y ′  щядляринин ямсаллары сыфра бярабяр олсун, 

йяни   





=++
=++

0
;0

00

00

ECyBx
DByAx

           (4) 

O

y

xШякил 40 

1F

2F
O′

y′y ′′

x′

x ′′
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O x

Шякил 41 

x′

x ′′

y
y ′′

y′

O′

шяртляри юдянсин.Бу щалда (3) тянлийи  

02 22 =′+′′+′′′+′′ FyCyxBxA      (5) 

шяклиня дцшяъяк ки, бурада йени FCBA ′′′′ ,,,  ямсаллары 











+++++=′
=′
=′
=′

FEyDxCyyBxAxF
CC
BB
AA

00
2
000

2
0 222
;
;
;

                           (6) 

бярабярликляри иля тяйин олунурлар. (6) 

бярабярликляриндян дя эюрцндцйц ки-

ми, 22 BACBCA −=′−′′  олдуьундан, 

координат охларынын параллел (2) 

кючцрцлмяси заманы 2-ъи тяртиб яйри-

нин типи дяйишмир. (4) тянлийи цмуми 

(1) тянлийи иля ифадя олунан 2-ъи тяртиб 

яйринин мяркязинин тянлийи, 0x  вя 0y  

координатлары бу тянлийи юдяйян 

( )00 ; yxO′  нюгтяси ися бу яйринин мяр-

кязи адланыр. 

(4) системи 0x  вя 0y  дяйишянляриня нязярян икимяъщуллу ики хятти ъябри тянлик-

ляр системидир, онун ясас детерминанты 

02 ≠−==∆ BAC
CB
BA

                                           (7) 

ися (4) системинин йеэаня щялли, (1) тянлийи иля ифадя олунан 2-ъи тяртиб яйринин ися 

йеэаня мяркязи вар. 

Ямсаллары (7) шяртини юдяйян 2-ъи тяртиб яйриляр мяркязи олан яйриляр адланыр. 

(7) шярти ися йалныз 02 >− ACB  бярабярсизлийини юдяйян еллиптик тип вя 02 <− ACB  

бярабярсизлийини юдяйян щиперболиптик тип яйриляр цчцн юдяндийиндян, йалныз еллиптик 

вя щиперболиптик тип яйриляр мяркязи олан яйрилярдирляр. 02 =− ACB  шяртини юдяйян 

параболиктик тип яйриляр мяркязи олмайан 2-ъи тяртиб яйриляря аиддирляр. 

2-ъи тяртиб L яйрисинин цмуми (1) тянлийини (5) шяклиня эятирдикдян сонра, ко-

ординат охларынын йени ( )00 ; yxO′  координат башланьыъынын ятрафында мцяййян α  

Melikov Behruz



 

С.Й. Ялийев. Али рийазиййат курсундан мцщазиряляр. Бакы, 2007 
 

34 

буъаьы гядяр дюнмясини ифадя едян 





′′+′′=′
′′−′′=′

αα
αα

cossin
;sincos

yxy
yxx

                                             (8) 

чевирмяси васитяси иля (5) тянлийинин юзцнц дя 

( ) ( )( )

( ) 0cossin

cossinsincos2sincos
2

2

=′+′′+′′′+

+′′+′′′′−′′′+′′−′′′

FyxC

yxyxByxA

αα

αααααα
 

шяклиндя, мютяризяляри ачыб x ′′  вя y ′′  дяйишянляриня нязярян груплашдырдыгдан сонра 

ися 

02 22 =′′+′′′′+′′′′′′+′′′′ FyCyxBxA                                       (9) 

шяклиндя йазмаг оларки. бурада FCBA ′′′′′′′′ ,,, ямсаллары 

αααα 22 sinsincos2cos CBAA ′+′+′=′′  ; 

( ) αααααα cossinsincoscossin 22 CBAB ′+−′+′−=′′ ;                      (10) 

αααα 22 cossincos2sin CBAC ′+′−′=′′  

бярабярликляри иля мцяййян олунурлар. α  буъаьыны еля сечяк ки, (9) тянлийиндяки B ′′  

ямсалы сыфыра бярабяр олсун: 0=′′B . CA ′=′  гиймятляриндя α буъаьы 02cos =α  тянлий-

индян 
4
π

α = кими, CA ′≠′  гиймятляриндя ися ( ) αα 2sin2cos2 CAB ′−′=′  тянлийиндян 

CA
Barctg

′−′
′

=
2

2
1

α  кими тапылыр.Бу щалда (9) тянлийи 

022 =′′+′′′′+′′′′ FyCxA                                              (11) 

шяклиня дцшяр ки, бу тянлик дя цмуми (1) тянлийи иля ифадя олунан 2-ъи тяртиб L  яйри-

синин каноник тянлийидир. 

Гейд едяк ки бу чевирмяляр заманы 2-ъи тяртиб яйринин типини мцяййян едян 

ифадянин гиймяти 

( )( )−′+′−′′+′+′=′′−′′′′ αααααααα 22222 cossincos2sinsinsincos2cos CBACBABCA  

( )( ) ( ) ( ) =+′−+′′=′−′+−′−
2222222222 sincossincoscossin)(sincos αααααααα BCAACB  

22 BACBCA −=′−′′=  

дяйишмядийиндян, 2-ъи тяртиб яйринин типи дя дяйишмир. 

 

Melikov Behruz



Вектор анлайышы. 

Тябиятдя еля кямиййятляр вар ки, онлар тякъя юз ядяди гиймятляри иля там 

характеризя олуна билирляр. Бу ъцр кямиййятляр скалйар кямиййятляр адланырлар. 

Скалйар кямиййятляря мисал олараг узунлуг, сащя, щяъм вя с. кямиййятляри 

эюстяря биялрик.  

Лакин тябиятдя еля кямиййятляря дя раст эялинир ки, онлар йалныз тяк ядяди 

гиймятляри иля характеризя олуна  билмирляр, онлары там характеризя етмяк цчцн 

бу кямиййятлярин ядяди гиймятляриндян ялавя, онларын истигамяти дя верилмялидир. 

Бу ъцр кямиййятляр ися векториал кямиййятляр адланырлар. Векториал кямиййятляря 

гцввяни мисал эюстярмяк олар.  

Рийазиййатда векториал кямиййятляри ишаря етмяк 

цчцн  вектор анлайышындан истифадя едирляр.  

Башланьыъы вя сону олан, истигамятлянмиш дцз хятт 

парчасы вектор адланыр вя AB  кими ишаря едилир; A  нюгтяси векторун башланьыъы, B  

нюгтяси  ися векторун сону адланыр.Векторун истигамяти кими, онун 

башланьыъындан сонуна доьру олан истигамят эютцрцлцр.  Векторлар, адятян 

биринъи башланьыъы, икинъи ися  сону эюстярилмякля йухарысында ох ишаряси гойулан  

латын ялифбасынын ики бюйцк щярфи иля ишаря едилир. Бир чох щалларда, векторлар 

башланьыъы вя сону эюстярилмядян, латын ялифбасынын бир кичик 

щярфи иля дя yxcba rrrrr ,,,,  вя с. кими дя ишаря едилир. Башланьыъы иля 

сону цст-цстя дцшян векторлар сыфыр вектор адланыр вя 0
r

 кими ишаря олунур. 

Векторун башланьыъы иля сонуну бирляшдирян дцз хятт парчасынын узунлуьу 

векторун  узунлуьу адланыр, AB , йахуд  ar  ишаря едилир. Айдындыр ки, 0
r

 

векторун узунлуьу 00 =
r

. 

Шякил 1A

B

Шякил 2

ar

 Ики вектор  о  щалда бярабяр адланыр ки, онларын 

узунлуглары бярабяр, истигамятляри ися ейни олсун. Одур ки, 

щяр щансы вектору онун истигамяти вя узунлуьуну 

дяйишмядян фязанын истянилян нюгтясиня кючцрмяк олар. Бу 

заман алынмыш  вектор яввялки вектора бярабяр олаъаг. Векторлар цзяриндя бу 

ямялиййат векторларын паралел кючцрцлмяси адланыр. Бу мянада бу курсумузда 

Шякил 3

ar

ar
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сярбяст векторлары, йяни паралел кючцрмя заманы дяйишмяйян векторлары 

юйрянирик.  

Тяриф 1. Ейни вя йа паралел дцз хятт 

цзяриндя йерляшя билян векторлар коллинеар 

векторлар, ейни вя йа паралел мцстявиляр цзяриндя 

йерляшя билян векторларса компланар векторлар 

адланырлар. 

Шякил 4

ar

b
r

cr

ar

b
r

cr

Шякил 5
  векторун истигамяти тяйин олунмадыьын-дан, о 

истянилян вектора колинеар  щесаб олунур. 

→

0
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a Шякил 6

ar

ar−

Узунлуьу верилмиш векторун узунлуьуна бярабяр, 

истигамяти ися онун яксиня йюнялмиш вектор, 

ar

 верилмиш  векторуна якс вектор адланыр вя ar r
−  кими ишаря 

едилир. 

 

Вектор цзяриндя хятти ямялляр вя онларын хассяляри. 

  Векторларын  топланмасы, чыхылмасы вя векторларын ядядя вурулмасы 

ямялляри векторлар цзяриндя хятти ямялляр адланыр. 

                                             Векторларын топланмасы.

 Тяриф 2. Верилмиш ики вя ar b
r
векторларынын ъями еля вектора дейилир ки, икинъи 

векторун башланьыъыны биринъи векторун сонуна 

эятирдикдян сонра, бу вектор  биринъинин башланьыъындан 

икинъи сонуна йюнялсин.  
Шякил 7

ar

b
r

bac
rrr

+=

Векторларын топланмасы заманы  ашаьыдакы  доьрудур.  

1) abba rrrr
+=+  -векторларын топланмасында коммутативлик;                                  

2) ( ) ( )cbacba rrrrrr
++=++ -  векторларын топланмасында ассосиативлик.  

      Векторларын чыхылмасы. 

 Тяриф 3.  Верилмиш   вя ar b
r
векторларынын ba

rr
−  фярги еля векторуна дейилир 

ки,   бярабярлийи юдянсин.  

cr

cba rrr
+=

Векторларын фяргинин бу тярифини щяндяси олараг, ашаьыдакы шякилдя дя ифадя 

етмяк олар: 
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  вя ar b
r
векторларынын ba

rr
−  фярги, еля 

векторуна дейилир ки, бу векторлары ейни башланьыъа 

эятирдикдян сонра, щямин вектор икинъинин сонундан 

биринъинин сонуна йюнялсин.  

cr

Шякил 8

ar

b
r

bad
rrr

−=

Асанлыгла эюстярмяк олар ки, верилмиш ar  вя 

b
r
векторлары цзяриндя паралелограм гурсаг, бу 

паралелограмын диогоналлары бу векторларын ъямини 

вя фяргини ифадя едяъяк.  Шякил 9

ar

b
r

bac
rrr

+=
b
r

ar
bad
rrr

−=

Векторларын ъямини вя фяргини тапылмасынын бу гайдасы  паралелограм 

гайдасы адланыр. 

                                 Векторларын ядядя вурулмасы

Тяриф 4.  векторунун щягиги 0
rr

≠a λ ядядиня щасили, еля  векторуна дейилир ки,   cr

1. Бу векторун узунлуьу λ ядядинин мцтляг гиймятиля  arузунлуьу щасилиня бярабяр 

олсун : ac rr λ= ; 

2.  гиймятляриндя, истигамяти  0>λ ar  векторунун истигамяти  иля,  

     гиймятляриндя ися   векторунун истигамятинин яксиня йюнялмиш олсун. 0<λ ar

Векторун ядядя щасилинин ашаьыдакы хассяляри вар:  

С.Й. Ялийев. Али рийазиййат курсундан мц  
 

щазиряляр. Бакы, 2007

     Истянилян λ , μ  щягиги ядядляри вя 0
rr

≠a   вектору цчцн 

1. ( ) ( )aa rr λμμλ =   - ядяди вуруглара эюря ассосативлик хассяси; 

2.  ( ) aaa rrr μλμλ +=+  - ядяди вуругларын ъяминя нязярян дистрибутивлик хассяси; 
Шякил 10

ar arλ

1>λ

3.  ( ) baba
rrrr λλλ +=+   - векторларын ъяминя нязярян дистрибутивлик 

хассяси. 
Шякил 11

ar

arλ
10 << λ

Векторун ядядя щасилинин тярифиндян дя айдын эюрцнцр ки, 

 гиймятляриндя0>λ arcr λ=  векторунун истигамяти   

векторунун  истигамятиндя олуб, 

ar

1<λ a

Шякил 12

ar

arλ

1−<λ
узунлуьу ися  гиймятляриндя 0 < r  векторунун 

узунлуьундан λ  дяфя кичик, 1>λ  гиймятляриндя исяλ  дяфя 

бюйцкдцр; 

0<λ  гиймятляриндя ac rr λ=  векторунун истигамяти   

векторунун  истигамятинин яксиня йюняли ,узунлуьу ися 01 <<

ar

б − λ  

Шякил 13

ar

arλ

01 <<− λ
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гиймятляриндя ar  векторунун узунлуьундан λ  дяфя кичик 1−<λ  гиймятл  

ися

, яриндя

λ  дяфя бюйцкдцр.  

             Векторун оха проексийасы. Проексийанын ясас хассяляри  

Тутаг ки, фязада AB вектору вя ur  оху 

верилиб. AB  векторунун уъ нюгтяляриндян 

Шякил 14 
uA′ B′

A

B
1π

2π

ur  

охуна перпендикулйар 1π  вя 2π  мцстявиляри 

кечиряк, бу  мцстявиляр ur  охуну кясдийи 

нюгтяляри, уйьун олараг A′  вя B′  иля ишаря едяк.  

Тяриф 5.   оху цзяриндя истигамятлянмиш ur

Шякил 15 
A′ B′

A

B
1π

2π

B ′′

u
ϕ

BA ′′  парчасынын гиймяти AB векторунун  ur  охуна 

проексийасы адланыр. ABprur  кими ишаря олунур.   

 AB векторунун башланьыъыны  A′  нюгтясиня 

эятирсяк BAA ′′′ ϕB ′′′ cosB =  аларыг. ABA =′′   

олдуьундан,   

                                  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
==

∧

uABABABABpru
r

r ,coscosϕ ,             (1) 

 йяни AB векторунун  охуна проексийасы бу 

векторунун 

ur

AB  узунлуьу иля онун ur  оху иля 

ямяля эятирдийи буъаьын косинусу  щасилиня 

бярабярдир. 

Шякил 16 
A′B′

A

B
1π

2π

B ′′

u

ϕ

Шякил 17

ar
ba
rr

+

b
r

u

A

A′

B

B′

C

C ′

Пройексийанын ики ваъиб хассяси вар. 

Хасся 1. Ики векторун ъяминин щяр щансы оха 

проексийасы, бу векторларын щямин оха проексийа-

лары ъяминя бярабярдир : ( ) bpraprbapr uuu

rrrr
rrr +=+ . 

Бу хассянин исбаты ( ) CAbapru ′′=+
rr

r , BAapru ′′=
r

r , CBbpru ′′=
r

r , 

бярабярликлярини нязяря алмагла CBBACA ′′+′′=′′  бярабярлийиндян алыныр.  
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Хасся 2. Векторун ядядя щасилинин щяр щансы 

оха пройексийасы. щямин ядядля бу векторун щямин 

оха пройексийасынын щасилиня 

бярабярдир: ( ) aprapr uu
rr

rr ⋅=⋅ λλ  

Шякил 18

ar

u

A

B

C

arλ

A ′′ B ′′ C ′′

 Бу хассянин исбаты ( ) CAapru ′′′′=⋅
r

r λ , 

 бярабярликлярини нязяря алмагла BAapru ′′′′=
r

r

BACA ′′′′⋅=′′′′ λ  бярабярлийиндян алыныр.  

 

Ики векторун скалйар щасили. Скалйар щасилин ясас хассяляри 

Тяриф 6. Сыфыр вектордан фяргли, ики ar  вя b
r
векторларынын скалйар щасили, бу 

векторларын узунлуглары иля онлар арасында галан буъаьын косинусу щасилиня 

бярабяр олан ядядя (скалйара) дейилир вя ba
rr
⋅ кими ишаря олунур: 

                                      ϕcosbaba
rrrr

⋅=⋅ .                                             (2) 

ar  вя b
r
векторларындан бири 0

r
 вектор олдугда бу векторларын скалйар 

щасили сыфыра бярабяр гябул олунур. 

Проексийанын йухарыда эюстярилян (1) ифадясини, скалйар щасил цчцн (2) 

дцстурунун саь тяряфиня тятбиг етсяк,  

                     aprbba b

rrrr
r⋅=⋅ ϕcos   вя   bpraba a

rrrr
r⋅=⋅ ϕcos                  (3) 

бярабярликлярини алырыг ки, онда (1) мцнасибятини  

                                  aprbbpraba ba
rrrrrr

rr ⋅=⋅=⋅                                                 (4) 

шяклиндя дя йаза билярик. 

 Демяли, ики векторун скалйар щасили, бу векторлардан биринин узунлуьу иля, 

диэяринин бу вектора проексийасынын щасилиня бярабярдир.  

 Ики векторун скалйар щасилинин ашаьыдакы хассяляри вар. 

Хасся 1. Ики векторун скалйар щасилиндя коммутативлик (йердяйишмя) 

гануну доьрудур :  

                                     abba rrrr
⋅=⋅ .                                                       (5) 
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Бу хассянин исбаты ики векторун скалйар щасили цчцн (1) бярабярлийиндян 

алынан    ϕcosbaba
rrrr

⋅=⋅   вя  ϕcosabab rrrr
⋅=⋅  мцнасибятляринин саь тяряфляринин 

бярабяр олмасындан  алыныр. 

 (4) дцстурундан вя проексийанын хассяляриндян истифадя етмякля, скалйар 

щасилин ашаьыдакы даща ики хассясини эюстярмяк олар. 

Хасся 2. Ики векторун ъяминин цчцнъц вектора скалйар щасили, бу 

икивекторун цчцнъц вектора скалйар щасилляри ъяминя бярабярдир: 

                                  ( ) cbcacba rrrrrrr
⋅+⋅=⋅+                                                (6) 

Доьрудан да, проексийанын 1-ъи хассясиня ясасян, 

( ) ( ) ( ) cbcabprcaprcbpraprcbaprccba ccccc
rrrrrrrrrrrrrrrrr

rrrrr ⋅+⋅=⋅+⋅=+⋅=+⋅=⋅+   

алырыг.  

Хасся 3. Векторун ядядя щасилинин диэяр вектора скалйар щасили, бу 

векторларын скалйар щасилинин щямин ядядя щасилиня бярабярдир : 

                                ( ) ( )baba
rrrr
⋅⋅=⋅⋅ λλ  .                                                  (7) 

Доьрудан да, проексийанын 2-ъи хассясиня ясасян, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )baaprbaprbaprbaprbba bbbb

rrrrrrrrrrrr
rrrr ⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅ λλλλλλ   

алырыг.  

 Гейд. Скалйар щасилин йухарыда эюстярилян бу цч хассяси эюстярир ки, 

 вя bax
rrr μλ += dkcy

rrr
+=ν  шяклиндя верилмиш ики векторун скалйар щасилини 

чохщядлинин чохщядлийя вурулмасы гайдасыны тятбиг етмякля  

              ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dbkcbdakbadkcbayx
rrrrrrrrrrrrrr

⋅+⋅+⋅+⋅=+⋅+=⋅ μμνλλμνμλ             (8) 

кими щесаблана биляр.  

 Хасся 4. Векторун юзцня скалйар щасили бу векторун узунлуьунун 

квадратына бярабярдир :  

                                                   2aaa rrr
=⋅ .                                                         (9) 

 Доьрудан да вектор юзц иля -ли бцъаг ямяля эятирдийиндян, 

олдуьуну нязяря алмагла скалйар щасилин (1) дцстурундан 

o0

10cos =o

                         20cos aaaaaaa rrrrrrr o =⋅=⋅⋅=⋅  

алырыг.  
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 Векторун юзцня скалйар щасили бу векторун скалйар квадраты адланыр вя 

 кими ишаря олунур. (9) бярабярлийиндян эюрцндцйц кими, векторун скалйар 

квадраты  цчцн 

2ar

22 aa rr
=  бярабярлийи доьрудур. Бу бярабярликдян ися векторун 

узунлуьунцн, онун скалйар квадраты иля ифадяси олан 

                                                2aa rr
=                                                               (10) 

дцстуруну алырыг.  

 Хасся 5. Гаршылыглы перпендикулйар олан ики векторун скалйар щасили сыфыра 

бярабярдир, вя тярсиня, скалйар щасили сыфыра бярабяр олан сыфыр вектордан фяргли ики 

вектор гаршылыглы перпендикулйардырлар: 

                  ba
rr

⊥  ися 0=⋅ba
rr  ;  

                  0=⋅ba
rr  вя 0,0

rrrr
≠≠ ba  ися ba

rr
⊥  

олур. 

 Доьрудан да, ba
rr

⊥  олдугда бу векторлар арасында галан  буъаг 
2
πϕ = , 

0
2

coscos ==
πϕ  олдуьундан, ики векторун скалйар щасили цчцн (1) дцстурундан 

                  00
2

coscos =⋅⋅=⋅=⋅=⋅ babababa
rrrrrrrr πϕ  

алырыг.  

0=⋅ba
rr , 0,0

rrrr
≠≠ ba  олдугда ися (1) дцстурундан, 0cos =⋅=⋅ ϕbaba

rrrr  бярбярлийи,  

0,0 ≠≠ ba
rr  гиймятлярини нязяря алдыгда ися 0cos =ϕ , вя йа 

2
πϕ =  алыныр ки, бу да 

ba
rr

⊥  олдуьуну эюстярир. 

Сонунъу хасся эюстярир ки, сыфыр вектордан фяргли ики векторун гаршылыглы 

перпендикулйар олмасы цчцн зярури вя кафи шярт, онларын скалйар щасилинин сыфыра 

бярабяр олмасыдыр. 

Одугъа ваъиб олан бу хассядян фязада аналитик щяндясянин мцхтялиф 

мясяляляриндя дя истифадя олунаъаг. 
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Векторун узунлуьу. Векторун координатлары. 

                                     Векторун йюнялдиъи косинуслары 
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ядяд охл

о

ат

Oxy

 Ортаг  башланьыъ нюгтяляри олан, цзярляриндя парча узунлуьу юлчмяк 

цчцн ейни мигйас тяйин едилмиш цч  

ядяд охлары фязада дцзбуъаглы координат 

системи ямяля эятирир. Ортаг O  башланьыъ нюгтяси 

коодинат башланьыъы, OzOyOx ,, ары ися 

координат охлары-Ox абсис ху,Oy -ординат 

оху,Oz -аплик  оху адланыр. Координат 

охларынын тяйин етдикляри мцстявиляри 

ися координат мцстявиляри адланырлар. Бу 

координат системи васитяси иля фязанын истянилян 

O

OzOyOx ,,

 

OyzOxz,,

M нюгтясиня гаршы йеэаня гайда 

иля низамланмыш ядядляр цчлцйц гаршы гоймаг олар, вя тярсиня  

низамланмыш  щяр  ядядляр цчлцйц бу координат системиндя фязанын 

йеэаня 

(

Шякил 19

A

xA
yA

zA

O

x

y

z

)

)

zyx ;;

( zyx ;;

M  нюгтясини мцяййян едир. 

Тутаг ки, фязада щяр щансы  ar  вектору верилмишдир. Узунлуьуну вя 

истигамятини дяйишмядян, бу векторун башланьыъыны координат башланьыъына 

эятирсяк, верилмиш  векторуна бярабяр вектор аларыг. Одур ки,бундан сонра, 

фязада векторлары, цмумилийи позмадан, 

координат башланьыъындан чыхан векторлар кими 

тясвир едяъяйик.   

ar

ar  векторунун сонуну A  иля ишаря едяк. 

A  нюгтясиндян координат мцстявиляриня 

перпендикулйар дцз хятляр чякяк. Бу дцз 

хятлярин координат мцстявиляри иля кясишмя 

нюгтяляриндян ися координат охларына 

перпендикулйарлар чякяк вя онларын координат охлары иля кясишмя 

нюгтялярини,уйьун олараг, вя  иля ишаря едяк. yx AA , zA ar  векторунун ,  вя 

 координат охларына проексийалары олан 

Ox Oy

Oz xOA , yOA вя zOA  парчаларыны алмыш 

оларыг: aprOA
Oxx
r

= , aprOA

Шякил 20

ar
A

xA
yA

zA

O

γ
βα

x

z

y

r
Oyy =  вя aprOA

Ozz
r

= . 
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ar  векторунун  координат охларына проексийалары, векторун координатлары 

адланыр вя уйьун олараг X ,  вя Y Z  кими ишаря олунурлар: xOx
OAaprX ==

r  , 

yOy
OAaprY ==

r  , zOz
OAaprZ ==

r . ar  векторунун  координатларынын уйьун олараг 

X ,  вя Y Z олмасы факты { }ZYXa ;;=
r  кими йазылыр. Паралепипедин OA  

диогоналынын квадраты, онун цч xOA , yOA вя zOA  юлчцляринин квадратлары ъяминя 

бярабяр олдуьундан,  

                      
2222

zyx OAOAOAOA ++= , 

OAa =r , xOAX = , yOAY = , zOAZ =  бярабярликлярини дя нязяря алдыгда ися векторун 

узунлуьунун онун юлчцляри иля ифадяси олан  

                                              2222 ZYXa ++=
r ,  

вя йа 

                                              222 ZYXa ++=
r                                               (11) 

дцстуруну алмыш оларыг. 

 Векторун координат охлары иля ямяля эятирдийи буъагларын косинуслары, бу 

векторун йюнялдиъи косинуслары адланырлар. ar  векторуннун ,  вя  

координат охлары иля ямяля эятирдийи буъаглары, уйьун олараг 

Ox Oy Oz

α , β  вя γ  иля ишаря 

етсяк, бу буъагларын косинуслары цчцн  

        
a
X

OA
OAx

r==αcos   ,  
a
Y

OA
OAy

r==βcos    ,   
a
Z

OA
OAz

r==γcos                        (12) 

вя йа 

                       αcosaX r
=   ,  βcosaY r

=    ,  γcosaZ r
=                                   (13) 

дцстурларыны алмыш оларыг.(12) мцнасибятляринин щяр тяряфлярини квадрата 

йцксялдиб тяряф-тяряфя топласаг вя 2222 ZYXa ++=
r  бярабярлийини нязяря алсаг, 

векторун йюнялдиъи косинуслары цчцн  

           1coscoscos 2

2

2

222

2

2

2

2

2

2
222 ≡=

++
=++=++

a

a

a
ZYX

a
Z

a
Y

a
X

r

r

rrrrγβα               (14) 

бярабярлийини алырыг. Демяли векторун йюнялдиъи косинусларынын квадратлары ъями 

ващидя бярабяр олмалыдыр.  
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Векторун базис векторлар цзря айрылышы. 

 Фярз едяк ки, neee r
L

rr ,,, 21 векторлары верилмишдир. 

  Тяриф 7. neee r
L

rr ,,, 21  векторларындан nλλλ ,,, 21 L  сабитляринин кюмяйи иля 

дцзялдилмиш  

                                  nneeea r
L

rrr λλλ +++= 2211                                                  (15) 

ифадяси  векторларынын хятти комбинасийасы адланыр. neee r
L

rr ,,, 21

Тяриф 8. Яэяр  

                                   02211

rr
L

rr
=+++ nneCeCeC ,                                             (16) 

бярабярлийи сабитляринин щеч олмазса биринин сыфырдан фяргли 

гиймятиндя юдянирся, 

nCCC ,,, 21 L

neee r
L

rr ,,, 21 векторлары хятти асылы векторлар, якс тягдирдя, 

йяни (16) бярабярлийи сабитлярин йалныз 021 ==== nCCC L  гиймятляриндя 

юдяндикдя ися, neee r
L

rr ,,, 21  векторлары хятти асылы олмайан векторлар адланырлар.  

 Тяриф 9. neee r
L

rr ,,, 21  векторлары хятти асылы дейиллярся вя истянилян диэяр ar  

вектору бу векторлар васитяси иля  

                                     nneeea r
L

rrr λλλ +++= 2211                                            (17) 

шякилдя хятти ифадя олунурса, онда neee r
L

rr ,,, 21   векторлары базис векторлар 

адланырлар. 

 (17) бярабярлийи  векторунун ar neee r
L

rr ,,, 21  базис векторлары цзря айрылышы, бу 

айрылышдакы nλλλ ,,, 21 L  ядядляри ися, ar  векторунун neee r
L

rr ,,, 21  базис векторларында 

координатлары адланыр. 

 Фязада Oxyz  дцзбуъаглы координат системи эютцряк вя Ox ,  вя  

координат охлары цзяриндя истигамятляри 

координат охларынын истигамятляри иля ейни, 

узунлуглары ися 1 -я бярабяр олан i

Oy Oz

r
, j
r

 вя k
r

 

векторлары айыраг. ,  вя i
r
j
r

k
r

 векторлары базис 

векторлар ямяля эятирирляр. 

Шякил 21 

A

xA
yA

zA

O

x

z

y
Яэяр щяр щансы бир  вектору эютцрсяк 

вя бу векторун координат охларына 

ar
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проексийаларына бахсаг, iXOAapr xOx

rr
⋅== , jYOAapr yOy

rr
⋅==  вя kZOAapr zOz

rr
⋅==  

аларыг. Алынмыш бу гиймятляри zyx OAOAOAa ++=  бярабярлийиндя нязяря алсаг ar  

векторунун i ,  вя 
r
j
r

k
r

 базис векторлары цзря айрылышы олан 

                                  kZjYiXa
rrr

++=                                                   (18) 

бярабярлийини аларыг.Бу айрылыш йеэанядир.Беля ки, ar  векторунун ,  вя i
r
j
r

k
r

 базис 

векторлары цзря (18) шяклиндя ики мцхтялиф  

                                            kZjYiXa
rrr

111 ++=   

вя  

                                            kZjYiXa
rrr

222 ++=  

айрылышлары варса, онлары тяряф-тяряфя чыхдыгда  

                               ( ) ( ) ( ) 0212121

rrrr
=−+−+− kZZjYYiXX  

мцнасибяти аларыг ки, бу мцнасибят дя, i
r

, j
r

 вя k
r
векторлары хятти асылы 

олмадыгларындан, йалныз 021 =− XX , 021 =−YY вя 021 =− ZZ  гиймятляриндя, йяни  

21 XX = ,  вя  олдугда юдяняъяк. 21 YY = 21 ZZ =

 ,  вя i
r
j
r

k
r

 базис векторларынын узунлуглары 1-я бярабяр олдугларындан, бу 

векторларын юз-юзляриня скалйар щасилляри цчцн  

              1
22 ===⋅ iiii

rrrr
 , 1

22 ===⋅ jjjj
rrrr

 . 1
22 ===⋅ kkkk

rrrr
,                     (19) 

i
r

,  вя j
r

k
r

 базис векторлары гаршылыглы перпендикулйар олдугларындан ися, онларын 

бир-бириня скалйар щасилляри цчцн ися  

                  0=⋅=⋅ ijji
rrrr

 ,  0=⋅=⋅ ikki
rrrr

 ,  0=⋅=⋅ jkkj
rrrr

                                 (20) 

бярабярликляри алырыг. 

Скалйар щасилин векторларын координатлары иля ифадяси. 

 Фярз едяк ки, фязада Oxyz  дцзбуъаглы координат системи { }111 ;; ZYXa =r  вя 

{ 222 ;; ZYXb = }
r

 векторлары верилмишдир. Онда бу векторларын i ,  вя 
r
j
r

k
r

 базис 

векторлары цзря айрылышлары, мцвафиг олараг  

                                         kZjYiXa
rrrr

111 ++=                                                      (21) 

вя  

                                       kZjYiXb
rrrr

222 ++=                                                      (22) 
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шяклиндя олаъаг. Скалйар щасилин хассяляриндян истифадя едяряк, бу векторларын 

скалйар щасилини щесабласаг 

       ( )( ) +⋅+⋅+⋅=++++=⋅ kiZXjiYXiiXXkZjYiXkZjYiXba
rrrrrrrrrrrrrr

212121222111            

                kkZZjkYZikXZkjZYjjYYijXY
rrrrrrrrrrrr
⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+ 212121212121   ,  

мцнасибятини, (19) вя (20) бярабярликлярини дя нязяря алдыгда ися сонунъудан  

                                      212121 ZZYYXXba ++=⋅
rr                                                       (23) 

мцнасибятини алырыг. (23) мцнасибяти координатлары иля верилмиш { }111 ;; ZYXa =r  вя 

{ 222 ;; ZYXb = }
r

 векторларынын скалйар щасилинин векторларын координатлары иля 

ифадяси дцстуру адланыр. 

Ики вектор арасында галан буъаг. 

Ики векторун параллеллик вя перпендикулйарлыг шяртляри. 

Фярз едяк ки, { }111 ;; ZYXa =r  вя { }222 ;; ZYXb =
r

 векторлары верилмишдир.Бу 

векторларын скалйар щасили цчцн ϕcosbaba
rrrr

⋅=⋅  дцстурундан, бу ики вектор 

арасында галан ϕ  буъаьынын косинусу цчцн  

                                  
ba
ba
rr

rr
⋅

=ϕcos  ,    

мцнасибятини, бу векторланын  узунлугларынын координатларла 2
1

2
1

2
1 ZYXa ++=

r , 

2
2

2
2

2
2 ZYXb ++=

r
 ифадялярини, вя скалйар щасилинин ися координатларла 

212121 ZZYYXXba ++=⋅
rr  ифадясини дя нязяря алсаг  

                  
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
ZYXZYX

ZZYYXX

++++

++
=ϕ                                     (24) 

мцнасибятини аларыг. 

(24) мцнасибяти координатлары иляверилмиш { }111 ;; ZYXa =r  вя { }222 ;; ZYXb =
r

 

векторлары арасында галан ϕ  буъаьынын косинусунун векторларын координатлары 

иля ифадяси дцстуру адланыр. 

Яэяр a  вя br r
векторлары параллелдирлярся, онда онлар 

колинеардырлар, йяни еля 0≠λ ядяди вар ки,  ba
rr λ=  мцнасибяти 

юдянир.Бу мцнасибяти векторларын координатлары иля ифадя етсяк, 

ar

Шякил 22

С.Й. Ялийев. Али рийазиййат курсундан мцщазиряляр. Бакы, 2007 
 

Melikov Behruz



21 XX λ= , 21 YY λ= , 21 ZZ λ= бярабярликляри, бу мцнасибятлярдян λ  ядядини йох 

етдикдя ися  

                                  
2

1

2

1

2

1

Z
Z

Y
Y

X
X

==                                                      (25) 

мцнасибятини алырыг. (25) мцнасибяти координатлары иля верилмиш ики векторун 

параллеллик шярти адланыр.бу мцнасибятдян эюрцндцйц кими, ики векторун параллел 

олмасы цчцн онларын уйьун координатлары мцтянасиб олмалыдыр. 

ar

Шякил 23

ab rr
⊥

 Яэяр a  вя br r
векторлары перпендикулйардырларса, онда 

онларын скалйар щасили 0=⋅ba
rr шяртини юдяйир. Скалйар щасилинин 

векторларын координатлары иля ифадяси олан (25) дцстуруну 

нязяря алсаг, сонунъу мцнасибятдян                         

                               0212121 =++ ZZYYXX                                                     (26) 

бярабярлийи алыныр. (26) мцнасибяти координатлары иля верилмиш ики векторун 

перпендикулйарлыг шярти адланыр. 
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ФЯЗАДА АНАЛИТИК ЩЯНДЯСЯ 

Фязада мцстявинин цмуми тянлийи 

Фязада Oxyz  дцзбуъаглы координат системи вя щяр щансы π  мцстявиси 

эютцряк. Координат башланьыъындан π  мцстявисиня перпендикулйар { }CBAN ;;=
r

 

вектору кечиряк вя бу вектору π мцстявисинин нормал вектору  (вя йа гысаъа 

нормалы) адландыраг.Тутаг ки,бу нормал векторπ  мцстявисини ( )0000 ;; zyxM  

нюгтясиндя кясир. Нормал век-тору { }CBAN ;;=
r

 

олан вя ( )0000 ;; zyxM  нюгтясиндян кечян π  

мцстявисинин тянлийини чыхараг. 

Фязада ъари  координатлары ( )zyx ;;  олан 

ихтйари бир M нюгтяси эютцряк вя 0M нюгясини 

M нюгтясиня дцз хятт парчасы васитяси иля 

бирляшдирсяк, MM 0 вектору аларыг. M  нюгтяси 

йалныз вя йалныз о щалда π  мцстявиси цзяриндя 

олаъаг ки, MM 0 вектору N
r

 векторуна перпендикулйар олсун. Сыфырдан фяргли бу 

ики векторун перпендикулйарлыьы цчцн ися онларын скалйар щасили сыфыра бярабяр 

олмалыдыр. Одур ки, 

00 =⋅ MMN
r

                                                              (1) 

мцнасибяти алырыг. 

 { }0000 ;; zzyyxxMM −−−=  вя { }CBAN ;;=
r

 гиймятлярини нязяря алыб (1) 

бярабярлийини координатларла йазсаг,  

( ) ( ) ( ) 0000 =−+−+− zzCyyBxxA                                       (2) 

мцнасибятини алырыг.(2) тянлийи нормал вектору { }CBAN ;;=
r

 олан вя ( )0000 ;; zyxM  

нюгтясиндян кечян мцстявинин тянлийи адланыр.Бу тянлийи             

( ) 0000 =−−−+++ CzByAxCzByAx  

шяклиндя йазыб 000 CzByAxD −−−=   ишаря етсяк, 

0=+++ DCzByAx                                               (3) 

Шякил 1 
O

x

y

z

0M

M

N
r

π
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тянлийи алынар. (3) тянлийи нормал вектор   { }CBAN ;;=
r

 олан мцстявинин цмуми 

тянлийи адланыр.    

  

                                         

Ики мцстяви арасында галан буъаг.  

Ики мцстявинин паралеллик вя перпендикулйарлыг шярти 

 

01111 =+++ DzCyBxA                                                  (1) 

вя 

02222 =+++ DzCyBxA                                                 (2)  

шяклиндя верилмиш 1π  вя 2π  мцстявиляри верилмишдир. 

Онда онларын нормаллары, уйьун олараг  

{ }1111 ;; CBAN =
r

                           (3) 

вя 

{ }2222 ;; CBAN =
r

                          (4) 

векторлары олаъаг. 

 Шякилдян дя эюрцндцйц кими,  1π вя 2π  мцстявиси арасында галан ϕ  буъаьы 

бу мцстявилярин 1N
r

 вя 2N
r

 нормал векторлары арасында галан  буъаьа бярабярдир.  

Бу ики вектор арасында галан буъаг ися   

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

21

21cos
CBACBA

CCBBAA
NN
NN

++⋅++

++
=

⋅

⋅
= rr

rr
ϕ                          (5) 

бярабярлийи иля мцяййян олундуьундан, (5) дцстцру, щям дя, тянликляри,уйьун 

олараг (1) вя (2) шяклиндя верилмиш ики мцстяви арасында галан буъаьын тапылмасы 

дцстурудур.    

Яэяр  1π  вя 2π  мцстявиляри 

параллелдирлярся, онда онларын  1N
r

 вя 2N
r

 

нормаллары колинеар олаъаг вя ики векторун 

колинеарлыг шяртиня ясчасян ися        

2

1

2

1

2

1

C
C

B
B

A
A

==                                                      (6)   

Шякил 2 

1π

2π
1N

r

2N
r

O

ϕ

ϕ

Шякил 3 1N
r

2N
r

1π

2π
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мцнасибяти юдянмялидир.  (6) шярти тянлийи (1) вя (2) шяклиндя верилмиш   1π  вя 2π  

мцстявиляринин паралеллик шярти адланыр. 

   Ядяр  1π  вя 2π   перпендикулйардырса, 

онда 1N
r

 вя 2N
r

 нормаллары да  перпендикулйар 

олаъаг. Ики векторун перпендикулйарлыг 

шяртиня ясасян   021 =⋅ NN
rr

 мцнасибяти 

юдянмялидир. Бу мцнасибяти координатларла 

ифадя етдикдя  

0212121 =++ CCBBAA                                         (7) 

бярабярлийи алынар.(7) шярти тянликляри,уйьун олараг (1) вя (2) шяклиндя верилмиш   

1π  вя 2π  мцстявиляринин перпендикулйарлыг шярти адланыр. 

 

Фязада дцз хятт тянликляри 

Параллел олмайан ики мцстяви щямишя бир дцз хятт бойунъа кясишдийиндян фязада 

истянилян дцз хяття ики мцстявинин кясишмя хятти 

кими бахмаг олар.Яэяр фязада щяр щансы L  дцз 

хятти цмуми тянликляри,уйьун олараг (1) вя (2)  

шяклиндя верилмиш   1π  вя 2π  мцстявиляринин кясишмя 

хяттидирся, онда бу хяттин тянлийини   

            




=+++
=+++

0
;0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

                   (8)                            

шяклиндя йазмаг олар.Беля ки, фязада L  дцз хятти цзяриндя йерляшян ихтийари 

( )zyxM ;;  нюгтяси щям 1π , щям дя 2π  мцстявисинин цзяриндя йерляшир, демяли бу 

нюгтянин координатлары верилмиш мцстявилярин уйьун (1) вя (2) тянликлярини, еляъя 

дя бу тянликлярдян дцзялдилмиш (8) системини юдямялидирляр. (8) тянликляри фязада   

L  дцз хяттинин  цмуми тянлийи адланыр. Лакин бу тянлик практики мясялялярин щялли 

цчцн бир о гядяр дя ялверишли олмадыьындан, фязада дцз хяттлярин диэяр шякилдя 

тянликлярини дя юйряняк. 

                                

 

Шякил 4 

1N
r

2N
r1π

2π

Шякил 5 

1π

2π

L
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Фязада дцз хяттин каноник тянлийи 

 

 Тутаг ки, фязада L  дцз хятти верилиб вя ( )0000 ;; zyxM  бу дцз хятт цзяриндя 

йарляшян щяр щансы бир нюгтядир. Lдцз хяттиня параллел { }lnma ;;=
r  вектору 

эютцряк вя бу вектору L  дцз хяттинин 

истигамятвериъи вектору  адландыраг. 

 Фязада ъари  координатлары ( )zyx ;;  олан 

ихтйари бир M нюгтяси эютцряк вя 0M нюгясини 

M нюгясиня дцз хятт парчасы васитяси иля бирляшдирсяк, MM 0 вектору аларыг. 

M нюгтяси йалныз вя йалныз о заман Lдцз хятти цзяриндя йерляшяъяк ки, MM 0  

вектору arвекторуна параллел олсун. 

          { }0000 ;; zzyyxxMM −−−=  вя { }lnma ;;=
r  олдуьундан, ики векторун 

параллеллик шяртиня ясасян, 

                                     
l
zz

n
yy

m
xx 000 −

=
−

=
−                                                (9) 

мцнасибятини алырыг. (9) тянлийи фязада Lдцз хяттинин каноник тянлийи адланыр. 

  Ядяр фязада L  дцз хяттинин тянлийи цмуми (8) шяклиндя верилмишся, ону 

каноник (1) шяклиня эятирмяк цчцн L  дцз хяттинин истигамятвериъи векторунун 

m , n вя l  координатларыны 

                         
22

11

22

11

22

11 ;;
BA
BA

l
AC
AC

n
CB
CB

m ===                              (10) 

кими, 0M нюгтясинин 0x , 0y , 0z  координатларыны ися (8) системини юдяйян истянилян 

щялл кими, хцсуси щалда, (8) системининдя z  дяйишяниня ихтийари 0z  гиймяти 

веряряк, галан ики x вя y  дяйишянинин гиймятлярини бу системдя 0zz =  йаздыгдан 

сонра алынан икимяъщуллу  ики хятти ъябри  

                                   




=+++
=+++

0
;0

20222

10111

DzCyBAx
DzCyBAx

                                                 

тянликляр системинин щялли кими эютцрмяк олар. 

Фязада дцз хяттин параметрик тянлийи. 

 Фязада L  дцз хяттин каноник (9) тянлийиндя  

Шякил 6 

L

ar

0M M
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                         t
l

zz
n

yy
m

xx
=

−
=

−
=

− 000                                                         (11) 

гябул етмякля  

                                         








=−
=−
=−

,
;
;

0

0

0

ltzz
ntyy
mtxx

                                                             

бурадан ися   

                                          








+=
+=
+=

ltzz
ntyy
mtxx

0

0

0

;
;
                                                           (12) 

тянликлярини алырыг ки, бу тянликляр фязада L  дцз хяттинин параметрик тянликляри 

адланыр. 

Фязада дцз хяттин параметрик тянликляриндян дцз хяттля мцстявинин 

кясишмя нюгтясинин тапылмасында истифадя едилир. Яэяр фязада параметрик 

тянликляринин  (12) шяклиндя верилдийи L  дцз хятти иля, тянлийи цмуми 

  0=+++ DzCyBxA                                              (13) 

π  мцстявисинин кясишмя нюгтясинин 

координатларынын  тапылмасы тяляб олунурса, (12) 

бярабярликляринин (13) тянлийиндя нязяря алсаг  

( ) ( ) ( ) 0000 =++++++ DltzCntyBmtxA  

t  параметриня нязярян гуплашма апардыгдан 

сонра ися 

( ) 0000 =++++++ tlCnBmADzCyBxA  

бярабярлийини алмыш оларыг.Бу бярабярлийи юдяйян 

                                  
lCnBmA

DzCyBxAtt
++

+++
−== 000*                                          (14) 

гиймятини (12) бярабярлийиндя нязяря алсаг, L  дцз хятти иля π мцстявисинин 

кясишмя нюгтяси олан ∗M  нюгтясинин ( )∗∗∗ zyx ;;  координатларыны  









+=
+=
+=

∗∗

∗∗

∗∗

ltzz
ntyy
mtxx

0

0

0

;
;
                                                       (15) 

бярабярликляри иля тапа билярик. 

Шякил 7 

π
∗M

L

Melikov Behruz



С.Й. Ялийев. Али рийазиййат курсундан мцщазиряляр. Бакы, 2007 
 

 

Фязада дцз хяттля мцстявинин гаршылыглы вязиййяти. 

 Тутаг ки, фязада тянлийи  каноник   

l
zz

n
yy

m
xx 000 −

=
−

=
−                                              (16) 

шяклиндя верилмиш L  дцз хятти вя тянлийи цмуми шякилдя верилмиш 

 0=+++ DzCyBxA                                                (17) 

π мцстявиси верилмишдир.  { }lnma ;;=
r  вектору L  дцз хяттинин истигамятвериъи 

вектору, { }CBAN ;;=
r

 вектору ися π  мцстявисинин ися нормалыдыр.   

Lдцз хятти иля π  мцстявиси ашаьыдакы гаршылыглы вязиййятлярдя ола биляр. 

1.   L  дцз хятти π  мцстявисиня паралел ола биляр: L //π . 

Бу щалда L  дцз хяттинин { }lnma ;;=
r  

истигамятвериъи вектору π  мцстявисинин 

{ }CBAN ;;=
r

 нормалына перпендикулйар 

олаъаг.Бу векторларын перпендикулйарлыг шяртиня 

ясасян, онларын  

0=⋅ aN rr
                                                          (18) 

 скалйар щасили сыфра бярабяр олаъаг. Векторларын скалйар щасилин координатларла 

ифадя дцстуруна ясасян, сонунъу бярабярликлян ися   

                                            0=++ lCnBmA                                                  (19) 

мцнасибятини алырыг. 

(19) шярти тянлийи  (16) шяклиндя верилмиш L  дцз хяттинин тянлийи (17) шяклиндя 

верилмиш  π  мцстявисиня параллеллик шярти адланыр. 

2. L  дцз хятти π  мцстявисиня перпендикулйар ола биляр: π⊥L . 

Бу щалда L  дцз хяттинин  ar  истигамятвериъи 

вектору, π  мцстявисинин N
r

 нормалына параллел 

олаъаг. Ики векторун параллеллик шяртиня ясасян, 

онларын уйьун координатлары мцтянасиб 

олмалыдыр:  

Шякил 8 

π

L

ar
N
r

Шякил 9 

π

N
rL ar
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l
C

n
B

m
A

==                               (20) 

 (20) шярти тянлийи  (16) шяклиндя верилмиш L  дцз хяттинин тянлийи (17) шяклиндя 

верилмиш  π  мцстявисиня перпендикулйарлыг шярти адланыр. 

 3. L  дцз хятти π мцстявисини мцяййян буъаг алтында кяся биляр. 

Бу щалда L  дцз хятти π  мцстявиси иля α  

буъаьы ямяля эятирир (дцз хяттин мцстяви иля ямяля 

эятирдийи буъаг дедикдя, бу дцз хяттин π  

мцстявисиндяки юз проексийасы иля арасында галан 

буъаг баша дцшцлцр). 

Шякилдян эюрцндцйц кими α  буъаьы дцз хяттин истигамятвериъи векторунун 

мцстявинин N
r

 нормал векторуна проекесийасы арасында галан ϕ  -буъаьынын 

ъями o90 -йя бярабярдир: o90=+ ϕα .Бурадан  

ϕα −= o90 , 

щарада ки, 

222222
cos

lnmCBA
lCnBmA

aN
aN

++⋅++

++
=

⋅

⋅⋅
= rr

rr
ϕ                           (21) 

алырыг.  

                               

 

 
 
 

Шякил 10 
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L
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α
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§1. Функсийа анлайышы. Функсийанын графики. Функсийанын верилмяси цсуллары 

 Фярз едяк ки, щяр щансы { }xX =  вя { }yY =  чохлуглары верилмишдир. X  чох-

луьунун щяр бир x  елементиня гаршы, чохлуьундан йеэаня  елементини гаршы 

гойан 

Y y

f  гайдасы X  чохлуьунда тяйин 

олунмуш функсийа адланыр вя )(xfy =  кими 

йазылыр. Бурада 
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x  дяйишянинин X  чохлуьун-

дан алдыьы гиймятляр цзяриня мящдудиййят 

гойулмадыьындан, йяни бу гиймятляр сяр-

бяст алындыьындан, x  дяйишяни сярбяст дяйишян вя йа аргумент адланыр.  дяйишя-

нинин алдыьы гиймятляр ися 

y

x  дяйишянинин алдыьы гиймятлярдян асылы олдуьундан, 

бу дяйишян асылы дяйишян вя йа функсийа адланыр. X  чохлуьу )(xfy =  функсийа-

сынын тяйин областы,  чохлуьу ися онун гиймятляр областы вя йа гиймятляр чох-

луьу адланыр. Яэяр 

Y

)(xfy

Шякил 1 

Y
X

x y

f

=  функсийасы сяр-

бяст дяйишянин ики мцхтялиф 21 xx ≠  гиймятля-

риня асылы дяйишянин дя  ики мцхтялиф 21 y

Шякил 2 

Y
X

f

f
1x

2x 2y

1y

y ≠  

гиймятлярини гаршы гойурса, бу функсийа 

гаршылыглы биргиймятли функсийа адланыр. 

 Тутаг ки, X ,Y вя Z  чохлуглары верилиб. )(xfy =  функсийасы X  чохлуьунун 

щяр бир x  елементиня гаршы, чохлуьундан йеэаня Y y  елементини,  фун-

ксийасы ися Y  чохлуьунун щяр бир  елементиня гаршы,

)(ygz =

y Z  чохлуьундан йеэаня  

елементини гаршы гойан функсийалардыр. Онда  чохлуьунун щяр бир 

z

X x  елемен-

тиня гаршы Z  чохлуьундан йеэаня  елементини гаршы гойан z )())(( xFxfgz ==  

функсийасы мювъуддур. )())(( xFxfgz ==  функсийасы  чохлуьунда тяйин олун-

муш мцряккяб фун-

ксийа адланыр. Бязян 

мцряккяб  

функсийасыны верилмиш 

X

)(xFz =

g вя  функсийалары-

нын суперпозисийасы адландырараг, 

f

fgF o=  шякилдя ишаря едирляр. Йухарыдакы 

Шякил 3

Y

X

f

Z

z

x g
y

F
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гайда иля тяйин олунмуш мцряккяб функсийада y  дяйишяни  аралыг дяйишян адла-

ныр. Аналожи гайда иля бир дейил, бир нечя аралыг дяйишянин иштирак етдийи мцряк-

кяб функсийайа да тяриф вермяк олар.    

  Тутаг ки, X вя  чохлуглары верилмишдир.  Y X  чохлуьунда тяйин олунмуш 

гаршылыглы биргиймятли )(xfy =  функсийасына бахаг. Гаршылыглы биргиймятли бу  

)(xfy =  функсийасы X  чохлуьунун щяр бир x  елементиня  Y  чохлуьунун йеэа-

ня  елементини гаршы гойур вя  чохлуьундан олан щяр бир  елементининин 

юзцнцн гаршы гойулдуьу 

y Y y

x  елементи йеэанядир. Демяли,  чохлуьунун олан 

щяр бир 

Y

y  елементиня гашы, онун юзцнцн X  чохлуьундан гашы гойулдуьу йеэа-

ня x  елементини гаршы гойан ϕ   гайдасы мювъуддур ки,  чохлуьунда тяйин 

олунмуш бу 

Y

)(yx ϕ=  функсийасы, верилмиш )(xfy =  функсийасынын тярс функсийасы 

адланыр вя адятян  кими ишаря олунур. 1−f

Шякил 4

YX

f
x

y

X

x
1−= fϕ

 Тярифдян дя эюрцндцйц кими, йалныз гаршылыглы биргиймятли функсийанын тяр-

синдян данышмаг олар.  

M

y

Шякил 5

O x

y

x

L
 Мцстяви цзяриндя, x  абсисляри иля  орди-

натлары арасында 

y

)(xfy =  мцасибятинин юдян-

дийи бцтцн  нюгтяляри чохлуьу ( yxM ; ) )(xfy =  

функсийасынын графики адланыр вя  кими ишаря 

олунур: 

fqr

                  ( ){ })(:; xfyyxMf ==qr . 

 Функсийалар, адятян цч цсулла верилирляр: 

1.Сярбяст дяйинянля асылы дяйишян арасында мцнасибятин верилдийи аналитик цсул; 

2. Сярбяст дяйинянин айры-айры гиймятляри иля  асылы дяйишянин онлара уйьун  гий-

мятляринин ъядвял шякилиндя верилдийи ъядвял  цсулу; 

3.Функсийанын графики олан яйринин верилдийи график цсул. 
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 Функсийанын верилмясинин аналитик цсулу юзц дя ики нювя айрылыр: 

а) Асылы дяйишянин y  гиймятинин сярбяст дяйишянин онун гаршы гойулдуьу x  

гиймяти арасында алгоритмин ашкар )(xfy =  шякилдя верилдийи ашкар аналитик 

цсул;  

б) Сярбяст x  дяйиняни иля асылы y  дяйишяни арасында  мцнасибятин 

верилдийи гейри ашкар аналитик цсул. 

( ) 0; =yxF

 Функсийанын верилмясинин ъядвял цсулунда сярбяст x  дяйинянин айры-айры 

 гиймятляри иля  асылы дяйишянин онлара уйьун nxxx ,,, 21 L ),( 11 xfy = ),( 22 xfy =  

)(,, nn xfy =L  гиймятляри ъядвяли шякилиндя верилирляр. Щяндяси 

олараг, верилмиш функсианын графикинин  координат 

мцстявисинин 
Шякил 6

1y
1x 2x

2y
nx

ny
L

L
Oxy

( ) ( ) ( )222222111 ;,,;,; yxMyxMyxM L  нюгяляриндян 

кечдийини нцмайиш етдирян бу цсулдан, адятян, експериментал 

сащялярдя эениш истифадя олунур. 

 Верилмиш функсианын  координат мцстявисиндя графики олан Oxy L  хяттинин 

верилмясиндян ибарят олан график цсул васитясиля сярбяст дяйишянинин истянилян x  

гиймятиня гаршы функсийанын она уйьун )(xfy =  гиймятини тапмаьын 

мцмкцнлцйцндян ялавя, бу цсулла верилян функсийаларын артма вя азалма 

интерваллары, габарыг вя чюкцклцйц, локал екстремумлары, яйилмя нюгтяляри  вя с. 

характеристикалары графикдян яйани олараг эюрцнцрляр.  

  

§2. Функсийаларын цмуми характеристикалары:  

мящдудлуьу, монотонлуьу, тяк вя ъцтлцйц, дюврилийи 

 Функсийанын мящдудлуьу. Фярз едяк ки, щяр щансы X  чохлуьунда тяйин 

олунмуш )(xfy =  функсийасы верилмишдир.  

 Тяриф 1. X  чохлуьундан олан ихийари x  гиймяти цчцн шяртини юдяй-

ян  сонлу 

Mxf ≤)(

M ядяди варса функсийасы )(xf X  чохлуьунда йухарыдан мящдуд фун-

ксийа, M  ядяди ися  функсийасынын )(xf X  чохлуьунда йухары сярщядди адла-

ныр: .   MxfXxM ≤∈∀∃ )(
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  функсийанын )(xf X  чохлуьунда йухарыдан мящдудлуьу, щяндяси олараг, 

абсисляри X  чохлуьундан олан гиймятлярдя 

)(xfy =  функсийасынын графикинин 

С.Й. Ялийев. Али рийазиййат курсундан мцщазиряляр. Бакы, 2007 
 

My =  дцз 

хяттиндян йухарыда  йерляшмядийини эюстярир 

(шякил 7).  

 Тяриф 2. X  чохлуьундан олан ихийари x  

гиймяти цчцн шяртини юдяйян  сонлу  

ядяди варса  функсийасы 

mxf ≥)( m

)(xf X  чохлуьунда 

ашаьыдан мящдуд функсийа,  ядяди ися  функсийасынын m )(xf X  чохлуьунда ашаьы 

сярщядди адланыр: ∃ .   mxf

Шякил 7

O

y

x

L

My =

Xxm ≥∈∀ )(

  функсийанын )(xf X  чохлуьунда ашаьыдан 

мящдудлуьу, щяндяси олараг, абсисляри Шякил 8 

O

y

xL

my =

X  чох-

луьундан олан гиймятлярдя )(xfy =  функсий-

асынын графикинин  дцз хяттиндян ашаьыда  

йерляшмядийини эюстярир (шякил 8).   

my =

 Тяриф 3. X  чохлуьунда ейни заманда щям ашаьыдан, щям дя йухарыдан 

мящдуд олан функсийасы )(xf X  чохлуьунда мящдуд функсийа адланыр. Башга 

сюзля, X  чохлуьундан олан ихийари x  гиймяти цчцн Mxfm ≤≤ )( шяртини юдяйян  

сонлу вя m M ядядляри варса,  функсийасы )(xf X  чохлуьунда мящдуд функсийа 

адланыр: MxfmXxMm ≤≤∈∀∃ )(, .   

  функсийанын )(xf X  чохлуьунда  мящдуд-

луьу, щяндяси олараг, абсисляри X  чохлуьун-

дан олан гиймятлярдя )(xfy =  функсийасынын 

графикинин  вя дцз хятляри арасында  

йерляшдийини эюстярир (шякил 9).   

my = My =

Шякил 9

O

y

xL

my =

My =

 Функсийанын йухары (ашаьы) сярщядляринин  ян кичийи (бюйцйц) функсийанын 

дягиг йухары (ашаьы) сярщяди адланыр вя sup  ( ) кими ишаря олунур. )(xf
Xx∈

)(inf xf
Xx∈

)(sup xfM
Xx∈

=  ядяди 

1. ; MxfXx ≤∈∀ )(
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2. ε−>′∈′∃>∀ M)xf(Xxε 0  

шяртлярини,  ядяди ися  )(inf xfm
Xx∈

=

1. ; mxfXx ≥∈∀ )(

2. ε+<′′∈′′∃>∀ m)xf(Xxε 0  

шяртлярини юдяйирляр. 

Функсийанын тяклийи вя ъцтлцйц. Тяриф 4. Ихтийари Xx∈  гиймятиндя 

оларса,  чохлуьу  нюгясиня нязярян симметрик чохлуг адланыр.  ( ) Xx ∈− X 0

 Башга сюзля,  X чохлуьун щяр  елементи  бу чохлуьа юз якс елементи иля би-

рэя  дахил оларса,  чохлуьу0  нюгясиня нязярян симметрик чохлуг адланыр.  X

 Тяриф 5. X  чохлуьунда тяйин олунмуш )(xfy =  функсийасы о щалда X  

чохлуьунда ъцт функсийа  адланыр ки: 

1. X  чохлуьу  нюгясиня нязярян симметрик чохлуг олсун. йяни   гиймя-

тиндя  шярти юдянсин; 

0 Xx∈∀

( ) Xx ∈−

2.  гиймятиндя Xx∈∀ ( ) ( )xfxf =−  бярабярлийи юдянсин. 

 Тяриф 6. X  чохлуьунда тяйин олунмуш )(xfy =  функсийасы о щалда X  

чохлуьунда тяк функсийа  адланыр ки: 

1. X  чохлуьу  нюгясиня нязярян симметрик чохлуг олсун. йяни   гиймя-

тиндя ( )  шярти юдянсин; 

0 Xx∈∀

Xx ∈−

2.  гиймятиндя Xx∈∀ ( ) ( )xfxf −=−  бярабярлийи юдянсин. 

 Ъцт функсийанын тярифиндян дя эюрцнцр ки, яэяр  координат мцстявисинин   

щяр щансы  нюгтяси ъцт функсийанын графики цзяриндядирся, 

Oxy

( yxM ; ) ( )yxM ;−′  

нюгтяси дя бу функсийанын графики цзяриндя 

олаъаг. Бу нюгтяляр ися ординат охуна ня-

зярян симметрик олдуьундан, ъцт функсий-

асынын графики ордина охуна нязярян сим-

метрик яйри олаъаг (шякил 10) Шякил 10

O

y

x

L
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M

)

 Тяк функсийанын тярифиндян ися  

эюрцнцр ки, координат мцстявисинин 

щяр щансы  нюгтяси тяк функсийанын 

графики цзяриндядирся, 

Oxy

( )yx;

( yxM −−′′ ; нюгтяси дя 

бу функсийанын графики цзяриндя олаъаг. 

Бу нюгтяляр ися координант башланьыъына 

нязярян симметрик олдуьундан, тяк функсийанын графики координант баш-

ланьыъына нязярян симметрик яйри олаъаг (шякил 11).  

Шякил 11

O

y

x

L

Функсийанын монотонлуьу. Фярз едяк ки, X  чохлуьунда тяйин олунмуш 

)(xfy =  функсийасы верилмишдир.  X  чохлуьундан 21 xx <  шяртини юдяйян ихтийари 

 вя нюгтяляри эютцряк.  1x 2x

 Тяриф 7.  шяртини юдяйян ихтийари 21 xx < Xxx ∈∀ 21,  гиймятляри цчцн: 

1.   шярти юдяндикдя ( ) ( )21 xfxf ≤ )(xfy = функсийасы X чохлуьунда азалмайан; 

2.   шярти юдяндикдя ( ) ( 21 xfxf ≥ ) )(xfy = функсийасы  X  чохлуьунда артмайан; 

3.   шярти юдяндикдя( ) ( 21 xfxf < ) )(xfy = функсийасы X чохлуьунда артан; 

4. шярти 

юдяндикдя функсийасы 

( ) ( )21 xfxf >

)(xfy =

X чохлуьунда  азалан функсийа адланыр. 

азалан функсийа адланыр. 
Шякил 13

O

y

x

L

y

L

x

Шякил 12

O

  

 X  чохлуьунда йа артмайан, йа да азалмайан функсийа, бу чохлугда мо-

нотон функсийа адланыр (шякил 12 вя 13) Артан вя азалан функсийалары онлардан 

фяргляндирмяк цчцн бу функсийалары ъидди монотон функсийалар адландырырлар 

(шякил 14 вя 15). 
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Функсийанын дюврилийи.Тутаг ки, )(xfy =  функсийасынын тяйин олундуьу X  

чохлуьу ашаьыдакы шярти юдяйир: еля 0>T  ядяди вар ки, Xx∈∀  елементи цчцн 

олаъаг. Айдындыр ки, бу щалда  ( ) XTx ∈+

 LL ,,,3,2 kTxTxTx +++  вя LL ,,,3,2, kTxTxTxTx −−−−  

ядядляри дя X  чоьлуьундан олаъаг.  

 Тяриф 8. Xx∈∀  цчцн  

                                          ( ) ( )xfTxf =+                                                        (1) 

бярабярлийини юдяйян T ядяди варса, )(xfy =  функсийасы X  чохлуьунда дюври 

функсийа, (1) бярабярлийини юдяйян ян кичик  ядяди ися T )(xfy =  функсийасынын 

дюврц адланыр. 

  дюврлц  фун-

ксийасынын графики  узунлуг-

лу ихтийари 

T )(xfy =

T

[ Txx ]+;  парчасын-

да мялум олдугда, бу фун-

ксийанын бцтцн охда графики 

онун  парчасындакы 

графикинин саьа вя сола сцрцшдцрцлмясиндян алыныр.   

[ Txx +; ]

§3.  Сонсуз кичилян вя  сонсуз бюйцйян функсийа. Онларын ясас хассяляри 

Сонсуз бюйцйян вя сонсуз кичилян функсийалар анлайышларыны 

дахил етмяздян юнъя бязи кюмякчи анлайышлары дахи едяк.  

a  нюгтясини юзцндя сахлайан ихтийари чохлуг  нюгтясинин 

ятрафы адланыр.  нюгтясинин ятрафына дахил олан нюгтялярин  

a

a a

Шякил 15

O

y

x

L

Шякил 14

O

y

L

x

Шякил 16 

O

y

x

L

x Tx + Tx 2+Tx −

Шякил 17

U

a
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нюгтясиндян мясафяси δ  ядядиндян кичикдирся, бу ятраф  

нюгтясинин 

a

Шякил 18

U

a
δU

δ

δ  ятрафы адланыр вя U  кими ишаря олунур: (шякил 

18). 

)(aδ

( ) { } ( )δδδ −=<−= аaaxa ;: aδ+xU .  нюгтясинин δ  

ятрафындан  нюгтясинин юзцнц атдыгдан сонра алынан ятраф a

( )aUδ
~   кими ишаря олунур: 

( ) { } { } ( ) { } ( ) ( )δδδδδδδ +∪−=+−=<== аaаaaaaaxaaUaU ;;\;0:\)( −< x~ . 

{ } ( )аaaxaxaU ;:)( δδδ −=<−<=−   
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ишаря едиб нюгтясинин сол  a δ  ятрафы ; 

 { } ( )δδδ +=<−>=+ аaaxaxaU  

ишаря едиб нюгтясинин саь 

;:)(

a δ  ятрафы адландырсаг,  

Шякил 19
O x

a

)(aU +
δ)(aU −

δ

δ−a δ+a
)(aU δ

×

( ) ( ) ( ) )()(;;~ aUaUаaаaaU +− ∪=+∪−= δδδ δδ  

аларыг (шякил 19). 

Тутаг ки, щяр щансы X  чохлуьу вя  нюгтяси верилиб.  нюгтясинин 

истянилян ятрафында 

a a

X  чохлуьундан щямишя  ян азы бир елемент варса,  нюгтяси  a

X  чохлуьунун лимит нюгтяси адланыр. 

Инди ися сонсуз бюйцйян вя сонсуз кичилян функсийалар анлайышларыны дахил 

едяк. 

Тутаг ки, ( )xα  функсийасы верилмишдир вя  нюгтяси a X  чохлуьунун лимит 

нюгтясидир.  

Тяриф 9. 0>∀ε ядяди цчцн 0>∃δ ядяди тапмаг мцмкцндцрся ки, 

δ<−< ax0  мцнасибятини юдяйян бцтцн x нюгтяляриндя  ( ) εα <x  бярабярсизлийи 

юдянсин, онда ( )xα  функсийасы x  -йа йахынлашдыгда (вя йя a ax = нюгтясиндя) 

сонсуз кичилян функсийа адланыр 

Тяриф 10. ∀ ядяди цчцн 0>M 0>∃δ ядяди тапмаг мцмкцндцрся ки, 

δ<−< ax0  мцнасибятини юдяйян бцтцн x нюгтяляриндя  ( ) M>xα  бярабярсиз-

лийи юдянсин, онда ( )xα  функсийасы x  -йа йахынлашдыгда (вя йя a

ax = нюгтясиндя) сонсуз бюйцйян функсийа адланыр. 
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Теорем 1. Яэяр ( )xα   функсийасы   x  -йа йахынлашдыгда сонсуз кичилян-

дирся вя сыфырдан фярглидирся, онда 

a

( )xα
1  функсийасы   x  -йа йахынлашдыгда сон-

суз бюйцйян функсийадыр. Тярсиня, яэяр 

a

( )xα   функсийасы   x  -йа йахынлашдыгда 

сонсуз бюйцйяндирся, онда 

a

( )xα
1  функсийасы   x  -йа йахынлашдыгда сонсуз кичи-

лян функсийадыр. 

a

Исбаты. Яэяр ( )xα   функсийасы   x  -йа йахынлашдыгда сонсуз кичиляндирся, 

тярифя ясасян, 

a

            εαδδε <<−<∀>∃>∀ )(0:00 xaxx                                  (2) 

шярти юдянир. 0)( ≠xα  олдуьундан, δ<−< ax0 гиймятляриндя  

εαα
1

)(
1

)(
1

>=
xx

 

бярабярсмзлийи доьрудур.
ε
1

=M  ишаря етсяк, соунъу бярабярсизликдян 

M
x

axxM ><−<∀>∃>∀
)(

10:00
α

δδ  

алырыг ки, бу да тярифя ясасян, 
)(

1
xα
функсийасынын x  -йа йахынлашдыгда сонсуз 

бюйцйян олдуьуну эюстярир. 

a

 Тярсиня, яэяр ( )xα   функсийасы   x  -йа йахынлашдыгда сонсуз бюй-

цйяндирся, тярифя ясасян, 

a

           MxaxxM ><−<∀>∃>∀ )(0:00 αδδ                         (3) 

шярти юдянир.Онда δ<−< ax0 гиймятляриндя 

Mxx
1

)(
1

)(
1

<=
αα

 

бярабярсмзлийи доьрудур.
M
1

=ε  ишаря етсяк, соунъу бярабярсизликдян 

ε
α

δδ <<−<∀>∃>∀
)(

10:00
x

axxM  
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алырыг ки, бу да тярифя ясасян, 
)(

1
xα
функсийасынын x  -йа йахынлашдыгда сонсуз 

кичилян олдуьуну эюстярир. ■ 

a

 Бу теорем эюстярир ки, сонсуз кичилян вя сыфырдан фяргли функсийанын тярс 

гиймятляриндян ибарят функсийа сонсуз бюйцйян вя тярсиня, сонсуз кичилян фун-

ксийанын тярс гиймятляриндян ибарят функсийа сонсуз бюйцйяндир. 

 Теорем 2. Яэяр ( )xα  вя ( )xβ  функсийалары  x  -йа йахынлашдыгда сонсуз 

кичилян функсийалардырса, онда онларын ъябри ъямляриндян идарят олан  

a

( ) ( ) ( )xxx βαγ ±=  функсийасы да x  -йа йахынлашдыгда сонсуз кичилян функсийа-

дыр. 

a

 Башга сюзля, сонсуз кичилян ики функсийанын ъябри ъями дя сонсуз кичиляндир.  

 Исбаты. Яэяр ( )xα  вя ( )xβ  функсийалары  x  -йа йахынлашдыгда сонсуз ки-

чилян функсийалардырса, онда 

a

                     
2

)(0:00 11
εαδδε <<−<∀>∃>∀ xaxx                               (4) 

вя  

                     
2

)(0:00 22
εαδδε <<−<∀>∃>∀ xaxx                             (5) 

бярабярсизликляри юдяняъяк. { }21;min δδδ =  сечсяк, δx-a <<0  шятрини юдяйян x∀  

гиймятляриндя щям 10 δ<−< ax , щям дя 20 δ<−< ax шяртляри юдяндийиндян, 

щям (4), щям дя (5) бярабярсизликляри ейни заманда юдяняъяк.Бу щалда 

εεεβαβαγ =+<±≤±=
22

)()()()()( xxxxx  

алырыг. Йяни  

εγδδε <<−<∀>∃>∀ )(0:00 xaxx  

Олаъаг ки, бу да тярифя ясасян, ( ) ( ) ( )xxx βαγ ±=  функсийасынын x  -йа 

йахынлашдыгда сонсуз кичилян функсийа олдуьуну эюстярир. ■      

a

Эюстярмяк олар ки, сонсуз кичилян функсийаларын няинки икисинин ъябри ъя-

ми, щятта ихтийари сонлу  сайдасынын  ъябри ъями дя ъями сонсуз кичилян функсий-

адыр. 

 Теорем 3.  Яэяр ( )xα  вя ( )xβ  функсийалары   x  -йа йахынлашдыгда сон-a
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суз кичилян функсийалардырса, онда онларын )()()( xxx βαγ =  щасили дя  x  -йа 

йахынлашдыгда сонсуз кичилян функсийадыр. 

a

Башга сюзля, сонсуз кичилян ики функсийанын щасили дя сонсуз кичиляндир. 

Исбаты. Яэяр ( )xα  вя ( )xβ  функсийалары  x  -йа йахынлашдыгда сонсуз кичи-

лян функсийалардырса, онда 

a

                     εαδδε <<−<∀>∃>∀ )(0:00 11 xaxx                                (6) 

вя 0>∀ε цчцн, о ъцмлядян  

                     
2

)(0:01 22
εαδδε <<−<∀>∃= xaxx                              (7) 

бярабярсизликляри юдяняъяк. { }21;min δδδ =  сечсяк, δx-a <<0  шятрини юдяйян x∀  

гиймятляриндя щям 10 δ<−< ax , щям дя 20 δ<−< ax шяртляри юдяндийиндян, 

щям (6), щям дя (7) бярабярсизликляри ейни заманда юдяняъяк.Бу щалда 

εεβαβαγ =⋅<⋅≤⋅= 1)()()()()( xxxxx  

алырыг. Йяни  

εγδδε <<−<∀>∃>∀ )(0:00 xaxx  

олаъаг ки, бу да тярифя ясасян, ( ) ( ) ( )xxx βαγ =  функсийасынын x  -йа 

йахынлашдыгда сонсуз кичилян функсийа олдуьуну эюстярир. ■      

a

Эюстярмяк олар ки, сонсуз кичилян функсийаларын няинки икисинин щасили, 

щятта ихтийари сонлу  сайдасынын  щасили дя ъями сонсуз кичилян функсийадыр. 

 Теорем 4. Яэяр ( )xα   функсийасы  x  -йа йахынлашдыгда сонсуз кичилян, a

( )xβ  функсийасы  ися ax =  нюгтясинин мцяййян ятрафында мящдуд функсийадыр-

са, онда онларын )()()( xxx βαγ =  щасили дя  x  -йа йахынлашдыгда сонсуз кичилян 

функсийадыр. 

a

 Башга сюзля, сонсуз кичилян функсийанын мящдуд функсийайа щасили сонсуз 

кичиляндир. 

Исбаты. ( )xβ  функсийасы ися мяшдуд функсийа олдуьундан, 

                             MxXxM <∈∀>∃ )(0 β                                        (8) 

бярабярсизлийи доьрудур. ( )xα  функсийалары  x  -йа йахынлашдыгда сонсуз кичи-

лян функсийа олдуьундан ися 

a
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M

xaxx εαδδε <<−<∀>∃>∀ )(0:00                                  (9) 

шярти юдяняъяк. Онда δx-a <<0  шятрини юдяйян x∀  гиймятляриндя щям (8), щям 

дя (9) бярабярсизликляри ейни заманда юдяндийиндян, бу щалда 

εεβαβαγ =⋅<⋅≤⋅=
M

Mxxxxx )()()()()(  

алырыг. Йяни  

εγδδε <<−<∀>∃>∀ )(0:00 xaxx  

олаъаг ки, бу да тярифя ясасян, ( ) ( ) ( )xxx βαγ =  функсийасынын x  -йа 

йахынлашдыгда сонсуз кичилян функсийа олдуьуну эюстярир. ■      

a

§4. Функсийанын лимити 

 Фярз едяк ки, щяр щансы бир X чохлуьунда тяйин олунмуш функсийасы 

верилмишдир вя нюгтяси 

)(xfy =

a X чохлуьунун лимит нюгтясидир, йяни  нюгтясинин 

истянилян ятрафында 

a

X  чохлуьундан щямишя  ян азы бир елемент вар. 

Тяриф 11. Яэяр  еля сонлу A  ядяди варса ки, 0>∀ε ядяди цчцн 0>∃δ ядяди 

тапмаг мцмкцндцрся ки, δ<−< ax0  

мцнасибятини юдяйян бцтцн x  нюгтяля-

риндя ( ) ε<− Axf   шярти юдянсин, онда  

A  ядяди   функсийасынын  нюгтя-

синдя  лимити адланыр вя 

)(xf a

Axf
ax

=
→

)(lim  кими 

ишаря олунур  (шякил 20).  Шякил 20 
O

y

xδ−a a δ+a

A

ε−A

ε+A
)(xfy =

×
)(aU −

δ )(aU +
δ

)(AU ε

            ( )xfAεAf(x)δaxx:δε
ax→

=⇔<−<−<∀>∃>∀ lim000   

Тяриф 12. Яэяр  еля сонлу A  ядяди варса ки, 0>∀ε ядяди цчцн 0>∃δ  ядя-

ди тапмаг мцмкцндцрся ки, 

0<−<− axδ  мцнасибятини юдяйян 

бцтцн x  нюгтяляриндя ( ) ε<− Axf   шярти 

юдянсин, онда  A  ядяди   функсийасы-

нын  нюгтясиндя сол  лимити адланыр вя 

 кими ишаря олунур (шякил 

)(xf

a

( )xfA
ax 0

lim
−→

= Шякил 21 
O

y

xa δ+a

A

ε−A

ε+A
)(xfy =

×
)(aU +

δ

)(AU ε
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21). 

 ( )xfAAxfaxx
ax 0

lim)(0:00
−→

=⇔<−<−<−∀>∃>∀ εδδε  

Тяриф 13. Яэяр  еля сонлу A  ядяди варса ки, 0>∀ε  ядяди цчцн 0>∃δ  

ядяди тапмаг мцмкцндцрся ки, δ<−< ax0  

мцнасибятини юдяйян бцтцн x  нюгтяляриндя 

( ) ε<− Axf   шярти юдянсин, онда  A  ядяди  

функсийасынын a  нюгтясиндя саь  лимити ад-

ланыр вя  кими ишаря олунур  

)(xf

( )xf

Шякил 22
O

y

xδ−a a

A

ε−A

ε+A
)(xfy =

×
)(aU −

δ

)(AU ε

A
ax 0

lim
+→

=

( шякил 22). 

 ( )xfAAxfaxx
ax 0

lim)(0:00
+→

=⇔<−<−<∀>∃>∀ εδδε  

( ) { } ( ) ( )δa;аδ;аaδx-ax:aU +∪−=<<= 0~
δ  , 

{ } ( )аaaxxaU ;0:)( δδδ −=<−<−=− , 

{ } ( )δδδ +=<−<=+ аaaxxaU ;0:)(  

бярабярликлярини нязяря алсаг, функсийанын биртяряфли (сол вя саь) лимитляринин вя 

функсийанын лимитинин тярифлярини  ашаьыдакы еквивалент шякилдя дя йазмаг олар: 

( ) ( ) ( ) εAf(x)aaaaaUxδεAxf
ax

<−+∪−=∈∀>∃>∀⇔=
→

δδδ ;;)(~00lim , 

( ) ( ) εAf(x)aaaUxδεAxf
ax

<−−=∈∀>∃>∀⇔= −

−→
;)(00lim

0
δδ , 

( ) ( ) εAf(x)aaaUxδεAxf
ax

<−+=∈∀>∃>∀⇔= +

+→
δδ ;)(00lim

0
. 

 Инди ися  функсийасынын )(xf ∞ - да лимитиня тяриф веряк. 

Тяриф 14. Яэяр  еля сонлу A  ядяди варса ки, 0>∀ε  ядяди цчцн 0>∃δ  

ядяди тапмаг мцмкцндцрся ки, δ>x  мцнасибятини юдяйян бцтцн x  нюгтяля-

риндя ( ) ε<− Axf   шярти юдянсин, онда  A  ядяди  функсийасынын -да лимити 

адланыр вя  кими ишаря олунур 

)(xf ∞

( )xfA
x ∞→

= lim

( )xfAAxfxx
x ∞→

=⇔<−>∀>∃>∀ lim)(:00 εδδε  

Тяриф 15. Яэяр  еля сонлу A  ядяди варса ки, 0>∀ε  ядяди цчцн 0>∃δ  

ядяди тапмаг мцмкцндцрся ки, δ−<x  мцнасибятини юдяйян бцтцн x  нюгтяля-
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риндя ( ) ε<− Axf   шярти юдянсин, онда  A  ядяди  функсийасынын -да лими-

ти адланыр вя  кими ишаря олунур 

)(xf ∞−

( )xfA
x −∞→

= lim

( )xfAAxfxx
x −∞→

=⇔<−−<∀>∃>∀ lim)(:00 εδδε  

Тяриф 16. Яэяр  еля сонлу A  ядяди варса ки, 0>∀ε  ядяди цчцн 0>∃δ  

ядяди тапмаг мцмкцндцрся ки, δ>x  мцнасибятини юдяйян бцтцн x  нюгтяля-

риндя ( ) ε<− Axf   шярти юдянсин, онда  A  ядяди  функсийасынын -да лими-

ти адланыр вя  кими ишаря олунур 

)(xf ∞+

( )xfA
x +∞→

= lim

( )xfAAxfxx
x +∞→

=⇔<−>∀>∃>∀ lim)(:00 εδδε  

Gюstяrmяk olar ki, A  яdяdini  funksiyasыnыn )(xf ax = nюqtяsindя limiti 

olmasы цчцн zяruri vя kafi sяrt bu A  яdяdinin funksiyasыnыn )(xf

ax = nюqtяsindя hяm sol, hяm dя saь limiti olmasыdыr. 

( ) ( ) ( )xfxfAxfA
axaxax 00

limlimlim
+→−→→

==⇔=  

Доьрудан да ( )xfA
ax→

= lim  ися, онда 0>∀ε ядяди цчцн 0>∃δ  ядяди вар ки, 

( ) ( )δδ +∪−∈∀ aaaax ;;  гиймятляриндя  

                                   ( ) ε<− Axf                                                 (10) 

мцнасибяти юдяняъяк.Онда (10) мцнасибяти щям бцтцн  ( aax ; )δ−∈ , щям 

бцтцн  ( )δ+∈ aax ;  гиймятляриндя юдяняъяк ки, демяли щям ( )xfA
ax 0

lim
−→

= , 

щям дя  олаъаг, йяни ( )xfA
ax 0

lim
+→

= A  яdяdi funksiyasыnыn )(xf ax = nюqtяsindя 

hяm sol, hяm dя saь limitiдир. 

Тярсиня, яэяр A  яdяdi funksiyasыnыn )(xf ax =  nюqtяsindя hяm sol, hяm 

dя saь limitiдирся, йяни ( )xfA
ax 0

lim
−→

= вя ( )xfA
ax 0

lim
+→

=  мцнасибятляри юдянир-

ся, онда  мцнасибятиндян  ( )xfA
ax 0

lim
−→

=

( ) ( ) εδδε <−−∈∀>∃>∀ Axfaax ;00 11 , 

( )xfA
ax 0

lim
+→

=  мцнасибятиндян ися  

( ) ( ) εδδε <−+∈∀>∃>∀ Axfaax 22 ;00  
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}алырыг. { 21;min δδδ =  сечсяк, сонунъу ики мцнасибятдян алырыг ки, еля сонлу A  

ядяди вар ки, 0>∀ε  ядяди цчцн 0>∃δ  ядяди тапмаг олур ки, 

( ) ( )δδ +∪−∈∀ aaaax ;;  гиймятляриндя ( ) ε<− Axf  мцнасибяти юдянир, йяни 

A  ядяди )(xf функсийасынын ax =  нюгтясиндя лимитидир: . ( )xfA
ax→

= lim

( ) ( ) ( ) ( )xfAAxfaaaax
ax→

=⇔<−+∪−∈∀>∃>∀ lim;;00 εδδδε  

§5. Функсийа лимитинин бязи хассяляри 

Тутаг ки, щяр щансы  X  чохлуьунда тяйин олунмуш )(xfy =  функсийасы 

верилиб вя  нюгтясиa X  чохлуьунун лимит нюгтясидир. )(xf  функсийасынын ax =  

нюгтясиндяки лимитини A  иля ишаря едяк: ( )xfA
ax→

= lim . 

Тярифя ясасян, 

   0>∀ε   0>∃δ    ( ) ( )δδ +∪−∈∀ aaaax ;;   ( ) ε<− Axf                  (11) 

шярти юдянир.    

                                     ( ) ( )xAxf α=−                                                  (12)   

ишаря етсяк, онда ( )xα    функсийасы цчцн   

      0>∀ε   0>∃δ  ( ) ( )δδ +∪−∈∀ aaaax ;;   ( ) εα <x                           (13) 

алырыг ки,   бу ися ( )xα   функсийасынын  ax =  нюгтясиндя сонсуз кичилян функсийа 

вя ( ) 0lim =
→

x
ax
α  олдуьуну эюстярир. (12) шяртиндян )()( xAxf α+=  бярабярлийи алы-

рыг. Беляликля ашаьыдпкы теореми исбат етмиш олуруг. 

Теорем 5. ax =  нюгтясиндя )(xf  функсийасынын лимитинин A  ядядиня бя-

рабяр олмасы цчцн зярури вя кафи шярт  нюгтясинин мцяййян a δ  ятрафында )(xf  

функсийасынын  

                                            )()( xAxf α+=  ,  ( ) 0lim =
→

x
ax
α                                    (14) 

шяклиндя айрылыша малик олмасыдыр. 

  

§6. Лимитляр цзяриндя щесаб ямялляри 

Лимитляр цзяриндя щесаб ямялляри ашаьыдакы теоремя ясасланыр. 

 Теорем 6. Яэяр )(xf вя )(xg функсиуаларынын ax =  нюгтясиндя лимитляри 

варса вя уйьун олараг  вя A B ядядиня бярабярдирлярся, онда 

Melikov Behruz



)()( xgxf + , )()( xgxf − , )()( xgxf , 0≠B шярти дахилиндя ися 
( )
( )xg
xf

 функсийасынын 

да функсийаларынын да ax = нюгтясиндя лимитляри вар вя бу лимитляр, уйьун ола-

раг  BA + , BA − , AB  вя 
B
A

    ядядляриня бярабярдир: 

                                      ( ) ( )( ) BAxgxf
ax

+=+
→

lim ;                                              (15) 

                                      ( ) ( )( ) BAxgxf
ax

−=−
→

lim ;                                              (16) 

                                        ( ) ( )( ) BAxgxf
ax

⋅=
→

lim  ;                                              (17) 

                                     ( )
( ) B

A
xg
xf

ax
=

→
lim  .                                                          (18) 

Исбаты.  вя ( )xfA
ax→

= lim ( )xgB
ax→

= lim  олдуьундан, теорем 5-я ясасян,  нюгтя-

синин мцяяйян ятрафында  вя функсийалары. уйьун олараг 

a

)(xf )(xg

                                  ( ) ( )xAxf α+= ,   ( ) 0lim =
→

x
ax
α                                         (19) 

вя  

                                  ( ) ( )xBxg β+=  ,     ( ) 0lim =
→

x
ax
β                                         (20) 

шяклиндя айрылышлара маликдирляр.Онда )()( xgxf +  функсийасынын  

           )()()()()()()(
)(

xBAxxBAxBxAxgxf
x

γβαβα
γ

++=+++=+++=+
43421

            (21)    

шяклиндя айрылышы олар ки, бурада ( )xγ  функсийасы ики сонсуз кичилян ( )xα  вя ( )xβ  

функсийаларынын ъями кими сонсуз кичилян функсийадыр.Функсийанын лимити щаг-

гында зярури вя кафи шярт олан теорем 5-я ясасян  

( ) ( )( ) BAxgxf
ax

+=+
→

lim  

алырыг. 

Аналожи олараг  функсийасы цчцн  )()( xgxf −

)()()()()()()(
)(

xBAxxBAxBxAxgxf
x

θβαβα
θ

+−=−+−=−−+=−
43421

           (22) 

)()( xgxf  функсийасы цчцн 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )xBAxxxAxBBAxBxAxgxf
x

νβαβαβα
ν

++=+++⋅=+⋅+=
44444 344444 21

)(

)()()()()()(   (23) 
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)(
)(
xg
xf  функсийасы цчцн ися  

 

[ ] [ ] =
+

⋅−⋅
=

+
⋅−⋅−⋅+⋅

=−
+
+

=−
)(

)()(
)(

)()(
)(
)(

)(
)(

xBB
xAxB

xBB
xABAxBBA

B
A

xB
xA

B
A

xg
xf

β
βα

β
βα

β
α  

 

[ ] [ ]
( )

( )xxAxB
xBB

x

μβα
β

μ

=⋅−⋅⋅
+

=
444444 3444444 21

)()(
)(

1  

вя йа                 

                                )(
)(
)( x

B
A

xg
xf μ+=                                                 (24) 

айрылышларыны алырыг ки, бурада )(xθ  функсийасы сонсуз кичилян ( )xα  вя ( )xβ  фун-

ксийаларынын фярги кими, )(xν  функсийасы сонсуз кичилян ( )xBα , ( )xAβ  вя ( )xx βα )(  

функсийаларынын ъями кими, )(xμ  функсийасы ися сонсуз кичилян )()( xAxB βα −  фун-

ксийасынын мящдуд [ ])(
1
xBB β+

 функсийасына щасили кими сонсуз кичилян функсийа-

лардырлар. 

 Теорем 5-я ясасян, (22), (23) вя (24) айрылышларындан, уйьун олараг, исбат-

лары тяляб олунан  

( ) ( )( ) BAxgxf
ax

−=−
→

lim , 

( ) ( )( ) BAxgxf
ax

⋅=
→

lim  , 

( )
( ) B

A
xg
xf

ax
=

→
lim  

бярабярликлярини алырыг. ■  

 

  

§7. Бярабярсизликлярдя лимит ямялиййаты 

Теорем 7. Щяр щансы X  чохлуьунда тяйин олунмуш )(xf функсийасы 

 цчцн Xx∈∀ ( ) Δ≥xf  ( ( ) Δ≤xf ) бярабярсизлийини юдяйирся вя бу чохлуьун щяр 

щансы ax =  нюгтясиндя ( ) Axf
ax

=
→

lim лимити варса, онда  ( ) бярабярсиз-Δ≥A Δ≤A
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лийини юдяняъяк. 

Исбаты. Теоремин исбатыны Xx∈∀  цчцн ( ) Δ≤xf щалы цчцн апараг. Xx∈∀  

цчцн щалында теорем аналожи цсулла исбат олунур. ( ) Δ≤xf

 Яксини фярз едяк. Фярз едяк ки, Xx∈∀  цчцн ( ) Δ≤xf  бярабярсизлийини 

юдяндийи щалда  олур.Δ>A Δ>A бярабярсизлийиндян  0>Δ−A алырыг.  

( )xfA
ax→

= lim  олдуьундан, 0>∀ε ядяди цчцн 0>∃δ   вар ки, ( ) ( )δδ +∪−∈∀ aaaax ;;    

гиймятляриндя  ( ) ε<− Axf , йахуд 

                            ( ) εε +<<− AxfA                                                (25) 

бярабярсизлийи юдянир. 

 (25) бярабярсизлийи  0>∀ε цчцн, о ъцмлядян 0
20 >
Δ−

=
Aε  ядяди цчцн 

юдянмялидир. Одур ки, 
20
Δ−

=
Aε  ядяди цчцн еля 0δ ядяди вар ки, 

( ) ( )000 ;; δδ +∪−∈∀ aaaax  гиймятляриндя 

( ) 0022
2

22
εε +<<−=

Δ−
−=

Δ+−
=

Δ+
<

Δ+Δ
=Δ AxfAAAAAA , 

йяни  бярабярсизлийи алырыг ки, бу да    ( ) Δ>xf Xx∈∀  цчцн шяртиня зид-

дир. Демяли, фярзиййямиз доьру дейил: 

( ) Δ≤xf

Δ>A  ола билмяз,  олмалыдыр. ■   Δ≤A

Гейд едяк ки, теоремин шяртиндяки ( ) Δ≤xf  вя йа ( ) Δ≥xf  бярабярсизликляри 

юз гейри ъиддилийини итирдикдя беля, йяни  ( ) Δ<xf  вя йа ( ) Δ>xf  бярабярсизликляри 

иля явяз олундугда да, щюкмдяки гейри ъидди Δ≤A  вя  бярабярсизликляри юз 

гцввясини сахлайыр. Мясялян, 

Δ≥A

( )
x

xf 1
=  функсийасынын  гиймятляриндя  

бярабярсизлийини юдямясиня бахмайараг, 

0>x 0)( >xf

+∞→x -да лимити сыфыра бярабярдир: 

( ) 01limlim ==
∞→∞→ x

xf
xx

. 

Демяли, бярабярсизликлярдя лимит ямялиййаты заманы бярабярсизлик ян узаьы 

юз ъиддилийини итиря биляр. 

§8. Аралыг функсийанын лимити щаггында теорем. 

Теорем 8. (аралыг функсийанын лимити щаггында теорем). X чохлуьунда тяй-

ин олунмуш ,  вя  функсийалары )(xf )(xg )(xh Xx∈∀  гиймятляриндя  
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                                        )()()( xhxgxf ≤≤                                               (26)  

бярабярсисликлярини юдяйирся вя  щяр щансы ax =  нюгтясиндя  вя  функсий-

аларынын 

)(xf )(xh

A  ядядиня бярабяр лимитляри варса ( ) (xhxfA
axax →→

)== limlim  , онда  фун-

ксийасынын да 

)(xg

ax =  нюгтясиндя лимити вар вя бу лимит дя еля щямин  ядядиня бя-

рабярдир: 

A

( ) Axg
ax

=
→

lim . 

Исбаты:  олдуьундан, ( )xfA
ax→

= lim 0>∀ε  01 >∃δ  ( ) ( )11 δδ +∪−∈∀ a;aa;ax  

                         ( ) ε<− Axf     вя йа      ( ) εε +<<− AxfA                                (27) 

бярабярсизлийи,  олдуьундан ися, ( )xhA
ax→

= lim 0>∀ε  02 >∃δ  

( ) ( 22 ;; )δδ +∪−∈∀ aaaax  

                         ( ) ε<− Axh     вя йа      ( ) εε +<<− AxhA                                (28) 

бярабярсизлийи доьрудур. { }21;min δδδ =  сечсяк, 

( ) (

Шякил 23 
O

y

xa

A

)(xfy =

)(xhy =
)(xgy =

)δδ +∪−∈∀ aaaax ;;  гиймятляриндя (27) вя 

(28)  бярабярсизликляринин щяр икиси ейни за-

манда юдянидийиндян, (26) бярабярсизлийин-

дян ( ) ( ) ( ) εε +<≤≤<− AxhxgxfA   вя йа 

( ) εε +≤≤− AxgA , йахуд  

                                     ( ) ε<− Axg                                                      (29) 

алырыг ки, бу ися  олдуьуну эюстярир. ■   ( )xgA
ax→

= lim

§9. Биринъи эюркямли лимит-сонсуз кичик гювсцн синусунун гювсцн  

узунлуьуна нисбятинин гювсцн узунлуьу сыфыра йахынлашдыгда лимити. 

Мяркязи координат башланьыъында олан ващид радиуслу чевря чякяк вя бу 

чевря цзяриндя гювсцнцн узунлуьу мцсбят x  радиан олан AB гювсц айыраг. 

B нюгтясиндя чевряйя тохунан чякяк. нюгтяси иля нюгтясинин бирляшдирян 

дцз хяттини чякяк. Бу  гювсцнцн мяркязи бусаьы абсис охунун мцсбят ис-

тигамяти иля саат ягрябинин якси истигамятиндя 

O A

L AB

x  радиан олан буъаг ямяля эяти-

рир.Ващид радиуслу чеврянин радиуслары кими, 1== OBOA олдуьундан, дцзбуъаг-

лы цчбуъаьындан  OAD x
OA
AD

sin= , бурадан ися xAD sin= , дцзбуъаглы 
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OBC цчбуъаьындан  tgx=
OB
BC

, бурадан ися 

tgxBC =  алырыг (шякил 24).  

Шякил 24

O

y

x

A

BD

C

xШякил 24-дян дя эюрцндцйц  кими 

sekOABOAB SSΔ < BOCSΔ< . 

Бурадан  

BCOBxADOB ⋅<<⋅
2
1

2
1

2
1        вя йа        

tgxxx
2
1

2
1sin

2
1

<< , 

алынмыш бярабярсизлийин щяр тяряфини -йя вурдугдан сонра  ися  2

                              tgxxx <<sin                                                   (30) 

бярабярсизликляри алырыг. (30) бярабярсизликляринин щяр тяряфини  ифадясиня 

бюлсяк 

0sin >x

xcosxsin
111 <<          вя йа    1sincos <<

x
xx  

бярабярсизлийини, алынмыш бярабярсизлийин щяр тяряфини )1(− -я вурдугдан сонра  ися  

x
x
x cossin1 −<−<−  

бярабярсизлийини алмыш оларыг.Сонунъу бярабярсизлийин щяр тяряфиня ялавя 

едиб,

1

2
sin2cos1  дцстурундан истифадя етсяк 2 xx =−

 
2

sin2cos1sin10 2 xx
x
x

=−<−<                                           (31) 

аларыг. 1
2

sin0 ≤≤
x  гиймятляриндя 

2
sin

2
sin 2 xx

≤ олдуьуну вя кичик xбуъаглары 

цчцн   бярабярсизлийини дя нязяря алдыгда ися (31) бярабярсизлийиндян    xx <sin

xxxx
x
x

=<<<−<
2

2
2

sin
2

sin2sin10 2 , 

йяни   

x
x
x
<−<

sin10  

бярабярсизлийи алыныр. Алынмыш сонунъу бярабярсизликлярдя  шярти дахилиндя 0→x
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лимитя кечсяк вя  , 00lim
0

=
→x

0lim
0

=
→
x

x
 олдуьуну нязяря алсаг, аралыг функсийанын 

лимити щаггында теоремя ясасян, 

0sin1lim
0

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+→ x
x

x
, 

бурадан ися  

0sinlim1
0

=−
+→ x

x
x

        вя йа       1sinlim
0

=
+→ x

x
x

 

бярбярлийини алмыш оларыг.  

Яэяр  буъаьыэютцрцб,0<y yx −=  явязлямяси апарсаг,  вя   фуну-

сийасынын тяк функсийа олмасынны нязяря алсаг, 

0>x ysin

1sinlim
)(

)sin(limsinlim
000

==
−
−

=
+→−→−→ x

x
y
y

y
y

xyy
 

алырыг.  

1sinlimsinlim
00

==
−→+→ x

x
x
x

xx
 

олдуьундан,   

1sinlim
0

=
→ x

x
x

 

бярабярлийини алырыг. 

                          §10. Икинъи эюркямли лимит: e
xx

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

11lim    

Мялумдур ки,истянилян натурал ядяди цчцн n
n

n n
x ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

11  ардыъыллыьы артан 

ардыъыллыг олуб, йухарыдын ядяди иля мящдуддур.Йухарыдан мящдуд артан ар-

дыъыллыг йыьылан олдуьундан, 

3
n

n n
x ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

11 ардыъыллыьынын лимити вар вя e
n

n

n
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

11lim  

ишаря олунур.  

Ихтийари х ядяди юзцнцн там [ ]x  вя кяср { }x щисссинин ъяминдян ибарятдир: 

.  иля ишаря едяк.Онда  [ ] { }xxx += [ ] nx =

{ }xnx +=  

аларыг. x ядядинин кяср щиссяси { } 10 <≤ x олдуьундан,  

                                   1+<≤ nxn                                                  (32) 
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бяарбярсизлийи доьру олаъаг. (32) бярабярсизлийиндян 

nxn
11

1
1

≤<
+

, 

алынмыш бу бярабярсизлийин щяр тяряфиня 1 ялвя етдикдя ися  

                             
nxn
1111

1
11 +≤+<
+

+                                           (33) 

бярабярсизлийини алмыш оларыг.(32) вя (33) бярабярсизликляриндян 
x

x
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

11 ифадяси 

цчцн 

                    
1111111

1
11

1
11

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

nxxxn

nnxnn
              (34) 

шяклиндягиймятляндирмя алыныр ки, бурадан да                                

ee

n

n

n

n
nn

n

n

n

n

n

n

n

n

n
==

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

==
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

∞→

+

∞→

+

∞→

−+

∞→∞→ 1
1

11lim

1
11lim

1
11

1
11

lim
1

11lim
1

11lim

11

11

 

вя 

ee
nnnnn n

n

n

n

n

n

n
=⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→∞→∞→

+

∞→
111lim11lim1111lim11lim

1

 

бярабярликлярини вя гиймятляриндя ∞→n ∞→x олдуьуну нязяря алмагла (34) 

бярабярсизлийиндя шярти дахилиндя лимитя кечсяк, аралыг функсийанын лимити 

щаггында теоремя ясасян, 

∞→n

                                            e
x

x

x
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

11lim                                                (35) 

бярабярлийини алмыш оларыг. 

(35) бярабярлийиндя 
x

y 1
=  явязлямяси апармагла  

y
x 1=  аларыг. ∞→x  

гиймятляриндя олдуьуну нязяря алмагла (34) бярабярлийиндян икинъи эюр-

кямли лимитин диэяр формасы олан 

0→y

                                        ( ) ey y
y

=+
→

1

0
1lim                                                    (36) 

бярабярлийини алмыш олуруг. 
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§ 1. Функсийанын нюгтядя кясилмязлийи. 

Фярз едяк ки, щяр щансы X  чохлуьунда тяйин олунмуш )(xf  функсийасы 

верилмишдир вя  нюгтяси 0x X  чохлуьунун лимит нюгтясидир, йяни  нюгтясинин 

истянилян ятрафында 

0x

X  чохлуьундан ян азы бир елемент вар. 

Тяриф 1. нюгтясиндя 0x )(xf  функсийасынын лимити онун бу нюгтядя гиймятиня 

бярабярдирся, )(xf  функсийасы  нюгтясиндя кясилмяз функсийа,  нюгтяси ися 0x 0x

)(xf  функсийасынын кясилмязлик нюгтяси адланыр: 

( ) ( )0
0

lim xfxf
xx

=
→

.                                                 (1)  

Функсийанын нюгтядя кясилмязлийинин бу 

тярифиндя йалныз биртяряфли (сол вя саь) лимитлярдян 

истифадя олунарса, функсийанын бу ъцр кясилмязлийи 

дя мцфафиг олараг биртяряфли (сол вя саь) 

кясилмязлик адланыр. 
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Тяриф 2.  нюгтясиндя 0x )(xf  функсийасынын 

сол (саь) лимити онун бу нюгтядя гиймятиня бярабярдирся, )(xf  функсийасы  

нюгтясиндя солдан (саьдан) кясилмяз функсийаадланыр: 

0x

Шякил 1 
O

y

A

x

B

0x

( ) ( )000

lim xfxf
xx

=
−→

 ( ( ) ( )000

lim xfxf
xx

=
+→

) 

Лимитин аналожи 

хассясиндян истифадя 

едяряк, эюстярмяк олар 

ки, функсийанын щяр 

щансы нюгтядя кясилмяз 

олмасы цчцн зярури вя 

кафи шярт онун щямин 

нюгтядя щям солдан, щям дя саьдан кясилмяз олмасыдыр. 

Шякил 3

O

y

A

x

B

0x

Шякил 2

O

y

A

x

B

0x

Функсийанын нюгтядя лимитин « δε −  дилиндя» тярифиндян истифадя етмякля, 

(1) бярабярлийиндян функсийанын нюгтядя кясилмязлийинин « δε −  дилиндя» 

ашаьыдакы тярифини алмаг олар. 

Тяриф 3. ∀ 0>ε ядяди цчцн 0>∃δ ядяди варса ки, ( ) ( )δδ +∪−∈∀ 0000 ;; xxxxx  
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гиймятляриндя ( ) ( ) ε<− 0xfxf  бярабярсизлийи юдянсин, онда )(xf  функсийасы  

нюгтясиндя кясилмяз функсийа адланыр. 

0x

 Кясилмязлийин бу тярифини рийази мянтиг символлары иля  

 0>∀ε  0>∃δ  ( ) ( )δδ +∪−∈∀ 0000 ;; xxxxx  ( ) ( ) ε<− 0xfxf             (2) 

шяклиндя йазмаг олар. 

  олдуьундан, (1) бярабярлийини  0
0

lim xx
xx

=
→

                                                  (3) ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

→→
xfxf

xxxx 00

limlim

шяклиндя дя йазмаг олар. (3) бярабярлийи функсийанын кясилмязлик нюгтясиндя 

лимитя кечдикдя лимитл ямялиййаты иля функсийа ямялиййатын ардыъыллыьыны 

дяйишмяйин мцмкцнлцйцнц эюстярир. 

Сабит  ядядинин лимити кими юзцня бярабяр олдуьундан, ону (1) 

бярабярлийинин сол тяряфиня кечириб лимит ишаряси дахилиня салсаг,  вя 

 ифадяляринин ейниэцълц олдуьуну нязяря алсаг, (1)бярабярлийийндян  

)( 0xf

0xx →

0)( 0 →− xx

 [ ] 0)()(lim 00)( 0

=−
→−

xfxf
xx

                                             (4) 

бярабярлийини алырыг.  

  фяргини  иля ишаря едиб  нюгтясиндя аргумент артымы, 0xx − xΔ 0x )()( 0xfxf −  

фяргини  иля ишаря едиб  нюгтясиндя функсийа артымы адландырсаг  yΔ 0x

0xxx −=Δ , )()()()( 000 xfxxfxfxfy −Δ+=−=Δ  

аларыг. Бу заман (4) бярабярлийини  

   0lim
0

=Δ
→Δ

y
x

                                                         (5)  

шяклиндя йазмаг олар ки, ашаьыдакы шякилдя ифадя етмякля она кясилмязлийин 

нювбяти тярифи кими бахмаг олар.  

Тяриф 4. Сярбяст x  дяйишянинин нюгтясиндяки артымы сыфыра йахынлашдыгда 0x

)(xf  функсийасынын да нюгтясиндяки артым сыфыра йахынлашырса , 0x )(xf  функсийасы 

 нюгтясиндя кясилмяз функсийа адланыр.  0x

Йяни, кясилмяз функсийанын аргумент артымы -а йахынлашдыгда, функсийа 

артымы да -а йахынлашыр. 

0

0

 (5) бярабярлийиня кясилмязлийин нювбяти тярифи кими бахмаг олар вя 
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елементар функсийаларын кясилмязлийини эюстярмяк цчцн мящз сонунъу бу 

тярифдян истифадя олунур. 

 

  § 2. Нюгтядя кясилмяз функсийалар цзяриндя щесаб ямялляри  

Функсийанын нюгтядя лимити цзяриндя щесаб ямялляринин тятбигиндян 

ашаьыдакы теоремин доьрулуьу алыныр.  

 Теорем 1. Яэяр )(xf вя )(xg  функсийалары щяр щансы  нюгтясиндя 

кясилмяздирся, онда 

0x

)()( xgxf + , )()( xgxf − , )()( xgxf  функсийалары, ялавя 

олараг  шярти юдяндикдя ися ( ) 00 ≠xg ( )
( )xg
xf  функсийасы да  нюгтясиндя 

кясилмяздирляр.  

0x

Исбаты: )(xf вя )(xg функсийалары нюгтясиндя кясилмяз олдуьундан  0x

       ( ) ( )0
0

lim xfxf
xx

=
→

                                                     (6) 

вя  

 ( ) ( )0
0

lim xgxg
xx

=
→

                                                     (7)  

бярабярликляри юдянир. 

Лимитляр цзяриндя щесаб ямяллрини нязяря алсаг. 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( 00
000

limlimlim xgxfxgxfxgxf
xxxxxx

)+=+=+
→→→

 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( 00
000

limlimlim xgxfxgxfxgxf
xxxxxx

)−=−=−
→→→

 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )00
000

limlimlim xgxfxgxfxgxf
xxxxxx

⋅=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡⋅⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=⋅

→→→
 

( ) 00 ≠xg  шярти юдяндикдя ися ( )
( )

( )
( )

( )
( )0

0

0

0

0 lim

lim
lim

xg
xf

xg

xf

xg
xf

xx

xx

xx
==

→

→

→
 бярабярликляри алырыг ки, 

онлар да мцвафиг олараг )()( xgxf + , )()( xgxf − , , )()( xgxf ( )
( )xg
xf  функсийаларынын 

 нюгтяляриндя кясилмяз олдугларыны эюстярирляр.■ 0x

 

§ 3. Функсийанын кясилмя нюгтяляринин тяснифаты 

 Функсийанын нюгтядя кясилмязлийинин тярифиня ясасян, функсийасыны )(xf
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0x нюгтясиндя  лимити, онун бу нюгтядяки ( )xf
xx 0

lim
→

( )0xf гиймятиня бярабярдирся, 

)(xf  функсийасы  нюгтясиндя кясилмяз,  нюгтяси ися0x 0x )(xf функсийасыны 

кясилмязлик нюгтяси адланыр. Якс тядгирдя йяни йа функсийанын бу нюгтядя лимити 

йохдурса вя йа функсийанын нюгтядя лимити варса, лакин функсийанын щямин 

нюгтядяки гиймяти иля цст-цстя дцшмцрся, онда нюгтяси 0x )(xf функсийасынын 

кясилмя нюгтяси адланыр. Функсийанын кясилмя 

нюгтяляри Ы вя ЫЫ нюв олмагла ики нювя айрылыр. 

Шякил 4

O

y

A

x

B

0x

 1)  нюгтяси о щалда функсийанын Ы нюв 

кясилмя нюгтяси адланыр ки, функсийасынын  

нюгтясиндяки биртяряфли (сол вя саь) вя 

 лимтляри сонлудур, лакин онлар бир-бириня 

бярабяр дейил (шякил 4). 

0x )(xf

) 0

)

0x

(xf x

(lim
00

xf
xx −→

)(lim
00

xf
xx +→

Шякил 5

O

y

x

0xx =

2) нюгтяси о щалда 

функсийасынын ЫЫ нюв кясилмя 

нюгтяси адланыр ки, бу 

нюгтядя

)(xf

)(xf функсийасынын биртяряфли 

(йа сол, йа саь) вя  

лимитлярдян щеч олмазса бири вя йа щяр 

икиси сонлу олмасын (шякил 5). 

)(lim
00

xf
xx −→

)(lim
00

xf
xx +→

 

§ 4. Парчада кясилмяз функсийалар вя онларын ясас хассяляри 

( ba; )  интервалында тяйин олунмуш вя ( )ba;  интервалынын щяр бир xнюгтясиндя 

кясилмяз олан функсийасы )(xf ( )ba;  интервалында кясилмяз функсийа адланыр. 

[ ba; ] парчасында тяйин олунмуш:  

Шякил 6 
O

y

xa b

1) бу парчасынын дахилиндя йяни ( )

a

ba;  интервалында 

кясилмяз; 

2) парчанын сол уъц олан нюгтясиндя саьдан 

кясилмяз ; ( ) ( )afxf
ax

=
+→ 0

lim
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3) парчанын саь уъц олан bнюгтясиндя солдан кясилмяз  ( ) ( )bfxf
bx

=
−→ 0

lim
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]

)

)(

олан  функсийасы [  парчасында кясилмяз функсийа адланыр (шякил 6).  )(xf ba;

Исбатсыз олараг парчада кясилмяз функсийаларын ашаьыдакы хассялярини гейд едяк. 

 Хасся 1. (кясилмяз функсийанын ишарясинин дайаныглыьы) интервалында 

кясилмяз олан 

( ba;

xf функсийасы щяр щансы 

 нюгтясиндя( b;ax ∈0 ) ( ) 00 ≠xf  гиймяти алырса, 

онда  нюгтясинин еля ятрафы вар ки, бу 

ятрафдан олан бцтцн нюгтялярдя 

0x

)(xf функсийасынын алдыьы гиймятинин 

ишаряси  гиймятинин ишаряси иля ейни олаъаг 

(шякил 7). 

)( 0xf
Шякил 7 

O

y

xa bδ+0xδ−0x 0x

)( 0xf

 Хасся 2. [ ]ba; парчасында кясилмяз олан 

)(xf функсийасы парчанын уъ нюгтясиндя 

мцхтялиф ишаряли гиймятляр алырса, бу парчанын 

дахилиндя еля нюгтяси вар ки, бу нюгтядя 

функсийанын гиймяти сыфыра бярабярдир:

c

Шякил 8 

O

y

xa bc

0)( =cf  

(шякил 8). 

 Хасся 3. [  парчасында кясилмяз олан ]ba; )(xf функсийасы бу парчадан 

алдыьы ики гиймят арасында бцтцн гиймятляри алыр.  

,  Bbf =)( { } { }( )BABAC min∈∀ ;max;  Aaf =)(

( )bac ;∈∃ ( ) Ccf =

]

]

  

Бу хасся ону эюстярир ки, парчада 

кясилмяз функсийанын алдыьы гиймятляр 

чохлуьу айры-айры нюгтялярин чохлуьу 

дейил, мцяййян аралыг тяшкил едир (шякил 9). 

 Хасся 4. [ парчасында кясилмяз 

олан функсийасы, щям дя бу парчада мящдуддур (шякил 10).  

ba;

)(xf

Шякил 9 

O

y

xa bc

)(bfB =

)(afA =

 Хасся 5. парчасында кясилмяз олан функсийасы бу парчада [ ba; )(xf
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юзцнцн ян бюйцк вя ян кичик гиймятлярини алыр: [ ]baxx ;, 21 ∈∃ , ( )xfmxf
ba ];[1 inf)( ==  

( )xfMxf
ba ];[

2 sup)( ==  (шякил 11). 
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Шякил 10 
O

y

xa b

M

Шякил 11 O

y
( )xfM

ba ];[
sup=y =

my =

xa b

( )xfm
ba ];[

inf=

1x2x
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Диференсиал щесабы 

§ 1. Тюрямя анлайышы. Тюрямянин щяндяси вя физики мащиййяти 

Бир чох тятбиги мясялялярин щяллиндя функсийа артымынын аргумент 

артымына олан нисбятинин аргумент артымы -а уахынлашдыгда лимитини 

щесабламаг лазым эялир.  

0

Фярз едяк ки, щяр щансы X чохлуьунда тяйин олунмуш функсийасы 

верилмишдир вя нюгтясиня еля 

)(xfy =

Xx ∈0 xΔ  артымы веряк ки,  шярти юдянсин. 

функсийанын  нюгтясиндя артымы 

Xxx ∈Δ+ )( 0

)(xfy = 0x )()( 00 xfxxfy −Δ+=Δ  олаъаг.  

Тяриф 1. нюгтясиндя 0x )(xf  функсийасынын )()( 00 xfxxfy −Δ+=Δ  артымынынын 

сярбяст дяйишянин артымына нисбятинин xΔ 0→Δx  шяртиндя лимити (яэяр бу лимит 

варса) )(xf  функсийасынын  нюгтясиндя тюрямяси адланыр  кими ишаря 

олунур: 

0x )( 0xf ′

 
x
yxf

x Δ
Δ

=
→Δ 00

' lim)(                                                        (1)  

Яэяр функсийанын нюгтядяки тюрямясинин тярифиндя йалныз биртяряфли (сол вя 

саь) лимитлярдян истифадя олунарса, онда бу тюрямяляр дя мцвафиг олараг 

биртяряфли (сол вя саь) тюрямяляр адланыр 

 Тяриф 2. нюгтясиндя 0x )(xf  функсийасынын )()( 00 xfxxfy −Δ+=Δ  артымынынын 

сярбяст дяйишянин артымына нисбятинин xΔ 0→Δx  шяртиндя сол (саь) лимити (яэяр бу 

лимит варса) )(xf  функсийасынын  нюгтясиндя сол (саь) тюрямяси адланыр 0x )( 0xf−′  

( )кими ишаря олунур: )( 0xf +′

 
x
yxf

x Δ
Δ

=
−→Δ− 00

' lim)( ,                                                    (2)  

 
x
yxf

x Δ
Δ

=
+→Δ+ 00

' lim)( .                                                    (3)  

 

Лимитин аналожи хассясиндян истифадя едяряк, эюстярмяк олар ки, 

функсийасынын  нюгтясиндя  тюрямясинин олмасы цчцн зярури вя кафи 

шярт, онун бу нюгтядя саь вя сол тюрямяляринин олмасы вя тюрямялярин бир-бириня 

бярабяр олмасыдыр:  

)(xf 0x )( 0
' xf
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 .                                                            (4) )()( 0
'

0
' xfxf +− =

Бу щалда  олаъаг. )()()( 0
'

0
'

0 xfxfxf +− ==′

Шякил 1

O

y

x

0x

0M

M

1M
2M

3M

xx Δ+01x2x3x
α∗α

P

)( 0 xxf Δ+

)( 1xf

)( 3xf
)( 2xf

)( 0xf

Инди ися 

тюрямя анлайы-

шынын щяндяси вя 

физики мащий-

йятлярини шярщ 

едяк. Функсийа 

артымынын  

)()( 00 xfxxfy −Δ+=Δ  ифадясини тюрямянин (1) дцстурунда нязяря алсаг  

x
xfxxfxf

x Δ
−Δ+

=
→Δ

)()(lim)( 00

00
'  

аларыг. 

Шякил 1-дян эюрцндцйц кими, ktg
PM

PM
x

xfxxf
===

Δ
−Δ+

α
0

00 )()(
 олдуьун-

дан, 
x
y

Δ
Δ  нисбяти щяндяси олараг, функсийа графикинин  вя ( ))(; 000 xfxM

( )(; 00 xxfxxM )Δ+Δ+  нюгтялярини эярян вятярин буъаг ямсалыны ифадя едир.  

0→Δx  шяртиндя M нюгтясини функсийанын графики бойунъа  нюгтясиня 

йахынлашдыьындан. лимит вязиййятиндя  вя 

0M

0M M нюгтялярини эярян вятяр  

нюгтясиндя функсийанын графикиня чякилмиш тохунана чеврилир: 

0M

∗∗

→Δ→Δ→Δ→Δ
==⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛===

Δ
Δ

= ktgtgtgk
x
yxf

xxxx
ααα

00000
' limlimlimlim)( . 

Демяли функсийанын  тюрямяси щяндяси олараг, бу функсийанын 

графикиня абсиси  олан нюгтядя чякилмиш тохунанын буъаг ямсалыны ифадя едир. 

Онда  функсийасынын графикиня, бу график цзяриндя олуб абсиси  олан 

 нюгтясиндя чякилмиш тюхунанын тянлийи  нюгтясиндян 

кечян, буъаг ямсалы ядядиня бярабяр дцз хяттин тянлийи кими  

)( 0
' xf

0x

)(xfy = 0x

( )(; 000 xfxM ) )( 000 ; yxM

)( 0
' xfk =∗

))(( 00
'

0 xxxfyy −=− , 

шяклиндя,  гиймятини нязяря алдыгда ися  )( 00 xfy =
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))(()( 00
'

0 xxxfxfy −+=                                            (5) 

шяклиндя олаъаг. (5) тянлийи )(xfy =  функсийасынын графикиня, бу график цзяриндя 

олуб абсиси  олан  нюгтясиндя чякилмиш тюхунанын тянлийи адланыр.  0x ( )(; 000 xfxM )

 Тюрямянин физики мащиййятини изащ етмяк цчцн дцз хятт бойунъа щярякят 

едян вя t  заман мцддятиндя 

 мясафясини гят едян мадди 

нюгтянин дяйишянсцрятли щярякятиня 

бахаг  (шякил 2). 

)(tfS =

Шякил 2
O x

)( 00 tfS = )()( 00 tfttfS −Δ+=Δ

)( 01 ttfS Δ+=

)()()()( 0000 tfttftSttSS −Δ+=−Δ+=Δ   

фярги  заман мцддятиндя бу мадди нюгтянин гят етдийи мясафяни ифадя 

етдийиндян, 

tΔ

t
tfttf

t
S

Δ
−Δ+

=
Δ
Δ )()( 00  нисбяти, tΔ  заман мцддятиндя бу мадди 

нюгтянин орта щярякят сцряти -ны ифадя едяъяк: ortav
t

tfttf
t
Svorta Δ

−Δ+
=

Δ
Δ

=
)()( 00 . 

0→Δt  шяртиндя орта сцрят ани сцрятя чеврилдийиндян, 

aniortatt
vv

t
tfttf

tf ==
Δ

−Δ+
=

→Δ→Δ 0

00

00
' lim

)()(
lim)( ,   

тюрямя физики олараг дцз хятт бойунъа дяйишянсцрятли щярякят едян мадди 

нюгтянин ани сцрятини ифадя едяъяк. 

 

§ 2. Тюрямянин щесаблама алгоритми  

Тюрямянин  

 
x

xfxxf
x
yxf

x Δ
−Δ+

=
Δ
Δ

=
→Δ

)()(lim)(
0

'                                       (1) 

тярифиндян эюрцндцйц кими, верилмиш  функсийасынын щяр щансы )(xf x  нюгтясиндя 

 тюрямясини: )(' xf

1.  функсийа артымыны; )()( xfxxfy −Δ+=Δ

2. Функсийа артымынынын аргумент артымына олан 
x

xfxxf
x
y

Δ
−Δ+

=
Δ
Δ )()(  нисбятини; 

3. Функсийа артымынынын аргумент артымына олан нисбятинин аргумент артымы 0 -

а йахынлашдыгда 
x
yxf

x Δ
Δ

=
→Δ 0

' lim)(  лимити кими щесабламагла тапмаг олар. 
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Бу просесин йухарыда эюстярилян ардыъыллыгла апарылмасы тюрямянин 

щесаблама алгоритми адланыр. Бу алгоритмдян истифадя едяряк бязи елементар 

функсийаларын тюрямяляри цчцн дцстур чыхараг.  

 

I. Сабит функсийа :  constCxf =≡)(

1. Функсийа артымыны 0)()( ≡−=−Δ+=Δ CCxfxxfy ; 

2. Функсийа артымынынын аргумент артымына олан нисбяти 00
=

Δ
=

Δ
Δ

xx
y ; 

3. Функсийа артымынынын аргумент артымына олан нисбятинин аргумент артымы 0 -

а йахынлашдыгда лимити кими 00limlim)(
00

' ==
Δ
Δ

=
→Δ→Δ xx x

yxf . 

Демяли, сабитин функсийанын тюрямяси -а бярабярдир: . 0 0)( ≡′C

 

II. Гцввят функсийасы . nxxf =)(

1. Функсийа артымыны Нйутон биному дцстуруна ясасян  

+Δ++Δ+=−Δ+=−Δ+=Δ −−− 11110 )()()()()( nn
n

n
n

n
n

nn xxCxxCxCxxxxfxxfy L  

nnnnnnnn
n xxnxxxnnxnxxxxC )()()(

!2
)1()( 1221 Δ+Δ++Δ

−
+Δ+=−Δ+ −−− L  ; 

2. Функсийа артымынынын аргумент артымына олан нисбяти 

+
Δ

Δ⋅⋅
−

+
Δ

Δ⋅⋅
=

Δ

Δ++Δ
−

+Δ⋅⋅
=

Δ
Δ

−
−

−−

x

xxnn

x
xxn

x

xxxnnxxn

x
y

n
n

nnn 22
1

221 )(
2

)1()(...)(
2

)1(

 

121 )(...
2

)1()(... −−− Δ++Δ⋅⋅
−

+⋅=
Δ
Δ

++ nnn
n

xxxnnxn
x
x ; 

3.Функсийа артымынынын аргумент артымына олан нисбятинин аргумент артымы -

а йахынлашдыгда лимити кими 

0

.)(lim...
2

)1(lim

lim)(...
2

)1(limlim)(

11

0

2

0

1

0

121

00

'

−−

→Δ

−

→Δ

−

→Δ

−−−

→Δ→Δ

=Δ++⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ Δ⋅

−
+

+=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ Δ++Δ⋅

−
+=

Δ
Δ

=

nn

x

n

x

n

x

nnn

xx

nxxxxnn

nxxxxnnnx
x
yxf

 

 Демяли гцввят функсийасынын тюрямяси . 1')( −= nn nxx

 

III. Логарифмик функсийа : )10(,log)( ≠<= axxf a  . 
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1.Функсийа артымыны 

)1(logloglog)(log)()(
x
x

x
xxxxxxfxxfy aaaa

Δ
+=

Δ+
=−Δ+=−Δ+=Δ ; 

2.Функсийа артымынынын аргумент артымына олан нисбяти 

 

x
x

aaa

a

x
x

xx
x

x
x

xx
x

xx
x
x

x
y ΔΔ

+=
Δ

+
Δ
⋅=

Δ
+

Δ
=

Δ

Δ
+

=
Δ
Δ )1(log1)1(log1)1(log1)1(log

; 

3.Функсийа артымынынын аргумент артымына олан нисбятинин аргумент артымы -

а йахынлашдыгда лимити кими 

0

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ Δ
+=

Δ
+=

Δ
+=

Δ
Δ

= Δ

→Δ

Δ

→Δ

Δ

→Δ→Δ

x
x

xa
x
x

x
x
x

axx x
x

xx
x

xx
x

xx
yxf )1(limlog1)1(lim1)1(log1limlim)(

0000

'  

axax
e

x e
a ln

1
log
1log1

⋅
=

⋅
== . 

 Демяли, логарифмик функсийасынын тюрямяси :
ax

xa ln
1)(log ' = . 

Хцсуси щалда  гиймятиндя ea = xxe lnlog =  olдуьундан, 1logln == ee e  

бярабярлийиндян истифадя етмякля, бу функсийанын тюрямяси цчцн  

xex
x 1

ln
1)(ln ' ==  

алырыг.  

IV.   xxf sin)( =

1.Функсийа артымыны 

=
+Δ+

⋅
−Δ+

=−Δ+=−Δ+=Δ
2

cos
2

sin2sin)sin()()( xxxxxxxxxxfxxfy  

)
2

cos(
2

sin2
2

2cos
2

sin2 xxxxxx Δ
+

Δ
=

Δ+Δ
= ; 

2.Функсийа артымынынын аргумент артымына олан нисбяти 

)
2

cos(

2

2
sin)

2
cos(

2
sin2 xx

x

x

x

xxx

x
y Δ

+⋅
Δ

Δ

=
Δ

Δ
+

Δ

=
Δ
Δ ; 

3.Функсийа артымынынын аргумент артымына олан нисбятинин аргумент артымы -

а йахынлашдыгда лимити кими 

0
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=
Δ

+⋅

Δ

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
Δ

+⋅
Δ

Δ

=
Δ
Δ

=
→ΔΔ→Δ→Δ→Δ

)
2

cos(lim2
sin

lim)
2

cos(

2

2
sin

limlim)(
0

2
000

' xx

x
xx

x

x

x
yxf

xxxxx
 

xxxxxx
xxx

cos)0cos(
2

limlimcos)
2

(limcos1
000

=+=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ Δ

+=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ Δ

+⋅=
→Δ→Δ→Δ

. 

 Демяли,  функсийасынын тюрямяси : . xsin xx cos)(sin ' =

V.   xxf cos)( =

1.Функсийа артымыны 

=
+Δ+

⋅
−Δ+

−=−Δ+=−Δ+=Δ
2

sin
2

sin2cos)cos()()( xxxxxxxxxxfxxfy  

)
2

sin(
2

sin2
2

2sin
2

sin2 xxxxxx Δ
+

Δ
−=

Δ+Δ
−= ; 

2.Функсийа артымынынын аргумент артымына олан нисбяти 

)
2

sin(

2

2
sin)

2
sin(

2
sin2 xx

x

x

x

xxx

x
y Δ

+⋅
Δ

Δ

−=
Δ

Δ
+

Δ
−

=
Δ
Δ ; 

3.Функсийа артымынынын аргумент артымына олан нисбятинин аргумент артымы -

а йахынлашдыгда лимити кими 

0

=
Δ

+⋅

Δ

−=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
Δ

+⋅
Δ

Δ

−=
Δ
Δ

=
→ΔΔ→Δ→Δ→Δ

)
2

sin(lim2
sin

lim)
2

sin(

2

2
sin

limlim)(
0

2
000

' xx

x
xx

x

x

x
yxf

xxxxx
 

xxxxxx
xxx

sin)0sin(
2

limlimsin)
2

(limsin1
000

−=+−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ Δ

+−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ Δ

+⋅−=
→Δ→Δ→Δ

. 

 Демяли, xcos  функсийасынын тюрямяси : . xx sin)(cos ' −=

§ 3. Функсийанын диференсиалланмасы анлайышы.  

Диференсиалланма вя кясилмязлик анлайышлары арасындакы ялагя.  

 

 Фярз едяк ки, X чохлуьунда тяйин олунмуш верилмишдир. 

 фярги

)(xfy =

)()( 00 xfxxfy −Δ+=Δ Xx ∈0  нюгтясиндя бу функсийанын артымыдыр.  

Тяриф 3. )(xfy =  функсийанын  нюгтясиндяки 0x )()( 00 xfxxfy −Δ+=Δ  артымы  

 xxxAy Δ⋅Δ+Δ⋅=Δ )(α                                              (6) 
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Шяклиндя айрылыша маликдирся, )(xfy = функсийасы  нюгтясиндя диференсиалланан 

функсийа адланыр; бурада 

0x

A  ядяди xΔ -дян асылы олмайан сабит ядяд, )( xΔα  

функсийасы ися  шяртиндя сонсуз кичилян функсийадыр 0→Δx 0)(lim
0

=Δ
→Δ

x
x

α .  

Теорем 1.  функсийасынын  нюгтясиндя диференсиалланан олмасы 

цчцн зярури вя кафи шярт онун бу нюгтядя сонлу 

)(xfy = 0x

)( 0xf ′  тюрямясинин олмасыдыр. 

Исбаты.Зярурилик.Тутаг ки, )(xfy =  функсийасы  нюгтясиндя 

диференсиалланандыр, йяни онун  нюгтясиндя

0x

0x yΔ  функсийа артымы цчцн (6) айрылышы 

доьрудур. Эюстяряк ки, бу функсийанын  нюгтясиндя сонлу  тюрямяси 

вар.  

0x )( 0
' xf

(6) бярабярлийинин щяр бир тяряфини xΔ -я бюлсяк 

)()( xA
x

xxxA
x
y

Δ+=
Δ

Δ⋅Δ+Δ⋅
=

Δ
Δ αα  

алырыг.Онда тюрямяси цчцн )( 0xf ′

[ ] AAxAxA
x
yxf

xxxx
=+=Δ+=Δ+=

Δ
Δ

=
→Δ→Δ→Δ→Δ

0)(limlim)(limlim)(
00000

' αα  

бярабярлийи  функсийанын  нюгтясиндя сонлу  тюрямясинин ол-

дуьуну вя онун 

)(xfy = 0x )( 0
' xf

A ядядиня бярабяр олдуьуну эюстярир.  

Кафилик. Тутаг ки,  функсийасынын  нюгтясиндя сонлу )(xfy = 0x Axf =′ )( 0  

тюрямяси вар. Эюстяряк ки, бу функсийа нюгтясиндя диференсиалланандыр, йяни 

онун нюгтясиндя функсийа артымы цчцн (6) айрылышы доьрудур, 

0x

0x yΔ

A
x
yxf

x
=

Δ
Δ

=
→Δ 00

' lim)(  

олдуьундан, лимитин хассясиня ясасян. 

 )( xA
x
y

Δ+=
Δ
Δ α                                                    (7) 

шяклидя эюстяриля биляр, )( xΔα  функсийасы ися 0→Δx  шяртиндя сонсуз кичилян 

функсийадыр 0)(lim
0

=Δ
→Δ

x
x

α . (7) бярабярлийинин щяр тяряфини xΔ -я вурсаг,  

xxxAy Δ⋅Δ+Δ⋅=Δ )(α  

айрылышыны аларыг ки,бу айрылыш да )(xfy =  функсийасынын  нюгтясиндя диференси-

алланан олдуьуну эюстярир.■ 

0x

С.Й. Ялийев. Али рийазиййат курсундан мцщазиряляр. Бакы, 2007 
 

Melikov Behruz



Бу теорем функсийанын нюгтядя диференсиалланмасы анлайышы иля онун бу 

нюгтядя сонлу тюрямясинин олмасы анлайышларынын ейниэцълц анлайышлар олдуьуну 

эюстярир. Одур ки,рийази ядябиййатларда «функсийанын нюгтядя сонлу тюрямяси 

вар» ифадяси явязиня «функсийа нюгтядя диференсиалландыр» ифадяси ишлянир.  

 § 4. Функсийанын диференсиалы анлайышы. Диференсиалын щяндяси мащиййяти 

Йухарыда гейд етдийимиз кими,  функсийасы )(xf x  нюгтясиндя 

диференсиалланандырса, онунбу нюгтядя yΔ  функсийа артымы  

 xxxAy Δ⋅Δ+Δ=Δ )(α                                                   (8) 

айрылышына маликдир, щарада ки, )( xΔα  функсийасы ися 0→Δx  шяртиндя сонсуз 

кичилян функсийадыр: 0)(lim
0

=Δ
→Δ

x
x

α . (8) айрылышынын саь тяряфи ики топлананын 

ъяминдян ибарятдир. Икинъи топланан 0→Δx  шяртиндя даща йцксяк тяртибдян 

сонсуз кичиляндир вя (8) айрылышында yΔ функсийа артымынын ясас гиймятляри биринъи 

топлананла мцяййян олунур. Одур ки, биринъи топланан (8) айрылышынын баш щиссяси 

адланыр. Бу топланан щям дя xΔ  артымына нязярян хятти олдуьундан, о щям дя 

(8) айрылышынын хятти баш щиссяси адланыр. 

Тяриф 4. (8) айрылышынын хятти баш щиссяси олан  ифадяси xAΔ )(xfy =  

функсийасынын x  нюгтясиндя диференсиалы адланыр вя  иля ишаря олунур. dy

 xAdy Δ⋅=                                                           (9) 

 Йухарыда гейд етдийимиз кими,  функсийасы )(xf x  нюгтясиндя 

диференсиалланандырса, онда онун бу нюгтядя сонлу Axf =′ )(  тюрямяси вар.Бу 

щалда онун диференсиалы  

xxfdy Δ⋅′= )(                                                     (10) 

кими ифадя олунаъаг. 

Хцсуси щалда xy =  функсийасынын диференсиаллы цчцн (10) дцстуруну тятбиг 

етсяк 

xxxxdydx Δ=Δ⋅=Δ== 1)( '  

аларыг. Йяни, сярбяст дяйишянин диференсиалы еля онун артымына бярабярдир. Буну 

(10) бярабярлийиндя нязяря алмагла, функсийанын диференсиалы цчцн  

dxxfdy ⋅′= )(                                                   (11) 
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дцстуруну аларыг.  

Диференсиалын инвариант формасы адланан (11) бярабярлийи, диференсиалланан 

функсийасынын диференсиалынын онун )(xfy = dy )(xf ′  тюрямяси иля сярбяст 

дяйишянин dxдиференсиалына щасилня бярабяр олдуьуну ифадя едир.  

(11) дцстурундан  

dx
dyxf =′ )(                                                      (12) 

бярабярлийи алыныр ки, бу ифадя дя функсийанын тюрямясинин бу функсийанын 

диференсиалынын сярбяст дяйишянин диференсиалланма нисбяти кими бахмаьын 

мцмкцнлцйцнц эюстярир. Тюрямянин бу ъцр ишарялянмясиндян биз эяляъякдя 

истифадя едяъяйик. 

Шякил 3

O

y

x

0x

0M

M

xx Δ+0

∗α
P

)( 0 xxf Δ+

)( 0xf

N

dxxfdy )( 0′=

Функсийанын графикиня бу график цзяриндя олан  нюгтясиндя 

чякилмиш 

тохунанын буъаг 

ямсалыны ифадя 

едян тюрямядян 

фяргли олараг, 

функсийанын 

диференсиалы, 

щяндяси олараг, щямин тохунанын артымыны ифадя едир (шякил 3) 

))(;( xfxM

NPxtgdxxfdy =Δ⋅=′= α)( . 

§ 5. Диференсиаллашма иля кясилмязлик арасында ялагя 

Теорем 2. функсийасы щяр щансы  нюгтясиндя диференсиалланандырса 

(йяни бу нюгтядя сонлу тюрямяси варса), бу функсийа щямин нюгтядя щям дя 

кясилмяздир.  

)(xfy = 0x

)( 0xf ′

Исбаты. )(xfy = функсийасы нюгтясиндя диференсиаллашан олдьундан, 

онун бу нюгтядя 

0x

)()( 00 xfxxfy −Δ+=Δ  функсийа артымы  

( ) xxxAy Δ⋅Δ+Δ⋅=Δ α  
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)( xшяклиндя айрылыша маликдир, щарада ки, Δα  функсийасы ися  шяртиндя 

сонсуз кичилян функсийадыр: 

0→Δx

0)(lim
0

=Δ
→Δ

x
x

α . Бу бярабярликдя  шярти дахилиндя 

лимитя кечсяк  

0→Δx

( )[ ] ( ( ) ) =ΔΔΔ + Δ ⋅ Δ = Δ +=Δ
→Δ→Δ→Δ

xxxxAxxxAy
xxx 0000

limlimlimlim α
→Δx

( ) 0000limlimlim
000

  Δ + Δ Δ ==
→Δ→Δ→

Axxx
xxxΔ

A ⋅ + ⋅ =α

бярабярлийини аларыг ки, функсийанын кясилмязлийинин цчцнъц тярифиня ясасян, бу 

функсийасынын  нюгтясиндя кясилмязлийини ифадя едир. ■ )(xfy = 0x

Гейд едяк ки, бу фактын тярси доьру дейил, йяни кясилмяз функсийаларын щеч 

дя щамысы дифференсиалланан дейил. Мясялян, бцтцн ( )+∞∞−∈ ;

( )

x нюгтяляриндя кя-

силмяз олан  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<−
=
>

===
xx;

олдугда;0x0;

олдугда;0xx;

xxfy
олдугда;0

 

функсийасы гиймятляриндя 0<∀x ( ) ( ) 1'' −= = −x

( ) ( ) 1'' == xxf )0(11)0( +− ′=

xf  тюрямясиня, гиймятляриндя 

 тюрямясиня малик олдуьундан, 

0>∀x

′ = − ≠ ff

0

 шярти юдянир ки, 

сонунъу шярт дя бу функсийанын =x нюггясиндя тюрямясинин олмадыьыны эюстя-

рир.  

 

§ 6. Диференсиалланма гайдалары  

(ъямин, фяргин, щасилин вя гисмятин тюрямяси дцстурлары) 

 

 Ики функсийанын ъяминин, фярггинин, щасилинин вя гисмятинин тюрямяси 

дцстурлары ашаьыдакы теоремя ясасланыр.  

 Теорем 3. Яэяр )(xu вя )(xv функсийалары X чохлуьунун щяр щансы x  

нюгтясиндя диференсиаллашырса (йяни бу нюгтядя сонлу вя тюрямяляри 

варса), онда ,

( )xu′ ( )xv′

)()( xvxu + )()( xvxu − , , ялавя )()( xvxu ( ) 0≠xv  шярти дахилиндя ися 
)(
)(
xv
xu  

функсийаы да x  нюгтясиндя диференсиаллашыр вя онларын бу нюгтядя тбрямяляри 

мцвафиг олараг 

( ) ( )( ) ( )xu +′ ( )xvxvxu ′=′                                          (13) +
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( ) ( )( ) ( ) ( )xvxuxvxu ′−′=′−                                          (14) 

( ) ( )( ) ( ) ( ) )()( xvxuxvxuxvxu ′+′=′                                   (15) ⋅

( ) 0≠xv ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )xv

vxuxvxu
2

(′−′
=

x
xv
xu )

′

⎟⎟
⎠

⎞
олдугда ися          ⎜⎜

⎝

⎛

( )

                                   (16) 

дцстурлары иля щесабланырлар. 

( )xuxxuu −Δ+ ( ) ( )xvxxvv Исбаты. =Δ  вя = + Δ −Δ  олдуьундан, садялик цчцн 

,  ишаря етсяк, 
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u=xu )( vxv =)( ( ) ( ) uuuxuxxu ( ) ( ) vvvxvxxv+=Δ+ Δ = +Δ Δ = + Δ, +=Δ+  

аларыг. 

( )
x
uuxu

x Δ
Δ

==′
→Δ 0

lim'  вя ( )
x
vvxv

x Δ
Δ

==
→Δ 0

lim''

( )

 олдуьу нязяря алсаг, тюрямянин тярифиня 

ясасян  

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 1) =
Δ

−−Δ++Δ+
=

Δ
+−Δ++Δ+

=′+
→Δ→Δ x

vuvvuu
x

xvxuxxvxxuxvxu limlim
xx 00

 

( ) ( )xvxuvuvuvu ''limlimlimlim +=
Δ

+
Δ

=⎟
⎞

⎜
⎛ Δ

+
Δ

=
Δ+Δ

=

( ) ( )( ) ( )
xxxxx xxxx 0000 ΔΔ⎠⎝ ΔΔΔ →Δ→Δ→Δ→Δ

 

( )( ) ( ( ) ( )) 2) =
Δ

+−Δ−−Δ+
=

Δ
−−Δ+−Δ+

=′−
→Δ→Δ x

vuvvuu
x

xvxuxxvxxuxvxu limlim
xx 00

 

( ) ( )xvxuvuvuvu ''limlimlimlim −=
Δ

−
Δ

=⎟
⎞

⎜
⎛ Δ

−
Δ

=
Δ−Δ

=

( ) ( )( ) ( )
xxxxx xxxx 0000 ΔΔ⎠⎝ ΔΔΔ →Δ→Δ→Δ→Δ

 

( )( ) ( ( ) ( )) 3) ( ) ( )
=

−Δ+⋅
Δ

Δ+
=

Δ
⋅−Δ+Δ+

=′⋅
→Δ→Δ x

uvvvuu
x

xvxuxxvxxuxvxu limlim
xx 00

 

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

Δ
Δ

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

Δ
Δ

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ Δ

Δ
Δ

+
Δ
Δ

+
Δ
Δ

=
Δ

−ΔΔ+Δ+Δ+
=

→Δ→Δ→Δ→Δ x
uv

x
vuv

x
u

x
uv

x
vu

x
uvuvuvvuuv

xxxx 0000
limlimlimlim  

)()(')(')(limlimlimlim
0000

xvxuxvxuv
x
u

x
uv

x
v

x
uv

xxxx
+=Δ⋅

Δ
Δ

+
Δ
Δ

+⎜
⎝
⎛

Δ
Δ

Δ+
→Δ→Δ→Δ→Δ

lim
0

u
x Δ

Δ
=⎟

⎠
⎞

→Δ
 

xалырыг; бурада  нюгтясиндя диференсиалланан олмасындан щям дя кясилмяз олан 

функсийасынын  шяртини юдямяси дя нязяря алынмышдыр. )(xv 0lim
0

=Δ
→Δ

v
x

( )
( )

( )
( )

( )
( )4) ( ) =

ΔΔ+
Δ+−Δ+

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

Δ

−
Δ+
Δ+

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

Δ

−
Δ+
Δ+

=
′

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
→Δ→Δ→Δ xvvv

vuuvvuuv
x
v
u

vv
uu

x
xv
xu

xxv
xxu

xv
xu

xxx 000
limlimlim  
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( ) ( ) =
Δ⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

Δ
Δ

−

Δ+
−Δ⋅

=
→Δ

→Δ

→Δ )(lim

lim
lim

0

0

0 vv
x
vu

vvv
uuv

x

x

x +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

Δ
Δ

=
Δ⋅+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

Δ
Δ

−
Δ
Δ

=
Δ⋅+
Δ
Δ

−
Δ
Δ

=
Δ
Δ⋅

→Δ

→Δ

→Δ

→Δ

→Δ lim

lim

lim

lim
lim 2

0

0

2

0

0

20 v
x
uv

vvv
x
uu

x
uv

vvv
x
uu

x
uv

x
v

x

x

x

x

x
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)(
)()()()(

0

limlim
22

0

0

xv
xvxuxvxu

vv
vuvu

v
x
vuuv

x

x ′−′
=

⋅+
′−′

=
Δ

Δ
Δ

lim2

0

vv
xx

+

−
Δ

=
→Δ

→ΔΔ→Δ  

алырыг; бурада x  нюгтясиндя диференсиалланан олмасындан щям дя кясилмяз олан 

функсийасынын  шяртини юдямяси дя нязяря алынмышдыр. ■ 0lim =Δv

tgxy

)(xv
0→Δx

 Гисмятин тюрямяси цчцн (16) дцстурундан истифадя едяряк =  вя 

функсийаларынын тюрямялярини щесабласаг, ctgxy =

( ) ( ) ( )′−′
=

+
==

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′=′

x
xxxx

xx
xtgxy 22 cos

sinsincoscos
coscos

sin xxxx sincoscossin  

xx
xx

22

22

cos
1

cos
sincos

=
+

=  

вя  

( ) ( )( ) =
−

=
−′−′

=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′=′

x
xxxxxxxx

x
xctgxy 2sin

coscossinsincossinsincos
sin
cos  

x2sin

xx
xx

22

22

sin
1

sin
sincos

−=
+

−=

( )

 

аларыг. Беляликля, 
x

tgx 2

1
=′ ( ) вя 

cos
ctgx 2sin

1
−=′

( ba;

 бярабярликляри доьрудур. 
x

 

§ 7. Тярс функсийанын тюрямяси 

 Фярз едяк ки, интервалында тяйин олунмуш ) )(xfy = функсийасы щямин 

интервалда ъидди монтондур вя ( )dc;  интервалы бу функсийанын гиймятляр чох-

луьудур. Буш яр дахилиндя (функсийасынын y = )(xf )dc;

( )yx

 интервалда тяйин олунмуш 

тярс ϕ= функсийасы вар.  

Теорем 4. Яэяр )(xfy = функсийасы щяр щансы  нюгтясиндя 

диференсиалланырса (йяни сонлу 

0

)( 0xf

x

( )yx′ варса), онда онун тярс ϕ=

)( 00 xfy =

 функсийасы да 

уйьун нюгтясиндя диференсиалланандыр вя онун тюрямяси  
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( ) ( )0
0

1
xf

y
′

=′ϕ                                                   (17) 

дцстуру иля щесабланыр. 

 Исбаты: Тюрямянин тярифиня ясасян  
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Шякил 4
O

y

x

0x

0M

α

β

( )

xx y ΔΔ
yyy

xy
yy Δ

=
Δ

=
Δ
Δ

=
→Δ→Δ 000

lim

1limlim'ϕ

)(xfy = 0x

0→Δx 0→

→Δ 0

1  

функсийасы  нюгтясиндя дифференсиалланан олдуьундан, о щям дя бу 

нюгтядя кясилмяздир, йяни  шярти дахилиндя Δy

( )

 шяртини юдяйир.Онда со-

нунъу бярабярликдян исбаты тяляб олунан  

)(
11

lim

1'
0

0

0 xf
x
y

x
y

y

y

′
==

Δ
Δ

=

Δ→Δ

ϕ

0 fy

lim
0x Δ
Δ

→

 

бярабярлийини алырыг.■ 

  тюрямяси, щяндяси олараг, ( )xf ′ )(x=  функсийасынын графикиня 

 нюгтясиндя чякилмиш тохунанын  охуна ( )000 ; yxM Ox α  мейл буъаьынын танэен-

сини, ( )0yϕ′  тюрямяси ися бу тохунанын  

охуна 

Oy

β  мейл буъаьынын танэенсини ифадя 

етдикляриндян, (17) дцстуру бу мейл 

буъагларынын ъяминин -йябярабяр ол-

дуьуну ифадя едир (шякил 4). 

o90

( )10 ≠<= aay x yx alog

 (17) дцстурунун кюмяйи иля бязи функсийалярын тюрямялярини щесаблайаг. 

1) - цстлц функсийасы =  логарифмик функсийасынын тярси ол-

дуьундан вя онун тюрямяси ( ) ( )
ay

yyx a ln
1'log' ==  дцстуру иля щесабланыр. Тярс 

функсийанын тюрямяси цчцн (17) дцстуруна ясасян, верилмиш цстлц функсийанын 

тюрямяси  

( ) ( ) aaay
x

xy x lnln1
'
1' ====

ay
y

ln
1

 

дцстуру иля щесабланыр. 

 Демяли, цстлц функсийанын тюрямяси цчцн  
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( ) aaa xx ln=
′

 

бярабярлийини алдыг. 

Хцсуси щалда,  гиймятиндя  ea =

( ) xxxx eeeee =⋅==
′ 1ln

xy arcsin= y

 

алырыг.  

2)  тярс тригономктрик функсийасы x sin=  тригономктрик фун-

ксийасынын тярси олдуьундан вя онун тюрямяси ( ) ( ) yyyyx 2sin1cos'sin' −===  

дцстуру иля щесабланыр. Тярс функсийанын тюрямяси цчцн (17) дцстуруна яса-

сян,верилмиш функсийанын тюрямяси цчцн  

( ) ( ) 22 1sin1
11

xyyx
xy

−−
=

′
=′

xarcsin

1
=  

бярабярлийини алырыг. 

 Демяли,  тярс тригономктрик функсийанын тюрямяси  y =

( )
21

1arcsin
x

x
−

=′ , 1≤x  

дцстуру иля щесабланыр. 

3) xarccos=  тярс тригономктрик функсийасы y x cos= y  тригономктрик фун-

ксийасынын тярси олдуьундан вя онун тюрямяси ( ) ( ) yyyyx 2cos1sin'cos' −−=−==  

дцстуру иля щесабланыр. Тярс функсийанын тюрямяси цчцн (17) дцстуруна яса-

сян,верилмиш функсийанын тюрямяси цчцн  

( ) ( ) 22 1
1

cos1
11

xyyx
xy

−−
−=

′
=′ −=  

бярабярлийини алырыг. 

 Демяли, y arccos x=  тярс тригономктрик функсийанын тюрямяси  

( )
21

1arccos
x

x
−

−=′ , 1≤x  

дцстуру иля щесабланыр.  
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arctgxy = tgyx4)  тярс тригономктрик функсийасы =  тригономктрик функсий-

асынын тярси олдуьундан вя онун тюрямяси ( ) ( )
y2cos

tgyyx 1'' ==  дцстуру иля щесаб-

ланыр.  

y

yy
yy

y
yytg

2

22

22

2

22 cos

cos
1
1

cos
sincos

1

cos
sin1

1
1

1
==

+
=

+
=

+

( ) ( )

 

тригонометрик ейнилийини дя нязяря алсаг, тярс функсийанын тюрямяси цчцн (17) 

дцстуруна ясасян,верилмиш цстлц функсийанын тюрямяси цчцн  

2
2

2

1
1

1cos

cos
1
11

tg
y

y
yx

xy =
+

===
′

=′

arctgxy

 2 1 xy +

бярабярлийини алырыг. 

=  тярс тригономктрик функсийанын тюрямяси   Демяли, 

( ) 21
1
x

arctgx
+

=′  

дцстуру иля щесабланыр. 

5)  тярс тригономктрик функсийасы arcctgxy = ctgyx =  тригономктрик фун-

ксийасынын тярси олдуьундан вя онун тюрямяси ( ) ( )
y

ctgyyx 2

1'' −==
sin

 дцстуру иля 

щесабланыр.  

y

yy
yy

y
yyctg

2

22

22

2

22 sin

sin
1
1

sin
cossin

1

sin
cos1

1
1

1
==

+
=

+
=

+

( ) ( )

 

тригонометрик ейнилийини дя нязяря алсаг, тярс функсийанын тюрямяси цчцн (17) 

дцстуруна ясасян,верилмиш цстлц функсийанын тюрямяси цчцн  

2
2

2
1

1
1

sin

sin
1
11

x
y

y
yx

x
+

−=
+

−=−=−=
′

=

arcctgxy

2

1
yctg

y′  

бярабярлийини алырыг. 

=  тярс тригономктрик функсийанын тюрямяси   Демяли, 

( ) 21
1
x

arcctgx
+

−=′  

дцстуру иля щесабланыр. 
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§ 8. Ясас елементар функсийаларын тюрямяляри ъядвяли. 
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const ≠<

1,log

Cy == -сабит функсийасы, -гцввят функсийасы, -

цстлц функсийасы, 

nxy = 1a0,= xay

a0 ≠<= xy a xy sin=-логарифмик функсийасы, . y xcos=

y ctgxy = y arcsin

, 

, -тригонометрик функсийалары вя tgx= x= , xy arccos= arctgxy, = , 

-тярс тригонометрик функсийалары ясас елементар функсийалар адланыр-

лар вя онларын тюрямяляри, уйьун олараг  

arcctgx=y

1

1.  ;0)( ≡′C

2. хцсуси щалда ( ) ;1−=
′ nn nxx −=n  вя 

2
1

=n гиймятляриндя 2

11
xx

−=
′
⎟
⎠
⎞

⎝
⎜
⎛ , ( )

x
x

2
1

=
′

; 

3.  ( ) aaa ln= xx ′ ( ) xx ee =
′

; ( )10 ≠< a ea, хцсуси щалда =  гиймятиндя 

4. ( )
ax

xa
1log =′ ( )10 ≠< a ea
ln

( ), хцсуси щалда =  гиймятиндя 
x

x 1ln =′

( ) xx cossin =′

; 

5. ; 

6. ( ) ; xx sincos −=′

7. ( )
x

tgx 2cos
=

1′ ; 

8. ( )
x

ctgx 2sin
−=

1′ ; 

9. ( )
21

1arcsin
x

x
−

=′ , 1≤x

( )

; 

10. 
21

1arccos
x

x
−

−=′ , 1≤x

( )

; 

2

111. 
1 x

arctgx
+

=′

( )

; 

12. 21
1

−=′  arcctgx
x+

дцстурлары иля щесабланырлар.Тюрямялярин, йухарыда эюстярилян 1-12 ъядвяли ясас 

елементар функсийаларын тюрямяляри ъядвяли адланыр. 

§ 9. Мцряккяб функсийанын тюрямяси 

X )(xuu = Тутаг ки,  чохлуьунда тяйин олунмуш функсийасы верилмишдир вя 

U U  чохлуьунда тяйин олунмуш чохлуьу бу функсийанын дяйишмя областыдыр. 
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)u X  чохлуьунда тяйин олунмуш y = (f функсийасына бахаг. Бу заман 

f )())((u x F xy ==

)(

мцряккяб функсийа алмыш олуруг. Бу мцряккяб функсийала-

рын тюрямясинин варлыьы вя щесабланмасы ашаьыдакы теоремля мцяййян олунур. 

xuu = 0x )(u функсийасы щяр щансы  нюгтясиндя, y f Теорем 5. Яэяр =  

функсийасы ися уйьун  нюгтясиндя диффересиалланырларса (йяни сонлу 

вя тюрямяляри варса) онда мцряккяб 

)0(0 xuu =

)( 0xu′ )( 0uf ′ )())((f u xy = F x=  функсийасы 

да  нюгтясиндя диффересиалланандыр вя онун тюрямяси цчцн 0x

( ) ( ) ( )xuufxy′ 000 ′ ′                                               (18) = ⋅

бярабярлийи доьрудур. 

 Исбаты. )(xu=

( )

u функсийасынын нюгтясиндя тюрямяси олдуьундан  0x

x
ulimx

x Δ
Δ'u =

→Δ 00 . 

f )(uy = )( 00 xuuфунксийасы да = нюгтясиндя диффересиалланан олдуьундан, 

онун бу нюгтядя функсийа артымы  

( ) uuuufy ΔΔ+Δ⋅′=Δ α)( 0                                       (19) 

 айрылышына маликдир, щарда ки, )( uΔα  функсийасы 0→Δu

( ) 0
0

 шярти дахилиндя сонсуз 

кичилян функсийадыр: Δ
→

ulim α = .  
Δu

(19) айрылышынын щяр тяряфини -я бюлцб, xΔ 0→Δx шяртиндя лимитя кечсяк 

 ( ) ( ) ( ) ( ) =⎥⎦
⎤⎡

Δ
Δ

Δ+⎤⎡ Δ
⋅=⎤⎡ Δ

Δ+
Δ
⋅=

Δ
=′

x
uuuufuuuufyxy αα lim'lim'limlim)(

( )

 ⎢⎣⎥⎦⎢⎣ Δ⎥⎦⎢⎣ ΔΔΔ →Δ→Δ→Δ→Δ xxxx xxxx 0000000

( )[ ] ( ) ( ) xuxuuf ( ) ( )( )u
x
uu 

x
uuf

xx
Δ

xx
+⋅=

Δ
Δ

⋅Δ
→Δ→Δ

α 00000
'''limlim+

Δ
Δ

⋅=
→Δ→Δ

α
000 limlim'

0x

0→Δx 0→

 

аларыг. 

)(xuu = функсийасы  нюгтясиндя дифференсиалланан олдуьундан, о щям дя бу 

нюгтядя кясилмяздир, йяни  шярти дахилиндя Δu

( ) ( )

 шяртини юдяйир.Онда со-

нунъу бярабярликдян исбаты тяляб олунан 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′ =Δ+⋅=Δ+′⋅=′
→Δ→Δ

uxuxuufuxuxuufxy
ux

 α α
000000000 limlim'

( ) ( ) ( ) ( ) ( )000 ''0 xuufxu00 '' xuuf ′  +⋅= ⋅ = ⋅

(19) дцстуруну алырыг.■  
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0x )( 00 xuuЧалышмаларын щялли заманы,  вя = нюгтялярни гейд етмямякля, 

мцряккяб f )(uy =  функсийасынын тюрямяси цчцн (19) дцстуру  

( ) 'uu'f'y = ⋅  

шяклиндя истифадя олунур. 

 

§ 10. Мцряккяб функсийаларын тюрямяляри дцстурлары  

Ясас елементар функсийаларын суперпозисийаларындан дцзялдилмиш мцряк-

кяб функсийаларын тюрямялярини щесаблайаркян,мцряккяб функсийанын тюрямяси 

цчцн (19) дцстутундан истифадя олунур. Бу щалда ясас елементар функсийаларын 

тюрямяляри ъядвяли ашаьыдакы шякля дцшцр: 

1.  ;0)( ≡′C

2. хцсуси щалда ( ) 1unuu nn ′=
′ − ; 1−=n  вя 

2
1

=n гиймятляриндя 2

1
u
u

u
′

−=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ , 

( )
u

u
2
u′

=
′

( ) uu ′′ )10 ≠< a ea

; 

3.  ( , хцсуси щалда auaa ln=  гиймятиндя ; ( ) uee uu ′=
′

=

4. ( )
au ln

uualog
′

=′ ( )10 ≠< a ea ( ), хцсуси щалда =  гиймятиндя 
u
uu
′

=′ln

( ) uuu cossin ′=′

; 

5. ; 

6. ( ) ; uuu sincos ′−=′

7. ( )
u

tgu 2cos
=

u′′ ; 

8. ( )
u

ctgu 2sin
−=
u′′ ; 

′
9. ( )

21 u−
arcsin uu =′ , 1≤u

( )

; 

10. 
21

arccos
u

uu
−

′
−=′ , 1≤u

( )

; 

11. 21 u
uarctgu
+
′

=′

( )

; 

12. 21 u
uarcctgu
+
′

−=′ . 
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§ 11. Логарифмик тюрямя анлайышы 

 Фярз едяк ки, щяр щансы X  сохлуьунда тяйин олунмуш  функсийасы 

 гиймятиндя шяртини юдяйир. Онда 

)(xyy =

Xx∈∀ 0)( >xy )(ln)( xyxzz ==  функсийасынын 

 гиймятиндя тюрямяси вар вя бу тюрямя Xx∈∀ ( ) ( )[ ] ( )
( )xy
xyxyxz

′
=′=′ ln  дцстуру иля 

щесабланыр. тюрямяси верилмиш )(xz′ )(xy  функсийасынын логарифмик тюрямяси ад-

ланыр.  

Бязи практики мясялялярин щяллиндя щям ясасында, щям дя цстцндя сярбяст 

дяйишянин иштирак етдийи цстлц функсийанын тюрямясини щесабламаг лазым эялир. 

Беля щалларда функсийаларын логарифмик тюрямяси анлайышындан истифадя олунур. 

[ шяртини юдяйян )( >xf 0 ] )()( xgxfy =  функсийасынын тюрямясини щесабламаг 

цчцн, [ ] )(ln)()(lnln )( xfxgxfyz xg ===  функсийасынын тюрямясини щесаблайаг. Ща-

силин вя мцряккяб функсийанын тюрямяси дцстурларындан истифадя етмякля 
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)(
)()()(ln)(
xf
xfxgxfxg

y
y′

=′
′

+′=  , z

 бурадан ися верилмиш  функсийасынын [ ] )()( xgxfy = y ′ тюрямяси цчцн  

[ ] ⎥
⎦

⎤′
′

)(
)()(
xf
xfxy

0>x y =

xxxyz x lnlnln ===

⎢
⎣

⎡
+′=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ′
+′= )(ln)()(

)(
)()()(ln)( )( gxfxgxf
xf
xfxgxfxgy xg  

бярабярлийини алырыг. 

  олдугда  функсийасынын тюрямясини щесабламаг цчцн 

 функсийасынын тюрямясини щесаблайаг. Щасилин вя мцряккяб 

функсийанын тюрямяси дцстурларындан истифадя етмякля  

xx

( ) ( ( )) x
x

xxxxxxx
y
yz ln11lnlnln +=⋅+=′′=′=
′

=′

xxy = y

, xln +

′  тюрямяси цчцн бурадан ися верилмиш  функсийасынын 

( ) ( )xxxyy x ln1ln1 +=+  =′

бярабярлийини алырыг. 

§ 12. Йцксяк тяртибли тюрямя вя диференсиал анлайышлары 

X  чохлуьунда тяйин олунмуш y f )(xФярз едяк ки, щяр щансы =  

функсийасы бу чохлугда диференсиалланандыр, йяни, бу чохлуьун щяр бир x  
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)(xf )(xf ′ x  дяйишдикъя )(xfнюгтясиндя функсийасынын сонлу тюрямяси вар. ′  

тюрямясинин гиймяти дяйишдийиндян, )(xf ′  тюрямясинин юзц дя x  дяйишянин 

функсийасыдир.  иля ишаря едяк. )()( xfxg ′=

)(xg  функсийасын да x  нюгтясиндя сонлу Яэяр )(xg ′  тюрямяси варса, бу 

тюрямя верилмиш )(xf функсийасынын икинъи тяртиб тюрямяси (вя йа гысаъа икинъи 

тюрямяси) адланыр вя иля ишаря олунур: )(xf ′′

))(()()( ′′=′=′′ xfxgxf

)(xf

 

 Беляликля, верилмиш функсийасы биринъи тяртиб тюрямясинин тюрямяси кими 

функсийанын икинъи тяртиб тюрямясини дахил етдик. Аналожи гайда иля функсийанын 

икинъи тяртиб тюрямясинин тюрямяси кими функсийанын цчцнъц тяртиб ′′′  

тюрямясини вя с. -ъи тяртиб тюрямясинин тюрямяси кими (яэяр бу тю-

рямя варса) функсийанын -ъи тяртиб тюрямясини дахил едя билярик. 

)1( −n )()1( xf n−

n )(x)(f n

 Цмумиййятля, функсийасы йцксяк тяртибли щяр щансы тюрямясинин щесабла-

маг цчцн бу тяртибдян яввял эялян бцтцн тяртибли тюрямясини щесабламаг лазым 

эялир. Лакин еля функсийалар вар ки, истянилян -ъи тяртиб тюрямясини щесабламаг 

цчцн рекурент дцстуруну ялдя етмяк мцмкцндцр. Беля функсийалардан бязиляри 

иля таныш олаг. 

n

α( )  I. α  там ядяд олдугда xxf =

' xf

( ) ( )( ) ( )

 гцввят фунусийасына бахаг. 

( ) 1−= αα x , 

( ) ( ) 211 −−− ′ ′
= 1−==′′=′′ ααααxfxf

( ) ( )[ ] ( )

ααα xxx , 

( )( ) ( )2 ( )( ) 32 2111 −−− −−=
′ ′

−=−=′′′=′′′ ααα ααααααα xxxxfxf , вя с. 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) xxxfxf 221221)()( 1)2()1( LL −−=+−−−=
′

= +−−− αααααααα αααα

( ) ( )( ( )( constxxxf ==⋅−−=

, 

)[ ] )f ′−−=
′− !1221221)(( )1)( ααααααααα LL=) ( .  

α  тяртибли  олдуьундан, бу функсийанын constxf =)()(α α -дан йцксяк тяртибли тю-

рямяляри сыфыра бярабярдирляр: 

( ) ( ) ( )......... )()2)1( == ++ xfxxf nα . 0(f α

( ) αxxf = n гцввят фунусийасынын -ъы тяртиб тюрямяси цчцн Демяли 
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( ) ( )( )
⎨
⎧

>
≤+−−−

=
− олдугда

α
ααααα α nxk

xf
n

n ,)1(21)( L

⎩ олдугда

;

n,0

( )xf 0 < a

af x ln

 

рекурент дцстуруну алырыг. 

  II. ( ) цстлц функсийасы. xa= 1≠

( ) ( ) aax x =
′

=′ , 

( ) ( )( ) ( ) ( )aaaxfxf xx lnln aaaaaa xx 2lnlnln =⋅⋅=
′

=
′

=′′=′ , 

( ) ( )( ) ( )
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( ) aaaaaaaaaxfxf xxxx 3222 lnlnlnlnln =⋅⋅=
′ ′

=′′′=′′′ , вя с. =

   ( ) ( ) aaxf nxn ln=

( ) xaxf = (олдуьундан, 1a0 ≠< n

( ) ( ) aaxf nxn ln=

) цстлц фунусийасынын -ъы тяртиб тюрямяси 

цчцн  рекурент дцстуруну алырыг.  

 III.  ( ) xxf sin=

( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
sin πx

( ) ) ( )

==′=′ cossin xxxf , 

( )( ) ( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+=+=−=′=′′=′′

2
2sinsinsincos ππ xxxxxfxf

)

 , 

( ) ( )( ) ( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+=−=′

2
3sincossin πxxx−=′′′=′′′ xfxf , 

( ) ( )( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+==

2
4sinsin xx′−=′′′′= cosIV πxxfxf

( )

 вя с. 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+=

2
sin)( πnxxf n  

(олдуьундан, ) xxf sin= n

( )

 тригонометрик фунусийасынын -ъы тяртиб тюрямяси 

цчцн ⎟
⎞

⎜
⎛ ⋅+= sin)( πnxxf n

( )

⎠⎝ 2
 рекурент дцстуруну алырыг. 

 Аналожи йолла  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎛ ⋅+=

2
coscos )( πnxx n ( )

⎝
, ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+=

2
)( πnxtgtgx n ( ), ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+=

2
)( πnxctgctgx n  

рекурент дцстурларыны да эюстярмяк олар. 
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 Функсийанын дифференсиалы анлайышы юйряняркян эюстярмишдик ки, дифференсиал-

ланан функсийанын дифференсиалы онун тюрямясинин сярбяст дяйишянин дифференсиа-

лына щасилиня бярабярдир.  

 Тюрямя анлайышында олдуьу кими, дифференсиал анлайышында да функсийанын 

даща йцксяк тяртибли диференсиалы анлайышыны дахил етмяк олар.  
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)(xfy =  функсийасынын x  нюгтясиндя дифференсиалынын щямин нюгтядя дифе-

ренсиалы (яэяр бу диференсиал варса) функсийасынын щямин нюгтядя икинъи тяртиб (вя 

йа гысаъа икинъи) дшфференсиалы адланыр вя  кими ишаря олунур.  yd 2

dxxfdy = yd 2  олдуьундан, функсийасынын икинъи тяртиб  дшфференсиалы цчцн  ( )′

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) 22 dxxfdxdxxfdxxfddxxfddydyd ′′=⋅′′=′=⋅′==  

ифадяси алырыг. 

 Аналожи гайда иля функсийанын икинъи тяртиб  дифференсиалынын диференсиалы 

кими функсийанын цчцнъц тяртиб  диференсиалыны, цчцнъц тяртиб  дифферен-

сиалынын диференсиалы кими дюрдцнъц тяртиб  диференсиалыны вя с. -ъи тяртиб 

 дифференсиалынын диференсиалы кими (яэяр бу диференсиал варса) n -ъи тяртиб  

диференсиалыны дахил етмяк олар. 

yd 2

yd 3

y )1( −n

yd n 1− yd n

)(xfy =

( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )322223 )()( dxxfdxdxxfdxxfddxxfdyddyd ′′′=⋅

yd 3

d 4

  функсийасынын йцксяк тяртибли диференсиаллары цчцн  

′′′=′′=′′==

( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )4)IV(33334 )()( dxxfdxdxxfdxxfddxxfdyddyd =⋅

, 

′′′′=′′′=′′′== , 

вя саиря  

( )( )nnn dxxfyd )(=

)(xfy

 

бярабярликляри доьрудур. Бурадан =  функсийасынын йцксяк тяртибли тюря-

мяляри цчцн 

dx
dyxf =′ )( , 2

2

)(
)(

dx
ydxf =′′ , 3

3

)(
)(

dx
ydxf =′′′ , … , n

n
n

dx
ydxf
)(

)()( =  

бярабярликлярини алырыг ки, тюрямянин бу ишарялямяляриндян нювбяти мювзуларда 

эениш истифадя олунаъаг. 

§ 13. Ики функсийанын щасилинин йцксяк тяртибли тюрямяляринин  

щесабланмасы цчцн Лейбнич дцстуру 
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X Фярз едяк ки, щяр щансы  чохлуьунда тяйин олунмуш, дифференсиалланан 
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)(xuu = )( вя v v x=

vuvuuv

 функсийалары верилмишдир. Бу функсийаларын щасилинин тюря-

мяси цчцн  

′ ′ ′= +)(

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) =′′+′′+′′=′′+′′=′′⎥⎦⎢⎣
vuvuvuvuvuvu '

vuvuvuvuvuvuvu

                                                 (20)  

дцстуру мялумдур. Яэяр бу ики функсийанын щасилинин тюрямясиндян ибарят фун-

ксийа да дифференсиалланандырса, онда онун сонлу тюрямяси вар вя щасилин 2-ъи 

тяртиб тюрямяси адланан бу тюрямя цчцн  

( ) ( ) +′=
′
⎤⎡ ′=″ vuuvuv  

′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ + = + ++′′+′′= 2

[ ] ( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) +′′′+′′′=′′+′′+′′=′′+′′+′′=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= vuvuvuvuvuvuvuvuuvuv 22///

=′′′

                                            (21) 

бярабярлийини аларыг. 

 Яэяр 2-ъи тяртиб бу тюрямянин дя сонлу тюрямяси варса, щасилин 3-ъц тяртиб 

тюрямяси адланан бу тюрямя цчцн ися 

′′′′′″  

( ) ( ) ( ) +′′′+′′′+′′′+′′′+′′′=′′′+′′′+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ′′′+′′′+ vuvuvuvuvuvuvuvuvuvu 222  

vuvuvuvu ′′′+′′′+′′′+′′′= 33                                                                                  (22) 

бярабярлийини алырыг. 

(20), (21), (22) дцстурларындан эюрцнцр ки, бу дцстурлар Нйутон биномунун 

  ( ) 10011 babababa +=+=+

   ( ) 201102222 22 babababababa ++=++=+

( ) 3021120332233 333 bababababbaa +++=+++

=+++++=+ −−−−− nn
n

nn
n

kknkn
n

n
n

n
n

n baCbaCaCbaCbaCba 011122211100 L

( )

   3abba =+

дцстурларынын иля аналогларыдырлар. Нйутон биномунун цмуми шякилдя 

 ( )  ++ n baCb L

( ) ( ) nnkknnnn babanba
k
knnnbannbanba 01122110

321
1.......1

21
1

+⋅++⋅
− − +
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−
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n uvCvuCvuCvuCvuCvuCuv LL

дцстуруна аналожи, ики функсийанын щасилинин -ъи тяртиб тюрямяси цчцн 

  

( ) ( ) ( ) )()1()( nnn uv)1()()()2(
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1.......1
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1 nkknn vunvu
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knnnvunn ′++vnuvu +
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дцстуруну аларыг ки, бу дцстур Лейбнич дцстуру адланыр. 

§ 14. Дифференсиал щесабламанын ясас теоремляри 

С.Й. Ялийев. Али рийазиййат курсундан мцщазиряляр. Бакы, 2007 
 

( )ba; ( )ba;  интервалынын щяр бир  интервалында тяйин олунмуш вя x  нюгтясин-

дя диференсиалланан функсийасы )x(f ( )ba;

[ ]ba;

 интервалында диференсиалланан функсийа 

адланыр. 

 парчасында тяйин олунмуш:  

( )ba;  интервалында диференсиалланан; 1) бу парчасынын дахилиндя, йяни 

( )af+2) парчанын сол уъц олан нюгтясиндя сонлу саь a ′ тюрямяси ; 

( )bf−′3) парчанын саь уъц олан bнюгтясиндя сонлу сол тюрямяси 

олан  функсийасы [  парчасында диференсиалланан функсийа адланыр.  ]ba;)(xf

 Ферма теореми.  интервалында диференсиалланан ( )ba; )(xfy =  функсийасы 

 интервалындан олан щяр щансы  нюгтясиндя юзцнцн ян бюйцк, йахуд ян ки-

чик гиймятини алырса вя бу нюгтядя функсийанын тюрямяси варса, онда о тюрямя сыфы-

ра бярабярдир:

( )ba;

0)( 0 =

0x

′ xf

)(

. 

y f x Исбаты. Теоремин исбатыны =  функсийасы  нюгтясиндя юзцнцн ян 

бюйцк гиймятини алдыьы щалда эюстяряк. 

0x

)(y f x=  функсийасы  нюгтясиндя ян 

кичик гиймят алдыьы щалда теорем аналожи гайда иля исбат олунур.  

0x

)( ( )bax ;0f xy =  функсийасы Фярз едяк ки, ∈  нюгтясиндя юзцнцн ян бюйцк 

гиймятини алыр. Йяни  гиймятиндя ( bax ;∈∀ )()( 0xfxf)  вя йа 0)()( 0≤ ≤− xfxf

0x y

 шярти 

юдянир. Онда  нюгтясиндя Δ  функсийа артымы 0)()( 00Δ = −Δ+ ≤xfxxfy

0<Δx

 ол-

дуьундан, гиймятляриндя 0≥
Δ
Δ
x
y 0>, Δx гиймятляриндя ися 0≤

Δ
Δ
x
y

0x

)(

 шяртляри 

юдяняъяк. 

Бярабярсизликлярдя лимит ямялиййатыны нязяря алмагла,  нюгтясиндя 

f xy =  функсийасынын сол вя саь тюрямяляри  

0lim)(
0

≥
Δ

0 =′
−→Δ− Δx
yxf

x
 

вя 

0lim)(
00 ≤
Δ
Δ

=′
+→Δ+ x
yxf

x
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y f )(xбярабярсизликлярини юдямялидирляр. =  функсийасынын  нюгтясиндя 

тюрямяси варса, онда 

0x

)( 0xf ′ )()()( 000 xfxfxf +−′ ′= =′ барабярлийи юдянмялидир. Бу 

бярабярлик ися йалныз 0)()( 00 ′= =
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Шякил 5
O

y

x

0M

0x 1x
1M

)(xfy =

′ +− xfxf

0)()()( 000 =′=′=′ +− xfxfxf

)(

 гиймятляриндя мцмкцндцр ки, бу щалда 

да  олаъаг.■ 

 Ферма теореми щяндяси олараг ону эю-

стярир ки, яэяр xf функсийасы  нюгтясиндя 

юзцнцн ян бюйцк йахуд ян кичик гиймятини 

алырса вя функсийанын графики цзяриндя абсиси 

 олан нюгтядя бу графикя тохунан чякмяк 

оларса, бу тохунан абсис охуна параллел олмалыдыр (шякил 5).  

0x

0x

( Гейд едяк ки, Ферма теоремтнин шяртиндя )ba;

[ ]ba;
 

интервалыны  парчасы иля явяз етдикдя теоремин 

щюкмц доьру олмайаъаг. Беля ки, [ ]1;0,)( ∈= xxxf  

функсийасы ян бюйцк гиймятини [ ]1;0  парчасынын 1=x  

нюгтясиндя, ян кичик гиймятини ися Шякил 6

O

y

x

1

1

xxf =)(

0=x  нюгтясиндя 

алмасына бахмайараг,  парчасынын бцтцн нюгтяляриндя  шяр-

ти юдяняъяк (шякил 6). 

[ 1;0 ]

]

( ) 01)( ≠=′=′ xxf

 Ролл теореми.  парчасында тяйин олунмуш [ ba; )(xfy = функсийасы 

1. [ парчасында кясилмяз; ]

)

] bf

ba;

2. ( интервалында диференсиалланан; ba;

3. парчасынын уъ нюгтясиндя бярабяр [ ba; )()(af =  гиймятляри алырса, онда 

парчасынын дахилиндя еля [ ]ba; ( )bac ;∈  нюгтяси вар ки, 0)( =′ cf  олаъаг.  

[ ]ba; Исбаты.  функсийасы )(xf парчасында кясилмяз олдуьундан о, бу пар-

чада юзцнцн ян бюйцк вя ян кичин гиймятлярини алыр, йяни  нюгтяляри 

вар ки, , 

[ ba,xx ; ]1∃

;
xfm

bax∈

2 ∈

[ ]ba
[ ]

)(inf)(
;1 xfmxf
bax∈

==
[ ]

)(sup)( 1xf ==  вя x ;∈∀  гиймятляриндя 

бярабярсизлийи юдянир. Mxfm ≤≤ )(

 Ашаьыдакы щаллар мцмкцндцр: 

I. m ; M=
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II . Mm <

I. Бу щалда [ ]bax ;∈∀  гиймятляриндя mxfm ≤≤ )(  олдуьундан, 

,  олаъаг. Йяни Ролл теореминин щюкмц тяк бир 

нюгтясиндя дейил, 

constmxf =≡)( 0)( ≡′ xf

( bac ;∈ ) ( )bax ;∈∀  гиймятляриндя юдяняъяк.   

II.  функсийасы парчасынын уъ нюгтясиндя бярабяр )(xf [ ba; ] )()( bfaf = гий-

мятляри алдыьындан, о ян кичик вя йа ян бюйцк m M гиймятляриндян щеч олмазса 

бирини парчасынын дахилиндя, йяни [ ba; ] ( )ba; интервалында алыр ки, Ферма теореми-

ня ясасян, бу щалда еля  нюгтяси вар ки, ( bac ;∈ ) 0)( =′ cf  олур. Беляликля бу щалда 

да Ролл теореминин щюкмц юдянир.■ 

Шякил 7

O

y

x

1

1

xxf =)(

Гейд едяк ки, Ролл теореминин щяр цч шярти одугъа ваъибдир вя бу шяртляр-

дян щяр щансы биринин позулмасы теоремин щюкмцнцн 

юдянмямясиня эятириб чыхарыр. Мясялян, xxf =)( , [ ]1;0∈x   

(шякил 7) функсийасы Ролл теореминин 1-ъи вя2-ъи шяртлярини 

юдядийи щалда 3-ъц шяртини юдямир. Одур ки,бу функсийа 

цчцн Ролл теоремин щюкмц юдянмир, беля ки, [ ]1;0∀ ∈
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Шякил 8

O

y

x

1

1

xxf =)(

x

( )
⎩
⎨
⎧

=
,0

0,
x

x
xf

)

 

гиймятиндя  олур.  01)()( ≠=′=′ xxf

Йахуд  

=
<≤

гиймятиндя

ндя;гиймятляри

1
1x

 

(шякил 8) функсийасы Ролл теореминин 2-ъи вя 3-ъц шяртля-

рини юдядийи щалда 1-ъи шяртини юдямир. Одур ки,бу фун-

ксийа цчцн Ролл теоремин щюкмц юдянмир, беля ки,  гиймятиндя 

 олур. 

( 1;0∈∀x

01)()( ≠=′=′ xxf

Шякил 9

O

y

x

1

11−

xxf =)( xxf =)( ,  функсийасы (шякил 9) 

нюгтясиндя диференсиалланан олмадыьындан, Ролл 

теореминин 1-ъи вя3-ъц шяртлярини юдядийи щалда 2-ъи 

шяртини юдямир. Одур ки,бу функсийа цчцн Ролл теоре-

мин щюкмц юдянмир, беля ки, 

[ 1;1−∈x ]

0=x

( )0;1−∈∀x  гиймятиндя 

01)()( ≠−=′−=′ xxf ,  гиймятиндя ися ( 1;0∈∀x ) 01)()( ≠=′=′ xxf  олур; 0=x  нюгтя-

синдя ися диференсиалланан олмадыьындан, бу функсийаннын тюрямяси йохдур.  
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Ролл теореми щяндяси олараг ону эю-

стярир ки, бу теоремин шяртлярини юдяйян )(xf  

функсийасынын графики цзяриндя еля ( ))(; cfc

Шякил 10 
O

y

xa bc

)(xfy =
)()( bfaf =

M

M

]

 

нюгтяси вар ки, бу нюгтядя функсийа графики-

ня чякилмиш тохунан абсис охуна параллел 

олаъаг (шякил 10).  

Лагранж теореми:  парчасында тяйин олунмуш[ ba; )(xfy = функсийасы 

1. [ парчасында кясилмяз; ]

)

ba;

2. интервалында диференсиалланандырса, ( ba; [ ]ba; парчасынын дахилиндя еля ( )bac ;∈  

нюгтяси вар ки,  

ab
afbfcf

−
−

=′ )()()(                                                    (23) 

олаъаг.  

Исбаты. Кюмсякчи  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ax
ab
afbfafxfxF − )

−
−

−−=                                  (24)  

функсийасы дахил едяк.  

(24) бярабярлийиндян эюрцндцйц кими, [ ]ba ; парчасында кясилмяз ики 

вя )()( afxf −
( ) ( ) ( ax

ab
afbf

−
−
− ) функсийаларынын фярги кими, )(xF  функсийасы [ ]ba ;  

парчасында кясилмяз,  интервалында диференсиалланан ики ( ba ; ) )()( afxf − вя 

( ) ( ) ( ax
ab
afbf

−
−
− ) функсийаларынын фярги кими ( )ba ;  интервалында диференсиалланан 

функсийадыр. Бундан ялавя, (24) бярабярлийиндян 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 000 =−=−
−
−

−−= aa
ab
afbfafafaF  

вя  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 0=−−−=−
−
−

−−= afbfafbfab
ab
afbfafbfbF  

шяртляри юдянир. Йяни,  функсийасы Ролл теореминин щяр цч шяртини юдяйир. Ролл 

теореминя ясасян, еля  вар ки, 

)(xF

( bac ;∈ ) 0)( =′ cF  олаъаг. Диэяр тяряфдян, (24) бя-

рабярлийиня ясасян 

С.Й. Ялийев. Али рийазиййат курсундан мцщазиряляр. Бакы, 2007 
 

Melikov Behruz



( ) ( ) ( ) ( )
ab
afbfxfxF

−
−

−′=′  

олдуьундан, 

( ) ( ) ( ) ( ) 0=
−
−

−′=′
ab
afbfcfcF , 

бурадан ися, исбаты тяляб олунан 

( ) ( ) ( )
ab
afbfcf

−
−

=′  

бярабярлийини алырыг.■ 

Чох заман (23) дцстуруну 

( ) ( ) ( )( )abcfafbf −′=−                                               (25) 

вя йа ,xxb Δ+= xa =  ишаря етмякля  

( ) ( ) ( ) xcfxfxxf Δ⋅′=−Δ+                                             (26)  

шяклиндя ифадя едиб Лагранжын сонлу артым дцстуру адландырырлар. 

Шякил 11 O

y

xba

)(af

)(bf

ab −

α

α
c

A

B

α

M

Лагранж теореми щяндяси олараг ону эюстярир ки, )(xf  функсийасы [ ]ba;  

парчасында кясилмяз, ( )  

интервалында диференсиалла-

нандырса, онда 

b

)

a;

(xf  фун-

ксийасынын графики цзяриндя 

еля  нюгтяси вар ки, 

бу нюгтядя функсийа графи-

киня чякилмиш тохунан бу 

гафикин  вя  нюгтялярини эярян вятяря параллел олаъаг (шякил 11). 

( )(; cfcM )

)

]

]

)

( ))(; afaA ( )(; bfbB

Коши теореми. [  парчасында тяйин олунмуш вя  функсийалары ba; )(xf )(xg

1. [ парчасында кясилмяз; ba;

2. интервалында диференсиалланандырларса вя ( ba; ( )bax ;∈∀  гиймятиндя 0)( ≠′ xg шяр-

тини юдяйирся, онда парчасынын дахилиндя еля [ ba; ] ( )bac ;∈  нюгтяси вар ки, бу нюг-

тядя  

)()(
)()(

)(
)(

agbg
afbf

cg
cf

−
−

=
′
′

                                                 (27) 

бярабярлийи юдянир.  
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]

]

)

 Исбаты. Яввялъя Коши теореминин шяртляри дахилиндя олдуьуну 

эюстяряк.Яксини фярз едяк.Фярз едяк ки, Коши теореминин шяртляри дахилиндя 

бярабярлийи юдянир. функсийасы юзц айрылыгда  парчасында 

Лагранж теореминин шяртлярини юдядийиндян ( функсийасы парчасында кя-

силмяз,  интервалында диференсиалланандыр), Лагранжын сонлу артымы цчцн 

(25) дцстуруна ясасян, еля 

0)()( ≠− agbg

0)()( =− agbg )(xg [ ba;

)(xg [ ba;

( ba;

( )bac ;∈  нюгтяси вар ки, ( ) 0)()()( =−′=− abcgagbg бя-

рабярлийи юдянмялидир. 0≠− ab олдуьундан сонунъу бярабярлик йалныз 

олдугда юдянмялидир ки, бу да Коши теореминин  гиймятиндя 

шяртиня зиддир. Демяли 

0)( =′ cg ( bax ;∈∀ )

0)( ≠′ xg 0)()( =− agbg ола билмяз, олмалыдыр. 0)()( ≠− agbg

 Беляликля (27) бярабярлийинин щяр ики тяряфинин мянасы олдуьуну эюстярдик. 

Инди ися (27) бярабярлийинин билаваситя исбатына кечяк.  

 Кюмсякчи  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ )()(
)()(

agxg
agbg
afbfafxfx −

−
]−

−−=Φ                           (28) 

функсийасы дахил едяк.   

(28) бярабярлийиндян эюрцндцйц кими, [ ]ba ;  парчасында кясилмяз ики 

вя )()( afxf −
( ) ( ) [ )()(

)()(
agxg

agbg
afbf

−
−
− ]

]

 функсийаларынын фярги кими,  функсийасы 

 парчасында кясилмяз, 

)(xΦ

[ ba ; ( )ba ; интервалында диференсиалланан ики )()( afxf − вя 

( ) ( ) [ )()(
)()(

agxg
agbg
afbf

−
−
− ] функсийаларынын фярги кими ( )ba ;  интервалында диференсиал-

ланан функсийадыр. Бундан ялавя, (28) бярабярлийиндян 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] 000)()(
)()(

=−=−
−
−

−−=Φ agag
agbg
afbfafafa  

вя  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( )( ) 0)()(
)()(

=−−−=−
−
−

−−=Φ afbfafbfagbg
agbg
afbfafbfb  

шяртляри юдянир. Йяни, функсийасы Ролл теореминин щяр цч шяртини юдяйир. Ролл 

теореминя ясасян, еля  вар ки, 

)(xΦ

( bac ;∈ ) 0)( =Φ′ c олаъаг. Диэяр тяряфдян, (28) бяра-

бярлийиня ясасян 
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( ) ( ) ( ) ( )
)()( agbg
afbfxfx

−
−

−′=Φ′  

олдуьундан, 

( ) ( ) ( ) ( ) 0
)()(
=

−
−

−′=Φ′
agbg
afbfcfc , 

бурадан ися, исбаты тяляб олунан 

)()(
)()(

)(
)(

agbg
afbf

cg
cf

−
−

=
′
′

 

бярабярлийини алырыг.■ 

Тюрямянин тятбигляри. 

§ 15. Гейри-мцяййянликлярин ачылмасы. Лопитал гайдасы  

 
0
0  шяклиндя гейри-мцяййянлийин ачылмасы. Фярз едяк ки,  нюгтяси ися  

чохлуьунун лимит нюгтяси, вя  функсийалары ися ола билсин ки,  нюгтяси-

нин юзцндян башга  чохлуьунун галан нюгтяляриндя тяйин олунмуш функсийа-

лардырлар.  шяртини юдяйян ики функсийанын нисбятинин 

a X

)(xf )(xg a

X

0)(lim)(lim ==
→→

xgxf
axax

( )
( )xg
xf

ax→
lim  

лимитини 
0
0  шяклиндя гейри-мцяййянлик адландыраъаьыг.  

Бу гейри мцяййянлийи ачмаг- ( )
( )xg
xf

ax→
lim  лимитинин варлыьыны вя йохлуьуну 

мцяййян етмяк, бу лимит олдугда ися ону щесабламагдыр.Ашаьыдакы теорем 
0
0  

шяклиндя гейри-мцяййянлийин ачылмасы цчцн гайда мцяййян едир.  

Лопитал теореми. Тутаг ки, вя  функсийалары  нюгтясинин мцяййян 

ятрафыннда, ола билсин ки, бу нюгтянин юзцндян башга галан нюгтялярдя тяйин олун-

муш, диференсиалланан вя  нюгтясинин эюстярилян ятрафынндан олан нюгтяляр цчцн 

вя 

)(xf )(xg a

a

0)( ≠′ xg 0)(lim)(lim ==
→→

xgxf
axax

 шяртлярини юдяйян функсийалардыр. Яэяр тюрямяля-

рин нисбятинин ( )
( )xg
xf

ax ′
′

→
lim  лимити варса (сонлу вя йа сонсуз),онда онларын юз нисбятля-

ринин ( )
( )xg
xf

ax→
lim  лимити дя вар вя 
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( )
( )

( )
( )xg
xf

xg
xf

axax ′
′

=
→→

limlim                                                    (29) 

дцстуру доьрудур. 

Исбаты.  нюгтясинин эюстярилян ятрафынндан олан истянилян a x  гиймяти эютц-

ряк вя мцяййянлик цчцн теоремин исбатыны ax >  гиймяти цчцн апараг. ax <  

гиймятиндя теорем аналожи йолла исбат олунур. 

)(xf вя функсийалары  нюгтясиндя тяйин олунмадыьындан функсийалары 

нюгтясиня кясилмяз олараг тамамлайаг.Кюмякчи  

)(xg a

a

( ) ( )
⎩
⎨
⎧

=
≠

=
олдугда

олдугда;

ax
axxf

xF
,0
,

 вя ( ) ( )
⎩
⎨
⎧

=
≠

=
олдугдаax
axxg

xG
,0
, олдугда;

 

функсийалары дахил едяк. )(xF вя )(xG  функсийалары 

( ) ( ) ( )aFxfxF
axax

===
→→

0limlim      вя     ( ) ( ) aGxgxG
axax

== ( )=
→→

0limlim  

 шяртлярини юдяндикляриндян,  нюгтясиндя, о ъцмлядян a [ ]xa ;  парчасында кясил-

мяз,  интервалында ися дифференсиалланандырлар вя ( xa ; ) 0)()( ≠′=′ xgxG шярти юдя-

нир. Демяли, )(xF вя )(xG  функсийалары Коши теореминин шяртлярини юдяйирляр. 

Одур ки, Коши теореминя ясасян,  

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )cG
cF

aGxG
aFxF

xG
xF

xg
xf

axaxaxax ′
′

=
−
−

==
→→→→

limlimlimlim  

бярбярлийи юдянир; бурада нюгтяси c ( )xa ;  интервалындан олан, йяни xca <<  шярти-

ни юдяйян щяр щансы нюгтядир. Аралыг функсийанын лимити щаггында теоремя яса-

сян, ax→  шяртиндя  шярти юдяняъяк.Буну сонунъу бярабярликдя нязяря 

алыб,  дяйишянини 

ac→

c x  дяйишяни иля явяз етсяк, исбаты тяляб олунан 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )xg
xf

xG
xF

cG
cF

cG
cF

xg
xf

axaxacaxax ′
′

=
′
′

=
′
′

=
′
′

=
→→→→→

limlimlimlimlim  

бярабярлийини аларыг.■ 

 Исбат едилян бу теореми, адятян Лопитал гайдасы адландырырлар. 

 Гейд 1. Яэяр вя )(xf ′ )(xg ′ тюрямяляри вя  функсийаларынын юзляриня 

гойулан тялябляри юдяйирлярся, онда Лопитал гайдасыны тякрар тятбиг етмяк олар 

вя бу щалда  

)(xf )(xg

( )
( )

( )
( )

( )
( )xg
xf

xg
xf

xg
xf

axaxax ′′
′′

=
′
′

=
→→→

limlimlim                                        (30) 
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дцстуруну алмыш оларыг. 

 Гейд 2. ∞→x , +∞→x , −∞→x  шяртляриндя дя Лопитал теореми юз эцъцндя 

галыр. Доьрудан да 0)(lim)(lim ==
→→

xgxf
axax

 шяртлярини юдяйян функсийаларын тюрямя-

лярин нисбятинин ( )
( )xg
xf

ax ′
′

→
lim  лимити (сонлу вя йа сонсуз) варса, 

t
x 1
=  явязлямяси 

апармагла ∞→x  шяртиндя  вя 0→t ( ) 01)( →= tfxf , ( ) 01)( →= tgxg  алырыг. 

Мцряккяб фунсийаларын диференсиалланма гайдаларыны ( )tf 1  вя ( tg 1 )  фунсийалары-

на тятбиг етсяк, Лопитал теореминя ясасян, 

( )
( )

( )
( )

( )( )
( )( )

( )
( )

( )
( )xg
xf

tg
tf

ttg
ttf

tg
tf

xg
xf

xtttx ′
′

=
′
′

=
−′
−′

==
∞→→→→∞→

lim
1
1lim

11
11lim

1
1limlim

02

2

00
 

алырыг. 

∞
∞  шяклиндя гейри-мцяййянлийин ачылмасы. ∞==

→→
)(lim)(lim xgxf

axax
 ( ∞−  вя йя 

) шяртини юдяйян ики функсийанын нисбятинин ∞+ ( )
( )xg
xf

ax→
lim  лимитини 

∞
∞  шяклиндя гей-

ри-мцяййянлик адландыраъаьыг.  

Бу гейри-мцяййянлийин ачылмасы цчцн дя Лопитал теореминя аналожи щюкм 

вар вя ашаьыдакы шякилдя ифадя олунур. 

Теорем 6. Тутаг ки, вя  функсийалары  нюгтясинин мцяййян ятра-

фыннда, ола билсин ки, бу нюгтянин юзцндян башга галан нюгтялярдя тяйин олунмуш, 

диференсиалланан вя  нюгтясинин эюстярилян ятрафынндан олан нюгтяляр цчцн 

вя 

)(xf )(xg a

a

0)( ≠′ xg ∞==
→→

)(lim)(lim xgxf
axax

 ( ∞−  вя йя ∞+ ) шяртлярини юдяйян функсийалардыр. 

Яэяр тюрямялярин нисбятинин ( )
( )xg
xf

ax ′
′

→
lim  лимити(сонлу вя йа сонсуз) варса, онда онла-

рын юз нисбятляринин ( )
( )xg
xf

ax→
lim  лимити дя вар вя 

( )
( )

( )
( )xg
xf

xg
xf

axax ′
′

=
→→

limlim                                                 (31) 

дцстуру доьрудур. 
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 Диэяр гейри-мцяййянликлярин ачылмасы. ∞⋅0 , ∞−∞ , , , шяклиндя гей-

ри-мцяййянликляри явзлямя йолу иля 

00 ∞1 0∞

0
0  вя 

∞
∞  шяклиндя гейри-мцяййянликляря эя-

тирмяк олар. 

§ 16. Тейлор дцстуру. 

 Инди ися рийази анализин щям анализин юзцндя, щям дя оунла гарышыг фянляр-

дя чохсайлы тятбигляри олан ясас дцстуларындан бири иля таныш олаг. 

 Тейлор дцстуру. Тейлор теореми. Яэяр  щяр щансы  нюгтясинин юзц вя 

онун мцяййян ятрафында -ъи тяртибя гядяр тюрямяси олан функсийадырса, 

)(xf a

)1( +n x  ися 

эюстярилян ятрафдан олан ax ≠ истянилян нюгтядирся, онда вя a x  нюгтяляри арасында 

еля ξ  нюгтяси вар ки, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) 1

1
2

!1!!2
"

!1
' +

+

−
+

+−++−+−+= n
n

n
n

ax
n
fax

n
afaxafaxafafxf ξ

L     (32) 

дцсуру доьрудур. 

 Исбаты. ( )axTn ;  иля (32) дцстурунун саь тяряфиндя дуран x -я нязярян  дя-

ряъяли чохщядлини, йяни  

n

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( n
n

n ax
n
afaxafaxafafaxT −++−

′′
+−

′
+=

!!2!1
; 2

L )            (33) 

ишаря едяк. Сонра  иля  ( )( )xR n 1+

( ) ( ) ( )axTxfxR nn ;)(1 −=+  

фяргини ишаря едяк.  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) 1

1

1 !1
+

+

+ −
+

= n
n

n ax
n
fxR ξ , xξa <<                            (34) 

бярабярлийини эюстярмякля теореми исбат етмиш олуруг. 

a  нюгтясинин эюстярилян ятрафындан истянилян xгиймятини гейд едяк вя 

мцяййянлик цчцн a>x гябул едяк.  иля t xta ≤≤  парчасында гиймятляр алан дяйи-

шян кямиййяти ишаря едяк вя [ ]ba ;  парчасында кюмякчи  

( ) ( )
( ) 1

1
1 )(

;)()( +
+

+

−

−
−−= n

n
n

n ax
xRtx

txTxftF                                (35) 

функсийасына бахаг. 

 функсийасы парчасында Ролл теореминин бцтцн шяртлярини юдяйир.  )(tF [ xa ; ]
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]
1.(35) дцсурундан вя  функсийасы цзяриня гойулмуш шяртлярдян  фун-

ксийасынын  парчасында кясилмязлийи вя диференсиалланан олмасы алыныр. 

)(xf )(tF

[ xa ;

2. (35) дцсурунда  эютцрмякля  at =

( ) ( )
( )

( ) 0)()()(;)(
)(

;)()( 1111
1

1

=−=−−=
−

−
−−= ++++

+
+

xRxRxRaxxf
ax

xRax
axTxfaF nnnn

n
n

n ϕ , 

xt = эютцрмякля  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
0

)(
!!2!1

)()( 1
1

1
2 =

−

−
−−++−

′′
+−

′
+−= +

+
+

n
n

n
n

n

ax
xRxx

xx
n
xfxxxfxxxfxfxfxF L  

алырыг. Йяни Ролл теореминин )()( xFaF =  шярти дя юдянир. Ролл теореминя ясасян  

[ xa ; ]  парчасынын дахилиндя еля ξ  нюгтяси вар ки, бу нюгтядя  

0)( =′ ξF  

бярабярлийи юдянир. 

 (35) бярабярлийини t -йя эюря диференсиалламагла, )(tF ′ тюрямяси цчцн  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) −−++−

′′′
−−

′′
+−

′
−

′
+′−=′ −12

!
)(

!2
)(2

!2!1!1
)( n

n

txn
n
tftxtftxtftxtftftftF L  

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) 1

1
1

1
1

1 )(1
!

)(1
! +

+
+

+
+

+

−

−+
−−−=

−

−+
−−− n

n
n

n
n

n
n

n
n

n

ax
xRtxn

tx
n
tf

ax
xRtxn

tx
n
tf  

ифадяси аларыг. Бу бярабярликдя ξ=t  гиймятини нязяря алсаг, 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

0
)(1

!
)( 1

1
1

=
−

−+
−−−=′

+
+

+

n
n

n
n

n

ax
xRxn

x
n

fF
ξ

ξξξ , 

бурадан ися  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) 1

1

1 !1
+

+

+ −
+

= n
n

n ax
n
fxR ξ  

аларыг.■  

(32) дцстуру Тейлор дцстуру, (33) бярабярлийи иля тяйин олунан ( )axTn ;  чох-

щядлиси  функсийасынын  нюгтясиндя -ъи дяряъядян Тейлор чохщядлиси, (34) 

бярабярлийи иля тяйин олунан 

)(xf a n

( )( )xR n 1+  Тейлор дцстурунда Ларганж типли галыг щядд 

адланыр. 

 Галыг щядди диэяр формада ифадя едяк. ( )xa ;∈ξ  олдуьундан, 10 <<θ  ин-

тервалындан еля θ  ядяди тапмаг олар ки, ( )axa −+= θξ олар. Бу щалда галыг щядд 

тятбиглярдя даща чох истифадя олунан  
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( ) ( )
( ) ( )[ ]

( ) ( ) 1
1

1 !1
+

+

+ −
+

−+
= n

n

n ax
n

axafxR θ  , 10 <<θ  

шяклини алыр. 

Тейлор дцстурунун вя галыг щяддин диэяр ифадяляри. , 0xa = xax Δ=− , 

 ишаря етмякля (32) Тейлор дцстуруну даща тез-тез истифадя олунан  xxx Δ+= 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) 10

1
0200

00 !1!!2
"

!1
' +

+

Δ
+

Δ+
+Δ++Δ+Δ=−Δ+ n

n
n

n

x
n

xxf
x

n
xf

x
xf

x
xf

xfxxf
θ

L  

шякилдя ифадя етмяк олар.  гиймятиндя бу бярабярликдян 0=n

( ) ( ) ( ) xxxfxfxxf ΔΔ+=−Δ+ θ000 '  

Лагранж дцстуру алыныр. 

 функсийасы  нюгтясинин ятрафыннда мящдуддурса  )()( xf n a

0)(
)!1(

)(lim
)(

)(
)!1(

)(lim
)(
)(

lim
)1(1)1(

1 =−
+

=
−
−

+
=

−

+

→

++

→

+

→
ax

n
f

ax
ax

n
f

ax
xR n

axn

nn

axn
n

ax

ξξ  

олдуьундан, ax→ шяртиндя галыг щядд  

( ) ( ) ( )[ ]nn axoxR −=+1 , ax→                                         (36) 

сонсуз кичилян функсийадыр. 

 (34) бярабярлийи иля тяйин олунан ( )( )xR n 1+  функсийасыТейлор дцстурунда 

Пеано типли галыг щядд адланыр.  

Маклерон дцстуру.  нюгтясиндя (32) Тейлор дцстуру  0=a

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) )(
!
0

!2
0"

!1
0'0 1

2 xRx
n

fxfxffxf n
n

n

++++++= L                (37) 

шяклиня дцшцр ки, бу дцстур Маклорен дцстуру адланыр. Бурада  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) n
n

n x
n

fxfxffxM
!
0....

!2
0

!1
00 2 ++

′′
+

′
+=                        (38) 

)(xf функсийасынын -ъи дяряъядян Маклорен чохщядлиси, ися галыг щядд 

адланыр. Галыг щядд: 

n )(1 xRn+

1)Лагранж формада ( ) ( )
( )

( )
1

1

1 !1
)( +

+

+ +
= n

n

n x
n

xfxR θ  , 10 <<θ  шякилдя; 

2)Пеано формада шякилдядир.   ( ) ( ) )(1
n

n xoxR =+

Бязи елементар функсийаларын Маклорен дцстуру иля айрылышы. 
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 I.  функсийасынын -ъи дяряъядян Маклерон чохщядлисини йазаг. xexf =)( n

xn exfxfxfxfxf ===′′′=′′=′= )()()()()( )(L , 

1)0()0()0()0()0( 0)( ====′′′=′′=′= efffff nL  

олдуьундан, Маклерон дцстуруна ясасян, 

)(
!!3!2!1

1
32

n
n

x xo
n
xxxxe ++++++= L                                 (39) 

алырыг. 

II.  функсийасынын -ъи дяряъядян Маклерон чохщядлисини йазаг. xxf sin)( = n

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
sin)()( πnxxf n , 

⎩
⎨
⎧
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= − олдугда ядяд тяк

;олдугда ядяд ъцт
2 n
n

nf n
n

,)1(
,0

2
sin)0( )1(

)( π  

олдуьундан, Маклерон дцстуруна ясасян, 

)(
)!12(

)1(
!7!5!3

sin 2
12

1
753

n
n

n xo
n
xxxxxx +
−

−++−+−=
−

−L                    (40) 

алырыг. 

III.  функсийасынын -ъи дяряъядян Маклерон чохщядлисини йа-

заг. 

xxf cos)( = n

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
cos)()( πnxxf n , 

⎩
⎨
⎧
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

олдугда ядяд ъцт

;олдугда ядяд тяк
2 n
n

nf n
n

,)1(
,0

2
cos)0( )

)( π  

олдуьундан, Маклерон дцстуруна ясасян, 

 )(
)!2(

)1(
!6!4!2

1cos 12
2642

++−++−+−= n
n

n xo
n
xxxxx L                         (41) 

алырыг. 
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IV.α -щягиги ядяд олдугда ( )αxxf += 1)(  функсийасынын -ъи дяряъядян 

Маклерон чохщядлисини йазаг. 

n

( ) nn xnxf −++−−= αααα 1)1()1()()( L ,  )1()1()0()( +−−= nf n ααα L

олдуьундан, Маклерон дцстуруна ясасян, 

( ) )(
!

)1()1(
!2

)1(
!1

11 1
2 xRx

n
nxxx n

n
++

+−−
++

−
++=+

ααααααα L
L  

алырыг ки, бурада  галыг щядди Лагранж формада  )(1 xRn+

1)1(
1 )1(

)!1(
)()1()( ++−

+ +
+

−−
= nn

n xx
n

nxR αθααα L , 10 <<θ  

бярабярлийи иля тяйин олунур. Хцсуси щалда n=α -натурал ядяд олду-

гда, , демяли 0)(xf )1( =+n 0)(1 =+ xRn олур ки, бу щалда елементар рийазиййат кур-

сундан мялум олан  

( ) nnn xxnnxnx
n

nnnnxnnxnx ++
−

++=
+−−

++
−

++=+ L
L

L 22

!2
)1(

!1
1

!
)1()1(

!2
)1(

!1
11  

Нйутон биному дцстуруну алмыш олуруг. 

 § 17. Функсийанын артма, азалма вя сабитлик яламятляри 

Функсийанын монотонлуг яламяти. Теорем 7. функсийасы  интерва-

лында диференсиалланандырса вя 

)(xf ( ba ; )

( )ba ; интервалында 0)( ≥′ xf  ( ) гиймятляр 

алырса, онда функсийасы 

0)( ≤′ xf

)(xf ( )ba ;  интервалында азалмыр (артмыр). 

Исбаты. Мцяййянлик цчцн 0)( ≥′ xf щалына бахаг.Тутаг ки,  вя  1x 2x ( )ba;  ин-

тервалынын шяртини юдяйян ихтийари нюгтяляридир.Онда функсийасы 21 xx < )(xf [ ]21; xx  

парчасында Лагранж теореминин бцтцн шяртлярини юдяйир. Онда Лагранж теореми-

ня ясасян, 

))(()()( 1212 xxcfxfxf −′=−  , ( )21; xxc∈  

алырыг. Шяртя эюря  вя 0)( ≥′ cf 012 >− xx  бярабярсизликляри юдяндийиндян, 

 вя йа , йяни  функсийасы  интервалында 

азалмайан олаъаг. 

0)()( 12 ≥− xfxf )()( 12 xfxf ≥ )(xf ( ba ; )
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 Теоремин щалында исбаты аналожи гайда иля апарылыр.■ 0)( ≥′ xf

Гейд. Ейни гайда иля эюстярмяк олар ки, функсийасы интервалында 

 (

)(xf ( ba ; )

0)( >′ xf 0)( <′ xf ) гиймятляр алырса,  функсийасы )(xf ( )ba ;  интервалында артыр 

(азалыр). 

Шякил 12 
O

y

x

)(xfy =

δ+0x0xδ−0x

)( 0xf

Функсийанын локал екстремумлары. Тяриф 5. Яэяр нюгтясинин мцяййян 0x δ -

ятрафындан олан бцтцн  гиймятляриндя 

 ( ) бярабярсизлийи юдянярся, 

нюгтяси  фунскийасынын ъидди локал максим

(минимум) нюгтяси, )( 0xf г ти ися )(xf  ф

ксийасынын локал максимум (минимум) гиймяти 

адланыр. 

0xx ≠

)()( 0xfxf < )()( 0xfxf >

0x )(xf ум 

иймя ун-

0x
Шякил 13 

O

y

x

)(xfy =

δ+0x

)( 0xf

δ−0x

Локал максимум вя локал минимум нюг-

тяляри бирэя локал екстремум нюгтяляри адланырлар 

(шякил 12 вя шякил 13). 

Шякил 14

O

y

x

)(xfy =

0x 1x 2x 4x 5x3x

Тярифдян дя айдын олур ки, екстремум ан-

лайышы локал характер дашыйыр, беля ки, )()( 0xfxf <  

вя бярабярсизликляри нюгтясинин мцяййян локал )()( 0xfxf > 0x δ -ятрафындан олан 

нюгтяляр цчцн юдянир. Функсийа-

нын цмумиййятля бир нечя локал 

максимуму вя минимуму ола 

биляр. Еля щал да ола биляр ки, фун-

ксийанын щансыса локал миниму-

му, онун лоал максимумундан 

бюйцк, локал максимуму, онун 

лоал минимумундан кичик олсун  

(шякил 14). 

Теорем 8 (локал екстемумун варлыьы цчцн зярури шярт).  функсийасы 

нюгтясиндя локал екстремум алырса вя бу нбгтядя диференсиалланандырса, онда 

 олаъаг.  

)(xf

0x

0)( 0 =′ xf
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Исбаты.  функсийасы нюгтясиндя локал екстремум алырса, еля )(xf 0x

( )δδ +− 00 ; xx  варки, )( 0xf гиймяти бу интервалда функсийанын бцтцн башга гий-

мятляриня нязярян йа ян бюйцк, йа да ян кичик гиймят олаъаг. Онда Ферма тео-

реминя ясасян, нюгтясиндя функсийанын тюрямяси варса, о сыфыра бярабярдир, 

йяни  шярти юдянмялидир.■ 

0x

0)( 0 =′ xf

Бу теорем щяндяси олараг ону эюстярир 

ки, абсиси локал екстемумлар олан нюгтялярдя 

функсийанын графикиня тохунанлар чякмяк 

оларса, бу тохунанлар абсис охуна параллел ол-

малыдырлар (шякил 15).  Шякил 15
O

y

x

0M

0x 1x
1M

)(xfy =

Шякил 16

y

x0 δδ−

3)( xxf =

Гейд едяк ки, функсийанын тюрямясинин мцяййян нюгтядя сыфыра бярабяр 

олмасы локал екстремумун варлыьы цчцн йалныз зя-

рури шярт олуб, кафи шярт дейил. Беля ки, ( ) 3xxf =  

функсийасынын тюрямясинин ( ) 23' xxf = 0=x  нюгтя-

синдя  гиймяти алмасына бахмайа-

раг,  функсийасынын графикиндян дя эюрц-

ндцйц кими 

( ) 0030' 2 =⋅=f

( ) 3xxf =

0=x  нюгтясинин истянилян ятрафында 

 нюгтясиндяки гиймятдян щям кичик, щям дя 

бюйцк гиймятляр алан нюгтяляр вар (шякил 16), йяни 

0=x

0=x  нюгтяси локал екстре-

мум нюгтяси дейил. 

Функсийанын тюрямясинин сыфыра бярабяр олдуьу нюгтяляри чох заман ста-

сионар нюгтяляр адландырсалар да, биз бу нюгтяляри мцмкцн екстремум нюгтяляри 

адландыраъаьыг. 

Теорем 9 (екстремум варлыьы цчцн кафи шяртляр). Тутаг ки, )(xf функсийасы 

нюгтясинин мцяййян 0x δ -ятрафында диференсиалланандыр. Онда, яэяр  

1) ( 00 ; xxx )δ−∈∀ гиймятляриндя ( ) 0' >xf , ( )δ+∈∀ 00 ; xxx гиймятляриндя ися 

 оларса, нюгтяси  функсийасынын локал максимум нюгтяси; ( ) 0' <xf 0x )(xf

2) ( 00 ; xxx )δ−∈∀ гиймятляриндя ( ) 0' <xf , ( )δ+∈∀ 00 ; xxx гиймятляриндя ися 

 оларса, нюгтяси  функсийасынын локал минимум нюгтяси; ( ) 0' >xf 0x )(xf
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3) истяр ( 00 ; xxx )δ−∈∀ , истярся дя ( )δ+∈∀ 00 ; xxx гиймятляриндя  ейни ишаряли 

гиймятляр алырса, нюгтяси  функсийасынын локал екстемум нюгтяси дейил. 

( )xf ′

0x )(xf

 Башга сюзля, xдяйишяни  нюгтясиндян 

кечдикдя  тюрямяси юз ишарясини 

0x

( )xf ′ ""+ -дян 

-йя дяйишдикдя, нюгтяси  функсийа-

сынын локал максимум нюгтяси; "

""− 0x )(xf

"

Шякил 17
O

y

x

0M

0x 1x
1M

)(xfy =

0)( >′ xf 0)( <′ xf 0)( >′ xf− -дян ""+ -я 

дяйишдикдя,  нюгтяси  функсийасынын 

локал минимум нюгтяси; ишарясини дяйишмядикдя ися  нюгтяси  функсийасы-

нын локал екстремум нюгтяси дейил (шякил 17). 

0x )(xf

0x )(xf

 Исбаты. Фярз едяк ки, x  дяйишяни  нюгтясиндян кечдикдя тюрямяси юз 

ишарясини -дян -йя дяйишир. Йяни 

0x ( )xf ′

""+ ""− ( )00 ; xxx δ−∈∀ гиймятляриндя ( ) 0' >xf , 

( )δ+∈∀ 00 ; xxx гиймятляриндя ися ( ) 0' <xf  олур. 

( 00 ; xxx )δ−∈∀ гиймятляриндя ( ) 0' >xf  олдуьундан, ( 00 ; xx )δ−  интервалында 

 функсийасы артандыр вя )(xf ( )00 ; xxx δ−∈∀ гиймятляриндя бярабярсиз-

лийи юдянир.  

( ) )( 0xfxf <

( )δ+∈∀ 00 ; xxx гиймятляриндя ( ) 0' <xf  олдуьундан, ( )δ+00 ; xx  интервалында 

 функсийасы азаландыр вя )(xf ( )δ+∈∀ 00 ; xxx гиймятляриндя бярабяр-

сизлийи юдянир.  

( ) )( 0xfxf <

Демяли  нюгтясинин 0x ( )δδ +− 00 ; xx ятрафиндан олан бцтцн  нюгтяля-

риндя  бярабярсизлийи юдянир. Йяни  нюгтяси  функсийасынын ло-

кал максимум нюгтясидир. 

0xx ≠

( ) )( 0xfxf < 0x )(xf

x  дяйишяни  нюгтясиндян кечдикдя0x ( )xf ′  тюрямяси юз ишарясини ""− -дян 

-я дяйишдикдя дя теорем аналожи гайда иля исбат олунур.  ""+

Инди ися фярз едяк ки, x  дяйишяни  нюгтясиндян кечдикдя тюрямяси юз 

ишарясини дяйишмир. Мцяййянлик цчцн бу ишаряни 

0x ( )xf ′

( ) 0' >xf  гябул едяк.   нюгтя-

синин 

0x

( )δδ +− 00 ; xx ятрафынын бцтцн 0xx ≠  нюгтяляриндя  олаъаг. Онда ( ) 0' >xf

( )δδ +− 00 ; xx  интервалында  функсийасы артандыр вя  гиймятляриндя 

 бярабярсизлийи,  гиймятляриндя ися 

)(xf 0xx <

( ) )( 0xfxf < 0xx > ( ) )( 0xfxf >  бярабярсизлийи 
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юдяняъяк.Демяли,  нюгтяси  функсийасынын локал екстемум нюгтяси дей-

ил.■ 

0x )(xf

Шякил 18 
O

y

x

)(xfy =

ba

 Функсийанын графикинин габарыглыьы вя чюкцклцйц. Фярз едяк ки, )(xfy =  

функсийасы щяр щансы интервалында диферен-

сиалланандыр, йяни бу интервалын щяр бир 

( )ba;

xнюгтя-

синдя сонлу тюрямяси вар. Онда )(xf ′ )(xfy =  

функсийасы функсийанын графикиня бу гафик цзя-

риндя олан  нюгтясиндя (a( )( xfxM ; ) bx << ) то-

хунан чякмяк мцмкцндцр, щям дя )(xf ′ буъаг 

ямсалы сонлу олдуьундан, бу тохунанлар орди-

нат охуна паралел дейилляр.  

Oy

Шякил 19

O

y

x

)(xfy =

baТяриф 6. Яэяр )(xfy =  функсийасынын графики 

 интервалында бу графикя чякилмиш истянилян то-

хунандан ашаьыда (йухарыда) йерляшмирся, 

( ba; )

)(xfy =  функсийасынын графики ( )ba;   

интервалында чюкцк (габарыг) адланыр.  

 Графики габарыг олан функсийалары габарыглыьы йухарыйа доьру йюнялмиш, 

графики чюкцк олан функсийалары ися габарыглыьы ашаьыйа доьру йюнялмиш функсийа-

лар да адландырырлар (шякил 18 вя шякил 19). 

 Теорем 10. Яэяр  функсийасынын )(xfy = ( )ba ;  интервалында икинъи тяртиб тю-

рямяси варса вя ( )ba ;  интервалынын бцтцн нюгтяляриндя ( ) 0≥′′ xf  ( ) шяртини 

юдяйирся,  функсийасынын графики 

( ) 0≤′′ xf

)(xfy = ( )ba ;  интервалында чюкцкдцр (габары-

гдыр).  
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Шякил 20
O

y

x

)(xfy =

ba

Y

xc

M

 Исбаты. Мцяййянлик цчцн ( )ba ;  интервалында ( ) 0≥′′ xf  щалына бахаг. ( )ba ;  

интервалындан ихтийари нюгтяси эютцряк (шякил 2

)(

c 0). Эюстярмяк лазымдыр ки, 

xfy =  функсийасынын графики ( )( )c  нюгтя-

синдя функсий фикиня чякилмиш тохунан-

дан йухарыда йерляшмир. 

  Б

fcM ;

анын гра

у тохунан цзяриндяки нюгтялярин ъари 

ординатларыны Y иля ишаря едяряк, онун тянляйини 
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йазсаг, 

( )cxcfcfY −′=− )()( , 

вя йа 

( )cxcfcfY −′+= )()(                                             (42) 

аларыг. 

  фунусийасыны  нюгтяси ятрафында )(xf c 1=n  дяряъядян Тейлор дцстуру иля 

айырсаг, 

( ) ( )2

!2
)(

!1
)()()( cxfcxcfcfxfy −

′′
+−

′
+==

ξ  , ( xc ;∈ )ξ                    (43) 

аларыг.(43) дцстуру  интервалындан ихтийари ( ba ; ) xнюгтяси цчцн доьрудур. 

 (43)бярабярлийиндян (42) бярабярлийини тяряф тяряфя чыхсаг 

( 2

!2
)( cxfYy − )′′

=−
ξ                                                  (44) 

бярабярлийини алмыш олуруг. ( )ba ;  интервалынын бцтцн x  нюгтяляриндя ( ) 0≥′′ xf  ол-

дуьундан, (44) бярабярлийинин саь тяряфи мянфи олмайан ядяддир, йяни ( )ba ;  ин-

тервалынын бцтцн x  нюгтяляриндя 0≥−Yy  вя йа алырыг.Бу бярабярсизлик 

 интервалында 

Yy ≥

( ba ; ) )(xfy =  функсийасынын графикинин бу графикя чякилмиш тоху-

нандан ашаьыда йерляшмядийини, йяни )(xfy =  функсийасынын графикинин ( )ba ;  

интервалында чюкцк олдуьуну эюстярир. 

  интервалында( ba ; ) ( ) 0≤′′ xf  щалында теорем аналожи цсулла исбат олунур.■ 

Тяриф 7. )(xfy =  функсийасынын графикинин 

яйилмя нюгтяси бу график цзяриндя йерляшян еля 

 нюгтясиня дейилир ки, нюгясин-

дя

( )( 000 ; xfxM

Шякил 21
O

y

x0x

( ))(; 000 xfxM
) 0M

)(xfy =  функсийасынын графикиня тохунан чяк-

мяк мцмкцн олмагла бярабяр,  нюгтясинин 

мцяййян ятрафында  нюгтясиндян солда вя саьда 

0x

0x )(xfy =  функсийасынын графики 

мцхтялиф истигамятли габарыглыьа малик олсун (шякил 21).  

 Теорем 11 (яйилмя нюгтясинин варлыьы цчцн зярури шярт). Яэяр ( ))(; 000 xfxM  

нюгтяси )(xfy =  функсийасынын графикинин яйилмя нюгтясидирся вя  нюгтясиндя 0x

)(xfy =  функсийасынын кясилмяз икинъи тяртиб ( )xf ′′  тюрямяси варса, онда бу тюря-
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мя  нюгтясиндя сыфыра бярабярдир 0x 0)( 0 =′′ xf . 

 Исбаты. Яксини фярз едяк. Фярз едяк ки, 0)( 0 ≠′′ xf  шярти юдянир. ( )xf ′′  фун-

ксийасы  нюгтясиндя кясилмяз олдуьундан, кясилмяз функсийанын ишарясинин 

дайаныглыьы хассясиня ясасян, нюгтясинин еля ятрафы вар ки, бу ятрафдан олан 

бцтцн 

0xx =

0x

x  гиймятляриндя  функсийасынын алдыьы гиймятлярин ишаряси ( )xf ′′ 0)( 0 ≠′′ xf  

гиймятинин ишаряси иля ейни йа ( ) 0>′′ xf , йа да ( ) 0<′′ xf  олаъаг. Йяни нюгтяси-

нин эюстярилян ятрафында 

0x

)(xfy =  функсийасынын графики йа чюкцк йа да габарыг 

олаъаг. Бу ися  нюгтяси ( )(; 000 xfxM ) )(xfy = функсийасынын графикинин яйилмя 

нюгтяси олмадыьыны эюстярир.Бу ися теоремин шяртиня зиддир. Демяли 0)( 0 ≠′′ xf ола 

билмяз,  шярти юдянмялидир.■ 0)( 0 =′′ xf

Теорем 12 (яйилмя нюгтясинин варлыьы цчцн кафи шярт). Яэяр )(xfy =  фун-

ксийасынын  нюгтясинин мцяййян ятрафында икинъи тяртиб  тюрямяси варса вя 

эюстярилян ятрафда бу тюрямя  нюгтясиндян солда вя саьда мцхтялиф ишаряли гий-

мятляр алырса, онда  нюгтяси 

0x ( )xf ′′

0x

( )(; 000 xfxM ) )(xfy =  функсийасынын графикинин яйилмя 

нюгтясидир.  

Исбаты.  нюгтясинин мцяййян ятрафында 0x )(xfy =  функсийасынын икинъи тяр-

тиб  тюрямяси  нюгтясиндян солда вя саьда мцхтялиф ишаряли гиймятляр ал-

дыьындан, теорем 10-а ясасян, бу ятрафда  нюгтясиндян солда вя 

саьда

( )xf ′′ 0x

0x

)(xfy =  функсийасынын графики мцхтялиф истигамятли габарыглыьа маликдир. 

Бу ися, тярифя ясасян,  нюгтясинин ( )(; 000 xfxM ) )(xfy =  функсийасынын графикинин 

яйилмя нюгтяси олдуьуну эюстярир.■ 

 Функсийанын графикинин ассимптотлары. Икинъи нюв кясилмя нюгтяляринин ят-

рафында, сонсузлугда, йяни +∞→x  вя йа −∞→x  шяртляриндя функсийалары арашды-

раркян функсийаларын графики мцяййян бир дцз хяття сонсуз йахынлашыр, лакин ону 

кясмир. Беля дцз хяттляр щямин функсийаларын ассимптотлары адланырлар. Мцстяви 

цзяриндя дцз хяттляр цч вязиййятдя – шагули, цфцги вя маили вязиййятдя олдугла-

рындан, функсийа графикляринин дя цч ъцр ассимптоту - шагули, цфцги вя маили ас-

симптотлары мювъуддур. 
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 Тяриф 8. ax =  дцз хятти о щалда )(xfy =  функсийасынын графикинин шагули ас-

симптоту адланыр ки, бу функсийанын биртяряфли ( )xf
ax 0

lim
−→

 вя йа  лимитляридян 

щеч олмазса бири вя йа 

( )xf
ax 0

lim
+→

∞+ ∞− -а бярабяр 

олсун. 

Шякил 22 

O

y

x

ax =

)( Бу щалда xfy =  функсийасынын 

графики цзяриндя йрляшян ( ))(; xfxM  нюгя-

синдян ax =  дцз хяттиня гядяр олан мясафя 

( ) ( ) axxf −=− 2)(xfaxd +−= 2 )(  

бярабярлийи иля тяйин олундуьундан, ax→  

шяртиндя  олур (шякил 22). 0→d

 Тяриф 9. Ay =  дцз хятти о щалда +∞→x  ( −∞→x ) шяртиндя )(xfy =  фун-

ксийасынын цфцги ассимптоту адланыр ки, ( ) Axf
x
x

=
−∞→
+∞→

)(

lim  шярти юдянсин (шякил 23). 

 Бу щалда )(xfy =  функсийасынын графики цзяриндя йрляшян  нюгя-

синдян  дцз хяттиня гядяр олан мясафя 

( )(; xfxM )

Ay =

Шякил 23

O

y

x

Ay =

( ) ( ) AxfAxfxxd −=−+−= )()( 22  

бярабярлийи иля тяйин олундуьундан, ∞→x  шяртиндя ( ) 0limlim
)()(

=−=
−∞→
+∞→

−∞→
+∞→

Axfd
x
x

x
x

 

олур. 

Тяриф 10.  дцз хятти о щалда bkxy += +∞→x  ( −∞→x ) шяртиндя )(xfy =  

функсийасынын маили ассимптоту адланыр ки,  функсийасыны )(xf +∞→x  ( −∞→x ) 

шяртиндя 

( ) ( )xbkxxf α++=                                               (45) 
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шяклиндя эюстярмяк мцмкцн олсун, щарда ки, 

)(xα  функсийасы +∞→x  ( −∞→x ) шяртиндякичи-

лян функсийадыр (шякил 23). 

Шякил 23

O

y

x

bkxy +=

)(xfy =
(45) бярабярсизлийинин щяр ики тяряфини x -я 

бюлсяк,  

( ) ( )
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xf
x
x

x
bk α
++=  , 

x

∞→x  шяртиндя лимитя кечдикдя ися  

( ) ( ) ( ) kk
x
x

x
bk

x
x

x
bk

x
xf

xxxxx
=++=++=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

∞→∞→∞→∞→∞→
00limlimlimlimlim αα  

бярабярлийини алырыг.(45) айрылышыны  

( ) ( )xbkxxf α+=−  

шякилдя йазыб, ∞→x  шяртиндя лимитя кечдикдя ися  

( )[ ] ( )( ) ( ) bbxbxbkxxf
xxxx

=+=+=+=−
∞→∞→∞→∞→

0limlimlimlim αα  

алырыг. 

Йухарыда гейд етдикляримиздян айдын олур ки, функсийанын графикинин 

маили ассимптотуну тапмаг цчцн:  

1) ( )
x
xfk

x ∞→
= lim  лимитини, 

 вя яэяр бу лимит сонлудурса,  

2) b  лимитини щесабламаг лазымдыр. ( )[ kxxf ]
x

−=
∞→

lim

Тапылмыш бу k  вя b  ядядляриня уйьун bkxy +=  дцз хятти )(xfy =  функсийасынын 

маили ассимптоту олаъаг. 

 

 Функсийанын азалдылмасы вя онун графшкинин гурулмасы схеми 

 Функсийаны арашдырыб онун графикинин тягриби гурмаг цчцн, адятян, 

ашаьыдакы схемдян истифадя олунур. 

1) Функсийанын тяйин областы тапылыр; 

2) Функсийанын дяйишмя областы тапылыр; 

3) Функсийанын координат охлары иля кясишмя нюгтяляри тапылыр: абсис оху иля кя-

сишмя нюгтяляри 0)( =xf тянлийиндян, ординат оху иля кясишмя нюгтяси )0(f  гий-
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мятиндян тапылыр; 

4) Функсийанын графикинин шагули, цфцгц, маили ассимптотлары тапылыр.  

5). Функсийанын артма вя азалма аралыгларымцяййян олунур: артма аралыглары 

, азалма аралыглары ися ( ) 0' >xf ( ) 0' <xf  бярабярсизликляринин щялли кими тапылырлар; 

6) Функсийанын локал екстремум нюгтяляри вя гиймятляри тапылыр: яввялъя 

 тянлийиндян мцмкцн екстремум нюгтяляри тапылыр вя щяр бир мцмкцн 

екстремум нюгтясиндя екстремумун варлыьы цчцн кафи шяртляр-биринъи тяртиб 

 тюрямясинин ишарясини дяйишиб дяйишмядийи йохланылыр;  

0)( =′ xf

)(xf ′

7) Функсийанын графикинин габарыглыг чюкцклцк аралыглары, функсийанын графикин 

графикин яйилмя нюгтяляри тапылыр: чюкцклцк аралыглары ( ) 0' >xf , габарыглыг аралыг-

лары ися  бярабярсизликляринин, яйилмя нюгтяляринин абсисляри ися ( ) 0' <xf 0)( =′′ xf  

тянлийинин щялли кими тапылырлар; 

8). Ы-ВЫЫ бяндлярдя ялдя олунан мялуматлара ясасян, координант мцстявисиндя 

функсийанын графикини тяхмини гурулур. )(xfy =
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