Melikov Behruz

HOQIQI ©9DODLOR COXLUGU
§2.9sas anlayislar

1.Coxluq anlayisi.Coxluglarin verilmasi iisullari.Coxluq anlayis1 riya-
ziyyatin ilkin anlayislarindan olub torifs malik deyil. Lakin ¢oxluq dedikds
bircins vo ya bircins olmayan obyektlor toplusu, kiilliisii, sistemi basa
diistiliir.Coxlugu toskil edon bu obyektlor coxlugun elementlori (iinsiirlari) ad-
lanirlar.Riyaziyyatin todqiqat obyekti adodlor oldugundan bu kursumuzda
elementlori yalniz adodlardon ibarat ¢oxluqlar1 — adadi coxluglar: Gyranacayik.

Riyaziyyatda  ¢oxluglar.  Adoton  boylik  horflorlo,  masolon
A,B,C,D,X,Y,Z,U,--- vo s., onlarin elementlori iso uygun kigik horflorlo
a,b,c,d,x,v,z,u,---vd s. 1lo 1sara olunurlar. a elementinin 4 ¢oxlugunun elementi
olmasi faktt ae 4 kimi, 4 ¢oxlugunun elementi olmamasi fakti iso a ¢ 4kimi
yazilir. Coxluglar, adoaton asagidaki iki tisulla verlirlor :
a) ya ¢oxlugunun biitliin elementlori gostorilmoklo fiqurlu métorizo daxilindo
A={a,,a,,,a,}, yaxud 4={a,,a,,,a,,};

b) ya da yalniz bu ¢oxlugunun biitiin elementlorino xas olan P(x) xassasi gosto-
rilmoklo 4= {x: P(x)}.

Elementlorinin say1 sonlu olan ¢oxluq sonlu ¢oxluq, elementlorinin say1
sonsuz olan ¢oxluq sonsuz ¢oxlugq adlanir. Heg bir elementi olmayan ¢oxluq
bos coxlug adlanir vo @ kimi isars olunur. 9gor 4 coxlugunun biitiin element-
lor1i hom do B ¢oxlugunun elementloridirso, onda 4 ¢oxlugu B ¢oxlugunun
altgoxlugu adlanir vo bu fakt 4< B( voya Ac B) kimi yazilir.Iki ©gor 4 vo B
¢oxluglarinin biitiin elementlori barabardirss bu ¢oxluglar barabar ¢oxluglar
adlanir: 4=B. 4= Bolmasi iiglin eyni zamanda hom 4 c¢oxlugu B -nin, hom do
B ¢oxlugu 4-nin alt¢oxlugu (4 < B vo B < A) olmalidir. Masolon, aydindir ki,
A={2}vo B={r:x*—2x+3=0} ¢oxluglari borabordirlor. Elementlori arasinda
qarsiliglt birgiymaotli uygunluq olan verilmis 4 vo B ¢oxluglar1 eynigiiclii (ek-
vivalent) ¢oxluglar adlanir vo 4 ~ B kimi yazilir.
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2. Coxluglar iizorinds amallar vo onlarin xassalari.

Verilmis 4 vo B ¢oxluglarmin birlosmasi elementlori ya 4 ¢oxlugunun,
ya da B ¢oxlugunun elementlorindon ibarat olan ¢oxluga deyilir vo 4U Bkimi
isars olunur.

Verilmis 4 vo B coxluglarinin kasismasi elementlori hom 4 ¢oxlugunun,
hom do B g¢oxlugunun elementlorindon ibarst olan ¢oxluga deyilir vo 4N Bki-
mi isars olunur.Basqa s6zlo, 4 vo B ¢oxluqlarinin kasismasi 4 vo B g¢oxlugla-

rinin ortaq elementlorindon ibarat olan ¢oxluga deyilir.

AUB
‘ ‘

Sakil 1 Sokil 2

Verilmis 4 vo B ¢oxluglarmin fargi 4 ¢oxlugunun B ¢oxluguna daxil
olmayan elementlorindon ibarat olan ¢oxluga deyilir vo 4\ Bkimi isars olunur.

Bc 4 olduqda 4\ B forqi 4 ¢oxlugunun B ¢oxluguna tamamlanmasi adlanir.

Sokil 3

Coxluglar tizorindo amallorin asagidak: xassolori var:

1) 4UB=BU 4 (birlosmodo kommutativlik xassasi);

2) AU(BUC)=(4UB)UC (birlogsmads assosativlik xassasi);
3) ANB=BN4 (kosismodo kommutativlik xassosi);

4) AN(BNC)=(4NB)NC (kasismads assosativlik xassasi);
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5) (4UB)NC=(4NC)U(BNC) va (distributivlik xassalari);
6)AUA=4;
TVANA=A4;
8) AUD=A.

§2.Haqiqi adadlor ¢oxlugu:osas anlayislar

3. Haqiqi adadlorin sonsuz onluq kasr soklinda gostorilmosi. Hoqiqi ododlor
coxlugu rasional vo irrasional ododlor olmagqla iki ¢oxluga boliintirlor.
Rasional adadlar ixtisar olunmayan m/n soklindos gostorilo bilon ododlora
deyilir, burada m vo n=0 sortini 6doyon tam adadlordir. Rasional olmayan hor
bir hoqiqi adad irrasional adad adlanir.

Hor bir rasional odod a,a,a,a,---a,--- sonsuz onluq kosri soklindo

gostorilo bilir, belo ki, burada a-istonilon tam odad, a,,a,,a,,-,a,,--- 159 0-dan

9-a qodor giymatlor alan tam adadlordirlor (0<a, <9).

Hor bir rasional m/n odadi ya tamdir, ya da sonlu vo ya sonsuz dovri
onluq kosr soklindo gostarilo bilon adaddir. irrasional aded iso yalniz sonzuz
dovri olmayan onluq kasr soklinds gostarilo bilor.Masolon 1/4 vo1/3 rasional
odadlori uygun olaraq 0,25 vo0,333---onluq kosrlori. irrasional +/2 vo 7odadlori
150 dovri olmayan sonsuz 1,41421356--- vo 314159--- onluq kosrlori soklinda
gostoarilirlor.

Hor bir a vo » adsloring garst yegana qayda ilo onlarin comi adlanan
a+b odadini vo hasili adlanan «-b ododini qarst qoymaq olar ki. onlar ii¢iin
asagilaki xassolor 6donir:

1. a+b=b+a (toplamada kommutativlik xassasi);

2. (@a+b)+c=a+(b+c) (toplamada assosativlik xassasi);
3. a-b=b-a (vurmada kommutativlik xassosi);

4. (a-b)-c=a-(b-c) (vurmada assosativlik xassasi);

5. (a+b)-c=a-c+b-c (toplama vo vurmada distributivlik xassasi);
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6.30Va a+0=a (sifir elementin varligi xassosi);

7. Va 3(-a) a+(-a)=0 (ks elementin varligi xassasi);
8..31 Va a-1=a (vahid elementin varligi xassosi);

9. Va0 3a* a-a* =1 (tors elementin varlig xassosi).

Yuxarida gostarilon 1.-9. xassalori haqiqi adadlor ¢oxlugunun aksiomati-
kas1 adlanir.
Hoqiqi adoalor adad oxu adlanan baslangic

noqtasi olan va iizorinds parca uzunlugu 6l¢gmok N M

iiciin vahid uzunluglu parca yoni miqyas toyin edil- ~-2-10 1 2 3 4
Co C g . N Sakil 5

mis istigamatlonmis diiz xatt {izorinds néqtalor sok-

linds tosvir olunurlar. Miistot adadlor bu ox iizorinde baslangic adlanan noqte-
don ox istigamotindo,monfi adadlar iso baslangic adlanan néqtoedon oxun oksi

1stigamatinda tosvir olunurlar (sokil 5).
§3. 9dadi ¢oxluglarn sarhadlari

Tutaq ki, X -haqiqi adadlorin bos olmayan ¢oxlugudur.

Torif. X ¢oxlugu o halda yuxaridan (asagidan) mohdud ¢oxluq adlamr ki,
istanilon xe X iigiin x<c (x>c)baraborsizliyini  ddoyon ¢ odaodi tapmagq
miimkiin olsun.

Bu halda, cadodi X ¢oxlugunun yuxar: (asagi) sorhoddi adlanir.

Hom yuxaridan, hom do asagidan mohdud olan ¢oxluq mahdud coxluq
adlanir.

X c¢oxlugunun yuxardan (asagidan) mohdud edon ododlorin on kigiyi
(boyiiyii) X coxlugunun doqiq yuxari (doqiq asag1) sorhoddi adlanir vo sup X

(inf X) simvolu ils isars olunur.

Daqiq yuxar1 (doqiq asa@i) sorhaddin xassolori. Istonilon qodor kigik
£>00dadi iigiin, elo xe X ododi var ki, x>supX —¢& (x <inf X + &) borabarsizliyi
Odonir.

Teorem. Yuxardan (asagidan) mohdud istanilon bos olmayan adadi ¢ox-
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lugun daqiq yuxari (asagi) sarhaddi var.
X ¢oxlugu yuxardan (asagidan) mohdud deyilsa, supX =+wo (inf X = —x)

yazilir.
§4. Haqiqi adodin miitloq giymati
Torif. x adadinin miitlog qiymati, x>0 oldugda x adadini 6ziina. x <0 ol-

duqda isa (-x) adadina deyilir.

x ododinin miitloq giymsoti | simvolu ilo

isaro olunur. Beloliklo A 4
M={ x, x20, b -2-10 1 2 3;4
-x, x<0. Sokil 6
Massalon, |+5=5;]-5=—(-5)=5;[0=0.

Miitlog gqiymatlorin asas xassolori:

1) =0 ;

2) W=l

3) —|x<x<ly,

4) |x| <& (> 0) berabersizliyi —¢ <x<e demokdir;

5) |x]2a (e > 0) berabarsizliyi ya x>, ya da x <-a demokdir;
6) |x+y|<|q+|y(ligbucaq xassasi);

) Rtz =l ;

8) |x-y =[xy ;
9)£=MU¢®-
v
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Kompleks adadlar vo onlarin handasi tasviri

Molum oldugu kimi, « haqiqi adadinin kvadrati monfi olmayan adod ol-
dugundan, monfi adadin ciit dorojodon, masalon 2-ci dorojodon kokii yoxdur.
Ciinki, kokalmanin torifino géro v-25 elo bir ¢ adodine beraber olmalidir ki,
¢* =-25olsun, bu boraborliklorin sol torafi monfi olmayan sag torofi iso monfi
odad oldugundan, bu borabarliyi 6doyon hoqiqi ¢ adadi tapmaq miimkiin deyil.
Lakin kvadrati -1-a barabor olan adadin varligini qabul edib onu i ils isars et-

sok vo xoyali vahid adlandirsaq, onda monfi adodlordon do ciit adoddon kdok

almaq olar, masalon +-25=./25-(-1) =5’ -i*> =+5; alariq. Bu ciir adadlor sirf

xoyali adodlor adlanir.
Torif 1. a vo b hoqiqi adadlor olduqda,
z=a+ib (1)
soklinda gostarilon adodloro kompleks adadlar deyilir. Burada a- zkompleks
odadinin hoaqiqi hissosi adlanir vo a=Rez kimi , »- iso zkompleks adodinin

xayali hissa omsali adlanir va b = Imz kimi isars olunur. (1) barabarliyinds a =0

oldugda z=ibolur ki, bu da sirf xoyali adod, »=0 ol- ;
dugda iso z = aolur ki, bu da sirf hoqiqi adad olacaq.

z kompleks adadi bir ciit haqiqi ava b adodlori b7 M ®
vasitosilo birqiymotli toyin olundugundan, hoqiqi
odadlordan forqli olaraq, kompleks ododlor bir hoaqiqi I
ox vasitasilo deyil, bir ciit haqiqi ox vasitasilo, kom- O Sokil 1" Re

pleks miistovido noqte soklinds tosvir olunurlar (sokil
1).

Tarif 2. Verilmis kompleks ododdon yalniz xoyali hisso omsalinin isarasilo
forglonon kompleks odad verilmis kompleks ododin qosmasi adlanir vo z kimi
isars olunur

Z=a-ib. (2)
(1) vo (2) ayrilislarindan goriindiiyti kimi, qarsiligli qosma 1ki kompleks
odod kompleks miistovido haqiqi oxa nozoran simmetrik M(a;b) vo M, (a;—b)
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noqtalori soklinda tosvir olunurlar (sokil 2). im
Iki kompleks odod o halda boerabor adlanir ki, & |----o--- Y .( 2)
onlarin haqiqi vo xoyali hisso omsallar tist-listo diigsiin.
Demoali, z kompleks ododi o halda sifira borabor 0 a Re
olacaq ki, bu kompleks addin haqiqi hisso vo xayali hissa 5 S :
M(z

omsali liciin a=0 vo b»=0 boraborliklori 6dansin.z =0 Sokil 2
oldugda a vo » adadlori eyni zamanda sifra barabar ola bilmoz (a* +5* #0).
z kompleks ododinin (1) boraborliyi z kompleks ododinin hesabi soklido

yazhilis1 adlanir.

Kompleks adadlar iizorinds hesab amoallori

Iki kompleks adodin comi

Forz edok ki, hesabi

z, = a, +ib, (D)
\&)

z, =a, +1ib, (2)
soklindo z, vo z, kompleks adodlori verilmisdir, a, =Rez,, a, =Rez,,b, = Imz,
b, =Imz,. Bu z va z, kompleks adadlorinin z +z, comina baxagq.

2, +z, = a, +ib +a, +ib, = (a, + a,)+ (b, +b, )i
a,+a, =a, b +b, =b 1sara etsok, sonuncu baoraborlikdon
z,+z,=(a,+a,)+ (b +b,)i = a+ib
kompleks adadi alinar ki, bu kompleks adadi da z ils isars etsak, verilmis z, vo
z, kompleks ododlorinin z +2z, cominin elo zkompleks ododino borabor ol-

dugunu alariq ki, bu kompleks odoadin hoqiqi hissasi a verilmis kompleks

ododlarin @, vo a, haqiqi hissalorinin comine a =a, +a,, bxayali hisso omsali 1so
verilmis kompleks odadlorin b, vo b, xoyali hisso omsallarinin comins b =5, +5,
borabar olsun:

3)

Re(z1 +zz) =Re z, +Rez,}

Im(z1 + 22) =Imz +Imz, .
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Demoli, verilmis z, va z, kompleks adadlorinin comi elo kompleks adada
deyilir ki, onun haqiqi hissasi, verilmis kompleks adadlorinin haqiqi hissalorinin

comina, xayali hisso amsali iso xayali hisso omsallarimin camina barabar olsun.
Iki kompleks adadin forqi

Indi ise, uygun olaraq, (1) va (2) hesabi sokillorinds verilmis z vo z, kom-
pleks oadadlorinin z -z, comins baxagq.
z2,—z, = a, +ib —(a, +ib,) = (@, —a,)+ (b, = b, )i
oldugundan, a, —a, = a, b, —b, = b 1sars etsok, sonuncu barabarlikdon
z,—z,=(a,—a,)+ (b —b,)i =a+ib
kompleks adadi alinar ki, bu kompleks adadi do z ilo isars etsok, verilmis
z,va z, kompleks odadlorinin z -z, cominin elo zkompleks odadino borabor
oldugunu alariq ki, bu kompleks oadadin hoqiqi hissasi a verilmis kompleks
odadlarin @, vo a, haqiqi hissalorinin forqine a =aq,—a,, b xayali hisso omsali 159
verilmis kompleks odadlorin 5, vo b, xoyali hisso amsallarinin forqine 5 =5 -5,

barabar olsun:

Re(z1 —22)= Re z, —Rez, )
Im(z1 - 22) =Imz —Imz, .

Demoli, verilmis z, vo z, kompleks adadlorinin comi elo kompleks adado
deyilir ki, onun haqiqi hissasi, verilmis kompleks adadlorinin haqiqi hissalorinin

forqina, xayali hissa amsall isa xayali hisso amsallarimn forqina barabar olsun.

Iki kompleks adadin hasili.
Uygun olaraq, (1) vo (2) hesabi sokillorindo verilmis z vo z, kompleks
odadlorinin z, -z, hasilins baxagq.
Z,+ 2z, = (a1 + ibl)(a2 + ibz) = a,a, +iab, +ia,b +i’bb, = (ala2 —b1b2)+ i(a1b2 +ab,)
(burada i*=-1 boraborliyi do nozoro alinmisdir) oldugundan,
a,a, —bb, = a, ab, + a,b, = b 1sara etsok, sonuncu borabarlikdon
z, -z, = (a, + ibl)(a2 +ib,) = (a,a, —b1b2)+ i(ab, +ab)=a+ib
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kompleks oadodi alinar ki, bu kompleks adadi do z ilo isars etsok, verilmis
z,va z, kompleks odadlorinin z -z, hasilinin elo zkompleks ododino barabor
oldugunu alariq ki, bu kompleks adadin haqiqi hissosi a vo xoyali hisso omsali

b verilmis kompleks adadlorin «,,a, haqiqi hissolori vo 5,6, xoyali hisso omsal-

lar1 vasitosi ilo

a=aa,—bb,,
b=ab, +a,b,

sokildo ifado olunsun.Sonuncu baraborliyi agiq sokilda
Re(z,-z,)=Re z,-Re z, — Imz, -Imz,,
Im(z, —z,)=Re z, - Im z, + Imz, -Re z, } ()
soklindo do yazmaq olar
Demoli, verilmis z, vo z, kompleks adadlarinin hasili i elo kompleks adada
deyilir ki, onun haqiqi hissasi, verilmis birinci kompleks adadlarinin haqiqi hissa-
larinin hasili ilo xayali hissa omsallarimin hasillori forqina,xayali hisso amsalt isa
birincinin haqiqi hissasi ilo ikincinin xayali hissa amsalimin va ikincinin haqiqi his-
sasi ila birincinin xayali hisso amsalimin hasillori comina barabar olsun.
Gostormok olar ki, qarsiligh gosma 1ki kompleks odadin hasili homiso ho-
qiqi odaddir.Tutaq ki, z=a+ip kompleks odadi verilib. Onda bu kompleks
ododo qosma olan odod z=a-ib kompleks ododi olacaq. 1ki kompleks ododin
hasili gaydasina asason. Bu iki qosma kompleks adodin hasili
z-z=(a+ib)a—ib)=a* —i*b* = a* + b*

adading barabar olacaq ki, bu da sirf hoqiqi adaddir.

Iki kompleks adadin nisbati.
Forz edok ki,uygun olaraq, hesabi (1) va (2) soklinds z va z, kompleks

adadlari verilmisdir va z, 20 (yani a; +b; #0) sorti ddonir. Bu kompleks adad-
lorin =L nisbatine baxaq. Bu nisbatin surat va maxracini z, kompleks adodinin
2y

z, =a, —ib, qosmasina vursaq
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z, a,+ib, (al +ib, ) (a2 —ibz) _a,a, —ia,b, +ia,b, —i’b,b, _

z, _az-i-ib2 _(a2+ib2)(a2—ib2)_ a§+b22
(alaz +b1b2)+ i(azbl _albz) a,a, +bb, " .a,b, —ab,
= = l
2 2 2 2 2 2
a; +b, a; +b, a; +b,
. aa,+bb a,b, —a,b . .
alanq ki, /—=—= =4, 25——-2 = bisard etmaklos, sonuncu borabarlikden
a, +b; a, +b;

z, _a,a, +bb, N ayb —ab, a+ib

- 2 2 2 2
z, a, +b; ay +b;

kompleks adodi alinar ki, bu kompleks adadi do z ilo isaro etsok, verilmis

z,va z, kompleks adadlorinin Z- nisbatinin elo z kompleks adadina barabar ol-
Z,

dugunu alariq ki, bu kompleks odadin hoqiqi hissasi a vo xoyali hisso omsali »

verilmis kompleks adadlorin a,,a, hoqiqi hissalori vo 4,6, xoyali hisso omsallar1

vasitasi 1la

_aa, +b,b,
- 2 2 0
a; +b;

_ a,b, —ab,

b
a22 -|-b22

sokildo ifado olunsun.Sonuncu baraborliyi agiq sokilda

R [Z_IJ: Re z,-Re z, + Imz, -Imz,
(Re 22)2 +(1m 22)2 (6)

Z
i zl]_Rezz-.fmzl—Rezl-Imz2
m = 2 ; 2
Z, (Re 22) +(Im zz)

soklindo do yazmaq olar

Kompleks adadin qiivvata yiiksaldilmasi ii¢iin Muavr diisturu.

Tutaq ki, sifirdan forqli olan z=a+ib kompleks ododi verilib, yoni

a® +b* =0 sorti 6donir.Bu komples adadi a* +b* # 0 adadins vurub bolsok

z:a+ib:\/a2+b2-le: a2+b2-( a +1 b J
Na® +b’ Ja> +b>  Ja® +b’

alariq.

S.Y.Oliyev. Ali riyaziyyat kursundan mithazirlar. Baki, 2007



Melikov Behruz

e | ld_ Ne I
‘\/a2+b2‘ Na? +b? \/az+b2 ‘«/a2+b2‘ Na? +b? «/a2+b2

<1 ol-

dugundan = cos @, LZ =siny isars etmak olar.

2 2
a b a’ b* a’+b*
— |+ = + = =1 oldugundan y =¢,
[ ] ( a? ] a’+b> a*+b> a’+b’ 8 V=@

Na’ +b’ +b’
yani
= cos @, _b singp olacaq ki, p=+a’+b’isars etsok z=a+ib
a’+b* a’+b’
kompleks odadi ligiin z=a+ib=~a’+b> - a0 = p(cos g +isinp)
«/a2 +b’ «/a2 +b’

boraborliyini almis olariq, harada ki. p= az+bz,tg¢)=2 Vo ya
a

p=Aa’+b*, p= arctgé kimi toyin olunur.
a
p(cosp+ising) ifadasi z = a +ib kompleks adadinin trigonometrik sokli ad-

lanir, burada p =+va®+5* odadi z kompleks adodinin modulu adlanir vo p =|¢|

kimi, ¢ = arctgé odadi 1so z kompleks adadinin arqumenti adlanir vo ¢ = Arg.z
a

isars olunur.

z kompleks odadinin modulu, handssi olaraq,
hoqiqi vo xayali oxun kasismo néqtadon bu z adadinin m
tosvir olundugu noqtoyadok olan istiqgamotlonmis par-  p f---------
canin uzunlugunu, zkompleks ododinin arqumenti P

olan ¢ bucagi iso bu istigamatlonmis par¢anin hoqiqi @

oxun miisbat istiqgamotilo saat oqrabi horokatinin oksi O [~ a _ Re

istigamotinda omoalo gotirdiyi bucag ifads edir (sokil Sakil 3
3).

z=1—i=\/§(cos315° +isin315°)
=315
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iki kompleks adodin hasili

Forz edok ki, triqgonometrik
2, = p, (cos g, +ising;) (6)
Vo
2, = p, (cos g, +ising, ) (7)

soklinda z va z, kompleks adadlori verilmisdir, p, =|z,

s =Argz,, p, :|Zzs

@, = Argz,. z,va z, kompleks adadlarinin z -z, hasilins baxsaq

2,2, = pip, -(cos @, +ising,) (cosg, +ising,)= pp,[cos g, cosp, +
+icos @, sing, +ising, cosg, +i’ sin @, sin (pz]: 2,0, [(cos @, cos @, —sin g, sin @, )+
+ i(Sin P, COS P, +COS @, Sin @, )]: PP [COS(¢’1 +¢,) +isin(e, + ¢, )] )

0o =p0,, 9= +¢, isara etmoakls isa, sonuncu barabarlikdon
Z,°Zy = P10y [cos((o1 +@,)+isin(g, + (02)] = p(cosgp+isin (o)
alirig. Bu kompleks adadi z = p(cosg +ising) ilo isara etsok , uygun olaraq
trigonometrik (6) va (7) soklindo verilmis z, vo z, kompleks adadlarinin z = z,z,
hasili ti¢lin
|2, - 25| =[z,] |z, } (8)
Arg (z,-2,)= Arg z, + Arg z,
diisturunu aliriq.
Demoli, trigonometrik saklinda verilmis iki kompleks adadin hasilinin modu-

lu verilmis kompleks adadlorin modullar: hasilina, arqumenti isa arqumentlari

comina barabardir.

Tutaq ki, z= p(cosp+ising) kompleks adadi verilib. Trigonometrik sokilda
verilmis kompleks odadlorin hasili {i¢iin yuxarida gostorilon gaydanm1 bu kom-
pleks adadin z°,z°,---,z",--- qiivvatloring totbiq etsok

22 =z-z=p*(cos(p+¢)+isin(p+¢))= p*(cos2¢ +isin2¢p),
22 =z-27 = p*(cos(2¢ + @)+ isin(2p + @) = p*(cos3p +isin3p), va s.
z" = p"[cosng + isinnp|=[p(cos g + isin p)]"
diisturlarin1  almis  olariq. z=p(cosp+ising) oldugunu nozora al-

saq,sonuncu barabarlikdon
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[p(cos @ +ising)]" = p"[cosng +isinnp] (9)
disturu alinir.(9) disturu n-ci daracadon Muavr diisturu adlanir.
Xiisusi halda » =-10lduqda, (9) diisturundan

z7 = é = p'[cos(~ p)+isin(— p)] = %[cos(— @) +isin(- )|

alinir ki, bu halda (6) vo (7) soklinds verilmis iki kompleks ododin nisbati
ugun

B &[COS(¢1 _¢2)+i5in(¢’1 %) )] (10)
Zz /02

boraborliyi alinir.

Lakin kompleks adadin n-ci doracodon qiivvats yiiksaldilmasindon forgli
olaraq, n-ci dorocodon kokiiniin hesablanmasi zamani sing =sin(p+27k),
cosp=cos(p+27k), k=0;+1; +2;---boarabarliklorinin nozors alinmasi vacibdir.

z = p(cosp+ising)= plcos(p + 27 k)+isin(p+27k)] , k=0;+1; £2;--- (11)

bu z kompleks adodin n —ci doracadon kokii liglin

S =

1 1
8z = 20 = {p[cos(p+ 27 k) +isin(p+ 27 k)| =p{cos(p+2ﬂk+isin(p+2’rk}:
n n
@ Y .. (o k
=#/p|cos| =+ 27— |+isin| —+27— ||=2z, , k=0;£1; £2; %3, (12)
n n n n

disturu alinir.

(12) baraborliyindon goriindiiyli kimi, z kompleks adadinin »n-ci dorace-
don koki yalmz £=0,1,2,---,n—1 qiymatlorinds  bir-birindon  farqli
Zgs Z15Zps-n 2, qQlymotlori  alacaq. Qalan digor qiymotlor bu
Zgs Z1»Z4 5.y 2,1 qlymatlorinin tokrari olacaq.

Demoli, kompleks adadinin n-ci daracadan kokiiniin bir-birindon forqli yal-

mz n sayda qiymoati var, qalan qiymoatlaor bu qiymoatlovin takraridr.
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Matrislor vo onlar iizorindo amoallor.

nxm sayda a;, 8, 8y,8,80, 8, 1 8mgs 8y Ty By odadlorindon
diizoldilmis
11 a21 1n
21 a22 a'2r1
a, 8p - a

soklinda cadval nxm olgiilii diizbucaqhh matris adlanir. Goriindiiyi kimi, matris
sotr vo siitunlardan ibarotdir. Matrisi toskil edon elementlor, adston ikigat

indekslo isaro olunur, belo ki, matrisin a; elementi bu elementin verilmis

matrisin i-ci sotri ilo j-ci siitununun kosigmosinds yerlosdiyini gostorir. Matrislor

adoton onun elementlorinin isara olundugu bdoyiik horflo isars olunur. matrisdo
Sotrlorinin say1 siitunlarinin sayina barabor olan matris kvadrat matris adlanir.

Masoalon, satrlorinin msay1 siitunlarinin nsayina barabor olan

8y 8p 8y

a a a
A=| 2 2 2n

anl an2 ann

matrisi n tartibli kvadrat matris. a,,, a,,, ....a,, elementlori iso bu n tortibli kvadrat

matrisin bas diognal elementlori adlanir.
Kvadrat matrisdo bas diognal elementlorindon ya yuxaridan, ya da

asagidaki elementorin hamisi barabar olan

a‘11 a'12 a‘ln

0 a
A - 22 2n

0 0 a

matrisi ticbhucaq matris, bas diognal elementlorindon hom asagi, hom yuxarida
duran elementlorinin hamisi sifira borabor olan, yoni yalmiz bas diognal

elementlorindon ibaroat
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a,; 0 - 0
A 0 a,:- O
0O 0. a

matrisi 159 diognal matris adlanir.Biitiin elementlori vhido barabor olan diognal

maris vahid matris adlanir vo E ilo isars olunur.

E=
0 0---1

mxn Ol¢iilii diizbucaqhh matrisdo siitunlarin sayr 1-o borabor olan 6lgiilii siitun

matris adlanir.

m6l¢iili stitun matris, sotirlorinin say1 1-o barabar olan (ay,, a,,,---,a,,) matrisi iso
n ol¢iilii sotr matris adlanir.

Biitun elementlori sifirlardan ibarat olan matris sifr matris adlanair.

a'll a12 aln bll b12 bln
a a b b b i i

Iki A= & % ol vo B=| * 7% > | matrislori, o halda
aml am2 ’ amn bm1 bm2 ’ bmn

borabar adlanir ki, onlarin 6lgiilori borabor olmaqgla uygun elementlori iist-iisto
diigsiin: a; =b;,i=1,2,--,m; j=1,2,---,n .

Matrislor iizorinds xatti omoallor
Eyni olgiilii iki matrisi toplamaq, ¢ixmaq, matrisi adods vurmaq olar. Matrislor

uzorinda bu omoallor matrislor tizorinda xotti omolloradlanir.
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Matrislorin toplanmasi

Eyni olgiilii A=(a, )" vo B=(b;)" matrislorinin comi bu 8lgiilii elo C = (c; )"

i=1,m i=1,m

matrisind deyilir ki, istonilon i=1,2,---,m; j=1,2,---,n qiymatlorinda ¢; = a; +b;

a, a, - 9,
- : } e ey a, , v Ay,
baraboarliyi 6donsin. Basqa sozlo, eyni olgiilii iki A= e
aml am2 : amn
b11 b12 bln a; + b11 a;, + b12 e Qg t bln
b b b ) .. . a,, +b a,+b, - a, +b
B=| * % | matrislorinincomi C=| =+ * # 7% an - Ten
bm1 bm2 ’ bmn aml + bml am2 + bm2 amn + bmn

matrisino deyilir.
Yoni eyni olgiilii matrislorin comi uygun elementlorinin comlarindon ibarat
olan matrisa deyilir.

9dadlorin toplanmasinda a; +b; =b; +a; kommutativlik,
(a; +by)+c; =a; +(b; +c;) assosativlik xassolorinin ddonmosindon, matrislorin

toplanmasinda da kommutativlik vo assosativlik xassolori 6donmasi alinir:
l. A+B=B+A kommutativlik xassasi;

2. (A+B)+C=A+(B+C) assosativlik xassasi.

Matrisin adado vurulmasi

Tutaq ki, mxn olgili diizbucagh A= matrisi  vo 4 hoqiqi

ododdi verilmisdir. A matrisinin 4 hoaqiqi adodins vurulmasi, bu matrisin har bir

elementinin verilmis A adadina hasilindon ibarat olan matriso deyilir
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Aa, Aa, -+ Ay,
1A= Aay,  Aa, -+ Aay, ,
Aa,, Ad,, - A,

basqa s6zlo, matrisi adoda vurmagq iiciin matrisin har bir elementini homin adado
vurmagq lazimdur.
Matrisin adads vurulmasi zamani
1) MA+B)=AA+AB (matrislorin comina nazoran distributivlik ),
2) (A+u)A=AA+uA  (adadi vuruglarin comina nazaran distributivlik )
xassalort dogrudur
Matrislarin ¢ixilmasi

Eyni olgiilii iki A vo B matrislorinin A-B forqi A+(-1)B matrisino deyilir.Eyni

mxn Olcili
ay a, b11 b12 bln
a a a . .. e e
N |l vo B=| * 7 | matrislorinin A-B forqi ti¢iin
Am Ao © A, bml bm2 ' bmn
a;; ap ay, b11 b12 bln a; dyp a,
a,, - b b a
aml am2 ' amn bml bm2 e bmn a‘ml amz ’ a‘mn
b11 b12 bln a;, - b11 ;- b12 ay, bln
n - b21 - bzz T b2n _ Ay — b21 Ay — bzz o8y, — b2n
- bml - bm2 - bmn Ay — bml Ay — bm2 CQp, — bmn

disturunu aliriq. Yoni eyni olgiilii matrislovin  forqi bu matrislovin  ugun
elementlorinin forqlorindon ibarat olan matrisa deyilir.

Iki matrisin hasili

S.Y. Oliyev. Ali riyaziyyat kursundan miihaziralor. Baki, 2007



Melikov Behruz

a‘ll a‘12 a‘lk
Tutaq ki, mxk ol¢ilii diizbucaghh A=| Gz 7 8| ys kxn olgiilii diizbucaqh
a, a, - a

matrislori verilmisdir; A matrisinin siitunlarinin (yoni sotr

elementlorinin) sayr B matrisinin sotrlorinin (yani siitun elementlorinin) sayina
borabordir.
j=Ln

Bu ciir A vo B matrislorinin AB hasili els C =(<:ij )

i=1m

matrisina deyilir ki, bu
matrisin i-ci satrlo j-ci siitununun kosismasinda duran c; elementi A matrisinin

i-cl sotr B matrisinin 189 j-ci siitun elementlorinin hadbohodd hasillori comina

barabar olsun:

Cy = auby; +a,b,; + .o+ 8 by i=12--,m;j=i=12,--,n. (1)

Gostormok olar ki, A-B=B-A, yoni iki matrisin hasilindo komutativlik xassasi
o0donmir. odur ki, iki matrisin hasilindo hansi matrisin digorino sagdan vo ya
soldan vurulmasinin boyiik shomiyyati var.

A-B hasili A matrisinin B matrisino soldan hasili, B-A hasili iso A
matrisinin B matrisinoe sagdan hasili adlanir.Vahid E matrisi i¢lin

A-E=E-A=A

borabarliyi dogrudur, yoni vahid matriso soldan va ya sagdan hasillor borabordir.
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Bundan slavo matrislarin comi va hasili iigiin
(A+B)-C=A-C+B-C;
C-(A+B)=C-A+C-B

distributivlik xassalori dogrudur.

2 va 3 tortibli determantlar.

Tutaq ki, tgctortibli

a11 a12 a13 a. a
A=|a, a, a, [ikitertibli A=( H 12)
a21 a22
a3l a'32 a33

kvadrat matrisi verilmisdir. Bu kvadrat matrisin hadlorindon diizolmis
a;; a22a33 + a21a32a13 + a12a23a31 - a13a22a31 - a23a32a11 - a12a21a33
( a8y — a8y )

ifadasi ligtortibli (ikitortibli) determinant adlanir vo

|

a11 a12
a‘21 a22 a'23

a31 a32 a33

all a12 a13
( a21 a22

kimi isars olunur:
a11 a12 al3
a21 a'22 a23 = all a22a33 + a21a32a13 + a12a23a31 - a13a22a31 - a23a32all - a12a21a33
a31 a32 a33

all a‘12
a21 a'22

|

=a;18, —apay J

(1)

()

Uctortibli determinantin (1) ayriisindan don gériindiiyii  kimi, iigtortibli

determinant 6 toplananin comindon ibarstdir. Bu toplananlardan 3-ii «+» isaro

ilo, digor 3-ii iso «-» isars ilo gétiiriilmiislor. Ugtartibli determinantin «+» va «-»
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isaralorlo gotiriilmiis toplananlarinda vuruglart toyin etmok f{iglin ¢ox vaxt

«iicbucaq» qaydasi adlanan asagidaki qaydadan istifads edilir.

Ikitortibli determinantlar iiciin acilin qaydasi bir qodor sado olub, ikitartibli
determinant bas dioqonal elementlori hasili ilo komoak¢i diogonal elementlarinin

hasillari farqina barabordir, kimi ifado olunur.

Determinantin 9sas xassalori.
Uctortibli determinantin, oslindo biitiin tortib determinantlara aid olan
xassolori Oyronok. Bu xassolori diistur soklinds oyani niimayis etdirmok {igiin,
lictortibli determinantin siitun elementlorini miixtolif horflorlo i1saro edok.

Ugtortibli determinantin (1) ayrilisindan

a'1 bl Cl
a, b, c,|=ab,c,+ab,c, +bc,a,—ch,a,-c,ba —ba,c, (3)
a‘3 b3 C3

diisturunu alargq.
Xassd 1. Determinantin satr elementlorinin onun uygun siitun elementlovi ila
avaz etdikds determinant dayismaz:

aQ b1 C, a a, 4
a, bz C,| = b1 bz b3 . (4)
a, b3 Cs ¢, C G
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(4) boraborliyinin isbati, bu disturun hor iki torofindo duran {igtortibli
determinantlara bu determinantlarin agilmisi tigiin (3) diisturu nu totbiq etmoklo

bilavasita alinir:

1 1 G

2 > Gl = bzcs + azbacl + b1C2a3 o C1b2as o C2b3al - blazcs 5
a; by ¢

1 3
b, b, byl=ab,c,+bc,a,+a,b,c, —ab,c,—byc,a —abc,
C, C G

Determinantlarin bu xassosi, determinantda sotr vo situnlarinin barabor
hiiquqlu olduglarint vo determinantin har hansi siitununa aid edilon xassonin
onun satrind do aid edilmali oldugunu gostorir.

Xassa 2. Determinantda hor hans iki siitiinun (va ya satvin) yerini dayisdikdo

determinant igarasini aksina dayisir:

a‘l bl Cl b1 al Cl
a, b, c,|=-b, a, ¢c,| . (5)
a‘3 b3 C3 b3 a‘3 C3

Bu xassonin do isbati, 1-ci xassonin isbati kimi, (5) borabarliyin hor iki torsfindo
duran determinantlara (3) disturunu totbiq etmoklo bilavasito alinir.

Xassa 3. Hor hanst iki siitun va ya satr elementlari eyni olan determinant sifra

borabordir:
a‘l al Cl
a, a, ¢C,|=0. (6)
a3 a3 C3
a‘l a‘l Cl

A=|a, a, ¢,| isaro edib, bu determinanta determinantin yuxarida
a3 a3 C3

gostorilon 2-ci xassoasini totbiq etsok,
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Cl
c,|=-A, buradan iso 2A =0, yaxud A =0alariq.
C3

Xassd 4. Determinantin hor hanst siitun (va ya satir) elementlorinin myayyan

A adadino vurulmasindan alinan determinant elo homin determinantin bu 2 adadino

hasilino borabordir:

Aa,
Aa,
Aa,

(7) boraborliyinin

bl C1 a‘l b1 Cl
b, c,/=21:la, b, c,. (7)
b3 C3 a3 b3 C3

do isbati, bu baraborliyin hor iki torofindo duran

determinantlara (3) diisturunu totbiq etmoklo alinir.

Bu xasso, ¢cox zaman, determinantin adods vurulmasi qaydasi da adlanir:

determinanti adada vurmagq iiciin, onun hor hansi bir siitun va ya satr elementlorini

A adadina vurmagq kifayatdir.

Xasso 5. Hor hanst bir siitun (va ya satr) elementlori sifra barabar olan

determinant sifra barabardir:

al 1

—0. (8)

a,

N

o © o

C
C
3 Cs

Dogrudan da, determinantin 4-cii xassosino asason

a 0 ¢l |a O0b ¢ a, b ¢
a, 0 c,=la, 0-b, c¢c,/=0a, b, c¢,|=0
a; 0 ¢, |a; 0:by c, a, b, c,

alirq.

Xassd 6. Hoar hanst iki siitun (vo ya satr) elementlori miitonasib olan

determinant sifra barabardir:

masalon,

. ©)
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a‘l bl Cl
oldugda, |a, b, c,/=0 olacaq.
a’3 b3 C3

dogrudanda, (9) boraborliklorindon b, = Ac,,b, = Ac, ,b, = Ac, alinnq ki, bu

barabarliklori do verilmis determinantda nozors alib, ona determinantlarin avval

4-cii, daha sonra iso 3-cii xassalorini totbiq etmoklo

a, b ¢ |a A, ¢ a ¢ ¢
a, b, c,=la, Ac, c,|=4:a, Cc, C,|=4-0=0
a; by ¢ |a; Ac; ¢, a, C; C,

aliriq.

Xassd 7.  Determinantin har hanst bir siitun (va ya satir) elementlori iki
toplanan comindan ibaratdirsa, bu determinant el iki determinantin camina
barabardir ki, 1-ci determinantda homin siitun (va ya satir) elementlarinds birinci
toplananlar, 2-ci determinantda isa hamin siitun (va ya satir) elementlarinds ikinci
toplananlar dursunlar vo bu zaman determinantlarin qalan siitun (va ya satir)
elementlari dayismaz qalacagq:

14 !

a+a b ¢l (a4 b c¢| |a] b ¢
a,+a, b, c,/=|a, b, c,+|aj b, ¢, . (10)
a;+a; by, ¢ |a; by ¢ |a; by ¢,
Bu barabarliyin do isbati, onun har iki tarofinds yazilan determinantlara (3)
diisturunu totbiq etmoklo, bilavasito alinir.
Xassd 8. Determinantin har hansi bir siitun (vo ya satr) elementlarinin
miiayyan A adadino vurularaq digor bir siitun (va ya satr) elementlorinin iizorina
galinmoasindan alinan determinant dayismir:

a, b ¢l |a b c +1a
a, b, c,=la, b, c,+4a,. (11)
a;, by c,| |a; by cy+A1a,

Dogrudan da, determinanlarin ovvel 7-ci, daha sonra iso 4-cii vo 3-cii

xassalorini totbiq etmoklo
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a3 b3 C3 + 2,3.3 a3 3 C3 aS b3 ﬂ’a3 a3 3 CS a3 3 a3
al b1 Cl al bl Cl al bl Cl
=la, b, c,|+4-0=|a, b, c,|+0=|a, b, ¢,
3 b3 C3 a3 b3 C3 a‘3 3 C3

borabarliyini aliriq.

Determinantda minor va cobri tamamlayici anlayislari.
Determinantin galan xassoalorini ifado etmok ii¢lin determinantda minor va
cobri tamamlayict anlayislar1 ilo tanis olaq. Bunun {i¢iin determinantin
elementlorinin ikiqat indeksls isarslonmaosine gayidagq.
a, a, a;

Forzedok ki, |a, a, a, tictortibli determinanti verilmisdir.
a'31 a32 a33

Determinantin a; elementinin minoru, determinantda bu elemenin yerlosdiyi
i-ci satri va j-ci siitunu sildikdon sonra qalan determinanta deyilir vo M ilo isard

olunur.Mosolon,  verilmis  determinantda a, elementinin M, minoru

a‘22 a23 a‘21 a‘23

n= , a5, elementinin M,, minoru M,, = , a, elementinin M,

A,y Agg 83 gy

a12 a13

minoru M, = , Vo s. kimi hesablanir

32 a33

Determinantin a; elementinin cabri tamalayicist iso onun M, minorunun

(<D™ adadino hasilina deyilir vo determinantin elementinin Oziinlin isara

olundugu olifbanin boyiik horfi il edilir

Aij:(_l)HjMij : (12)
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(12) baraborliyindon goriindiiyii kimi, determinantin elementinin yerlosdiyi sotr vo
stitunun nomralorinin comi tokso cobri tamamlayici minorun monfi isars ilo
gotlrilmiis qiymaoting, clitso minorun 6ziine borabardir.
Determinantin satr va siitiin elementlorina gors ayrilisi.

Determinantin qalan xassalorinin diistur soklinds ifado edilmasi ligiin
determinantin siitun elementlorinin miixtalif hariflorle isaralonmasing, yoni (3)
ayrilisina gayidagq.

Xassa 9. Determinantin hor hanst bir siitun (va ya satr) elementlarinin o7

cabri tamalayicilarina hasillari cami determinantin 6ziina barabardir:

A +a,A, +aA;;
b,B, +b,B, +b,B;;
_]¢,C+¢,C, +¢,Cy;
2 B G a,A +bB, +¢,C; (13)
3% by G a,A, +b,B, +c,C,;
azA;, +b,B,; +¢.C,.

(13) borabarliklorindon, masolon

a, b1 C,
a, b2 C, = alAi + azAz + aaA3
a; b3 Cs

boraborliyini gostormok igiin, iigtertibli determinantin (3) ayrilisimi asagidaki
sokilda qruplasdiraq

a1 bl Cl
a, b, c,|=ab,c,+a,b,c, +bc,a,—-cb,a,—-c,ba —ba,c,= al(bzc3 - b3c2)+
a3 b3 C3

b, c b, c b, c
+a,(b,c, —be,)+a,(bc, —bc)=2a|.° *|-a, |, |+a,| =
2\73¥1 1¥3 3712 2¥1 b3 C3 2 b3 Cg 3b2 C2
, . b, c b, c b, c ,
alariq. Minorlar iiciin M, =|,* *[,M,=|." *|\M=|_" |, cobri tamamlayicilar
b3 C3 b3 CS b2 C2
uglin is9 A = (_1)1+1M11 =My, A = (_1)2+1M ="My, A= (_1)3+1M a =My

baraboarliklorini nazors alsaq, sonuncu barabarlikdon isbati tolob olunan
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a, b1 C,
b _ bz C, b1 C, b1 C1_ M M M. = A
a, > G 1 b. ¢ ] b. ¢ +a3b c =aq, My —a, My, +ag 31—a1A1+a2 2+a3A3
3 V3 3 V3 2 “2
a; b3 Cs

boraborliyini alariq.

Bu xasso determinantin sotr vo siitiin elementlorino goro ayrilist  xassosi
adlanir bu kursumuzda daxil etmodiyimiz daha yiiksok tortibli, masolon dord vo
bes tortibli determinantlarin hesablanmasinda istifado olunur. Masalon,
dordtortibli

a b ¢ d
a, b, ¢, d,
a; by c; d
a, b, ¢, d,

determinantinin, masolon 2-ci sotr elementlorine nazoron ayrilisinda sag torafinds

bu sotr elementlorinin A,,B,,C,,D, cabri tamamlayicilarinin (yoni yalniz {igtortibli

determinanlarin) daxil oldugu

a1 bl Cl dl
a, b, ¢, d
az bz cz dz = a,A, +b,B,+¢,C, +d,D, (14)
a, b, c, d,

boraborliyini aliriq ki,bu cobri tamamlayicilarin daha az saydasimi hesablamaq
ticlin, belo determinantlart daha ¢ox sayda sifir elementi olan sort vo ya siitun
elementlorina nazoron ayirmagq labiiddiiylini gostorir.
Xassd 10. Determinantin har hansi bir siitun (satr) elementlorinin digar siitun
(satr) elementlorinin cobri tamamlayicilarina hasillori cami sifra barabardir:
a,B, +a,B,+a,B,=0; acC,+a,C,+a,C,=0;
b,A +b,A, +b,A, =0; b,C,+b,C,+b,C,=0;
c,A +C,A, +C;A;=0; ¢,B, +c,B,+c,B;=0;
a,A, +bB,+¢cC,=0; aA;+bB,+¢cC,=0;
a,A +b,B, +¢,C, =0; a,A;+b,B,+c,C,=0;
a;A +b,B, +¢,C, =0; a;A, +b,B,+¢,C, =0.

(15)
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(15) boraborliklorindon birini, mosalon a,B, +a,B, +a,B, =0 boraboarliyini

al bl Cl
gostorak. Verilmis |a, b, c,| determinantinin 2-ci siitun elementlorine nazoron
a3 b3 C3
ayrilist olan
a'l bl Cl
a, b, c,|=bB +b,B,+b,B,
a3 b3 C3

ifadosindo b, =a,,b, =a,,b, = a, gobul etmaokls, isbati tolob olunan

a‘l al C1
a,B,+a,B,+a,B;=|a, a, ¢,/=0
a3 a3 CS

boraborliyini alariq.

Adoton, determinantin son 1iki xassasi birlosdirilorok, determinantin hor
hanst siitun (va ya satr) elementlorinin 6z cobri tamamlayicilarina hasillovi comi
determinantin  éziina, digor siitun (va ya soatr) elementlorinin cobri

tamamlayicilarina hasillori caomi isa sifra barabardir soklinds ifads edilir.
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Tars matris anlayisi. Tors matrisin tapilma alqoritmi.

Tutaq ki, hor hanst A matrisi verilib. A-B=E boraborliyini 6doyon B
matrisi verilmis A matrisinin farsi adlanir vo A~ kimi isaro olunur .Costormok
olar ki,

A-A*=A"-A=E
boraborliyi dogrudur, yoni verilmis matrisin éziiniin tars matrisina ham soldan, ham
do sagdan hasili vahid matrisa barabardir.

Forz edok ki, n tortibli kvadrat

all a12 aln
a, a a
A_| 32 B2 2n (1)
anl an2 ann
matrisi verilmisdir.
a'11 a‘lZ aln
a, a a
A — det A — 21 22 2n (2)

an1 an2 ann

determinanti sifirdan forqli olan A matrisi cwrlasmayan, aks tadqirda isa cwrlasan
matris adlanr.

n tortibli hor bir ¢irlagmayan (1) matrisinin torsi var vo onun torsi

An Ay An
Ao A
2 22 2
Al A T 3
Aln A2n Ann
A A A

diisturu ilo tapilir;burada A verilmis A matrisinin sifirdan forqli determinanti

A, odadlari 182 bu determinantin a; elementlorinin cobri tamamlayicilaridirlar.(3)

baraborliyini
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A A A
AA& %\ AAn Ay Ay A
S S o R “@
Aln A2n Ann Aln A2n Ann
A A A

soklinda do yazmagq olar.

(4) disturundan gorindiiyii kimi, verilmis ¢irlasmayan matrisin torsini
tapmaq t¢iin avval bu matrisin har elementinin yerina 6z cabri tamamlayicilarin
yazib, sonra alinmig matrisin satr elementlovini uygun siitun elementlori ilo avaz
etmak va daha sonra bu matrisi verilmis matrisin determinantimin tars qiymatino

vurmagq lazimdir.

Uc machullu, ii¢ xatti tonliklor sistemi. Krater qaydasi.
Uc¢ x,y,z machullarmin hor birinin xatti daxil olduglar ii¢ tonliyin
omolo gotirdiyi sistem ligmochullu {i¢ xotti cobri tonliklor sistemi adlanir vo
imumi

a,x+by+cz=d,;
a,x+b,y+c,z=d,; (1)
a;Xx+byy+cz=d,.

sokildo yazilir, burada a,a,,a,, b,,b,,b,, c,,c,,c; ododlori (yoni maochullarin
omsallar1) (1) sisteminin omsallari, d,,d,,d, oadodlori iso sistemin sorbast hodlori
adlanir.

(1)  sisteminin sarbast hadlari sifra barabar olsa, onda (1) sistemi
ax+by+cz=0,
a,x+hb,y+c,z=0, (2)
a;Xx+byy+c;z=0,
soklino diisiir ki, bu da ii¢ mochullu ii¢ xotti cobri bircinsli tonliklor sistemi

adlanir. (1) sisteminin 6zii isa geyri bircinsli va ya bircinsli olmayan, xatti tonliklor

sistemi adlanir. (1) sisteminin hoalli nizamlanmis elo (x,,y,,z,) t¢liyiino deyilir ki,
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X=X,,Y=Y,,2=2, oldugda (1) sistemino daxil olan tonliklorin hor {i¢ii eynilik
kimi 6donsin
aXg +0y, +¢z,=d;;

a,X, +b,y,+C,2, =d,;
asX, + by, + ¢z, =d,.

(1) sisteminin amsallarindan diizeldilmis

aQ; b1 C,
A= a, bz C, (3 )
a; b3 Cs

determinantni (1) sisteminin osas determinanti, osas determinantda uygun

olaraq, x-in, y-in vo z-in amsallarinin sarbast d;,d,,d; sorbast hadlori ilo

ovaz olunmasindan alinan

d b ¢ a d; ¢ a b d;
A= dz bz C, ’Ay =|a, dz Cl, A, =2, bz d2 (4)
d; by ¢ a; d; ¢ a; by d

determinantlarin1  iso (1) sisteminin komokg¢i determinantlart adlandiraq.(1)
sisteminin asas A determinantinin a,,a,,a, elementlorinin cobri tamamlayicilarini,
uygun olaraq, A, A,,A, i1lo isars edib (1) sisteminin 1-ci tonliyini A -9, 2-ci tonliyini
A,-y9, 3-ci tonliyini iso A,-9 vurub torof-torofs toplasaq
a,AX+bAy+cAz+a,AX+b,AYy+CAzZ+aAX+b,Ay+CAz=d,A +d,A, +d,A;,
bu barabarliyi x,y vo z dayisenlorine nozaran qruplasdirdiqda iss
(a,A +a,A, +a A )x+ (b, A +b,A, +b,A )y +(c, A +C,A, +C,A )z =d, A +d,A, +d,A,
borabarliyini alarig.Determinantlarin 9-cu vo 10-cu xassalorino asason
A +a,A, +aA =A;
b, A +b,A, +bA, =0;
C,A +C,A, +C,A; =0
oldubundan, sonuncu barabarlikdon

A-x=d,A +d,A, +d,A, ®))
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boraborliyini aliriq. (10 sisteminin komok¢i A, determinantini  1-ci  siitun

. b, ¢ b, ¢
elementlorino nozoron ayirsaq vo D, = (1™ ? ?|=A,D,=(-1** " *|=A, vo
b3 C3 b3 C3
3+1 bl Cl - . e e
D, =(-1) b ol A,oldugundan, barabarliyini
2 2

A, =d,A +d,A, +d,;A; =d A +d,A, +dA,
borabarliyini aliriq ki, bunu da (5) boaraborliyinds nazors alsaq, onunla eynigiicli
A-X=A, (6)
boraborliyini alariq.
Ogor (1) sisteminin 1-ci tonliyini A -9, 2-ci tonliyini A,-y9, 3-ci tonliyini is9
A,-o deil, B,,B,,B,-2 vo C,,C,,C,-0 vurub toraf-torofo toplasaydiq.uygun olaraq
A-y=A, (7)
\6)
A=A (8)
boraborliklorini almis olardiq.
Beloliklo (1) sistemini, onunla eynigiiclii olan
A-X=A,
A-y=A,, )
A-Z=A,
sistemino gotirmak olar. (1) sistemininin horbir halli (9) sisteminin, (9) sisteminin
hor bir halli iss (1) sistemininin hallidir.
(9) sistemindon goriindiiyii kimi, (1) sisteminin asas determinant1 A =0 is9,

onda (9) sisteminin, demali eloco da (1) sisteminin

AX
X= ,

A

A
- 10
y=— (10)
z=AZ

A
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diisturlari ilo toyin olunan yegans halli var. (10) diisturlar1 xatti cobri (1) tonliklor
sisteminin halli ticiin Kramer diisturlar adlanir.

(1) sisteminin osas  determinanti A=0olduqda 1so asagidaki hallar
miimkiindiir:
a) (1) sisteminin (4) baraborliklori ilo toyin olunan komoke¢i determinantlarinin

hamis1 sifira barabordir A, = A =A, =0.Bu halda (9) tonliklori, eloco do (1)
sistemi x,y vo zmachullarinin ¢oxlu sayda giymatlorindo 6donils bilorlor, yoni (1)
sisteminin sonsuz sayda halli ola bilor , daha doaqiq, sistemin bir halli varsa, onda
onun sonsuz sayda halli var;

b) (1) sisteminin (4) boraborliklori ilo toyin olunan komokgi determinantlarindan
he¢ olmazsa biri sifirdan forqlidir A% + A% +A% #0 . Bu halda (9) tenliklorindon biri
x,y vo z machullariin heg¢ bir giymotindo 6donmayacok, demali (9) sisteminin va

eloca doa (1) sisteminin bu halda halli yoxdur.

Xatti cobri tonliklor sisteminin matris iisulu ilo halli.
Forz edok ki, Ugmochullu ii¢ xotti

ax+by+cz=d;
a,X+b,y+c,z=d,; (1)
ax+hy+cz=d,.

cobri tonliklor sistemi verilmisdir.

a, b ¢ X d,
A=la, b, ¢c,|, X=|y|, D=|d, (2)
a, by c z d,

Isaro etsok, (1) sistemini matis formasinda

AX =D (3)
Soklindo yazmaq olar.verilmis A matrisi cirlasmayan matrisdirss, yoani
A=detA=0 iso onda onun A™ torsi var va (3) barabarliyinin har torafini soldan

A™ tors matrisinoe vurmagqla
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AAX = ATD,
A™A=E boraborliyini nozoro aldiqgda iso ligmochullu (1) xotti cobri tonliklor
sisteminin
EX =A"D
yaxud
X =A"'D 4)
soklindoa hallini tapmis oluruq. (1) xatti cobri tonliklor sisteminin (4) soklinds halli

sistemin matris tsulu ilo holli adlanir.
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Miistovi tizorindo analitik hondoasdo

Analitik hondasa — riyyaziyyatin bir bélmasi olub, hondasi obrazlari cobri
tisullarla 6yronon hissasidir. Bu bélma, XVII asrdo gérkomli fransiz riyaziyyatgisi
Rene Dekart diizbucaqli koordinat sistemini yaratdigdan sonra meydana gol-

misdir.

Miistavi iizarinda diizbucagh vo polyar koordinat sistemlori.
Noqtonin diizbucaqh va polyar koordinatlar arasinda slaqs diisturlar.
Ortaq kasismo noqtasi olan va iizorinds parca uzunlugu 6lgmak {igiin miqyas
toyin olunmus. qarsiligh perpendikulyar istigamotlonmis iki diiz xott (yoni iki

odad oxu) diizbucaqli koordinat sistemi omolo gotirir.

Ox-absis, Oy- 1s9 ordinat oxu adlanir. Bu oxlarin ko- y

sismo noqtasi olan O noqtesi koordinat baslangici, bu (Y S— ?M

oxlarin yeragdiyi Oxy miistovisi 159 koordinat miistavisi

adlanir. Sokildon goriindiiyii kimi koordinat oxlari ko-

ordinat miistovisini riiblor adlanan dord hissayo ayirir. 0 M:x
Miistovi iizorindo bir M noqtost gotiirok vo bu Sokil 1

noqtodon koordinat oxlarina perpendikulyar diiz xotlor ¢okok. Bu diiz xotlorin

Ox va Oy oxlar ilo kasisma noqtalorini,uygun olaraq, M,vo M, il isaro edok.
Ox oxu lizorinds yerlogson M noqtasino bu oxda bir hoqiqi x odadi, Oyoxu {izo-
rindoa yerlogon M, ndqtosind bu oxda bir haqiqi y adadiuygun golir. M noqtasing
qgars1 birinci x, ikinci y odadi olmagla nizamlanmis (x;y) odadlor ciitiinu gars:
qoyaq. Har bir M néqtasi ilo M, vo M, ndqalari yegans toyin olunduglarindan,
bu M ndqtesing qarst qoyulan nizamlanmis (x;y) adadlar ciitii do yegano olacagq.
Indi iso (x;y) adadler ciitii verildikde M noqtesini quraq. Ciitds birinci duran x

adadini Ox oxunda M,, ciitds ikinci duran y adadini Oy oxunda M, noqtasi sok-

linds tasvir edak va bu néqtelordon koordinat oxlarina paralel diiz xattlor kegirak.
Bu diiz xottlor yegano bir néqtods kosisocok ki. bu kasismo ndqtosini M 1l isara

edib verilmis (x;y) adadlor ciitiina gars1 qoyaq. Bu gayda ilo verilmis har bir (x;y)
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2
hoqiqi adadloar ciitiino garst da miistovi lizorinds yegano M noqtasi gqarsi qoymagq
olar. Beloliklo,diizbucaghh koordinat sistemi vasitosi 1lo miistovi lizorindoki M
nodqtolori ilo (x;y) haqiqi adadlor ciitii arasinda qarsiligh birqiymatli uygunluq ya-
ranir ki, bu (x;y) hoqigi adodlor ciitii miistovi {izorindo verilmis M ndqtosinin
diizbucaqli koordinatlar1 adlanir.

x-odadi verilmis M noqtasinin absisi, y adadi iso M noqtesinin ordinati adlanir.

Koordinat oxlar1 koordinat miistovisini riiblor y

adlanan dord hissaya ayirir ki, riiblor iizra noqtalorin %<0 x>0
koordinatlarinin isarasi : y>0 y>0

I ribdo x>0,y>0;

O X

II ribdo x<0,y>0; x<0 x>0
I rilbde x<0,y<0; y<O0 y<0
IV riibdo x>0,y<0 Sokil 2

olacaq.

Polyar koordinat sistemi

Polyus adlanan noqtodon ¢ixan vo iizorinds par¢a uzunlugu dlgmok ti¢lin

miqyas toyin edilmis siia miistovi iizro polyar koordinat

M
sistemi amolo gotirir. Opolyus ndqtosi, Ou- oxu 1S9 po-
r ,
lyar ox adlanir. J
Miistovi tizorinde M néqtasi gotirak. O polyus O u
Sokil 3

noqtosi 1lo M noqtasini diiz xott pargasi vasitosi ilo bir-

losdirarak istsqamotlonmis OM pargasini almis oluruq. istigamatlonmis OM par-
casinin uzunlugunu r 1ilo, onun polyar oxun miisbat istigamati ilo saat aqrobi ho-
rokotinin oksi istigamotindo amalo gotirdiyi bucagr j 1ilo isars edok vo verilmis M
ndqtosine néqtasine qarst birincir ,  ikinci j odadi olmagla (r;j ) adalor ciitiinii
gars1 qoyaq. Polyar koordinat sistemi vasitosi ilo miistovi iizorindo verilmis nog-
toya yegana qayda ilo (r;j ) odalor ciitii gars1 qoymagq olar. Aydindir ki, r 3 0 va

0£j <2p qiymatlori almalidir. Indiisa r 30 vo 0£j <2p giymotlori alan (r;j )
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3
adadlar ciitii vasitasi 1lo miistavi izarinde M noqtasini quraq. Polyus ndqtosindon
polyar oxun miisbot istiqamoti ilo saat aqrobi horokotinin oksi istigamatindo j
bucagi omalo gotiron siia kecirok, bu siianin iizorindo olan vo polyusdan mosafosi
r olan yegana noqto var ki, bu ndqtoni M ilo isars edib verilmis (r;j ) ododlor
ciitiino qars1 qoyaq. Beloliklo, polyar koordinat sistemi vasitasilo verilmis (r;j )
adadlar ciitiina qars1 miistovi tizorinds yegana M noqtasi garst qoymagq olar. De-
moli, polyar koordinat sistemi miistovi iizorindo M noqtasi ilo nizamlanmis (r;j )
adadlar ciitii arasinda garsiligh birqiymatli uygunluq yaradir. Nizamlanmis bu
(r;j ) adadlor ciitii miistovi iizorinda verilmis M ndqtasinin polyar koordinatlar:
adlanir.

Indi iso miistovi iizorinde verilmis noqtonin diizbucagli koordinati ilo po-
lyar koordinat1 arasinda slaqo diisturlarini1 6yronak. Bunun ii¢lin miistovi iizorin-
do Oxy diizbucaqli koordinat sistemi gotiirok vo polyar sistemini bu
diizbucaqli koordinat sisteminda elo yerlosdirak ki, y

polyus noqtasi koordinat baslangici ils, polyar ox 1s9

M
Oxilo iist-iisto diigsiin.miistovi tizorinds diizbucaql ko- Myf--------- :
r |
ordinatlar (x;y), polyar koordinatlari isa (r;j ) olan Ly
eyni bir M noqtasi gotiirak vo bu koordinatlar arasin- \]
da slageni arasdiraq. Diizbucaqli OPM tigbucagindan O x M, X
i . OP _x Sokil 4
1CO0§ =r—=—;
i foM]
I —
isnj =M =Y
I om|
|
aliriq ki, buradan da
iX=r cos ;
i 1
% y=rdsnj @)

borabarliklori alinir. (1) barabarliklori négtonin diizbucaqli koordinatlarinin po-
lyar koordinatlart ilo ifadesi disturlari adlanir. Pifagor teoremins asason,

diizbucaqli OPM tii¢gbucaginda hipotenuzun kvadrati katetlorin kvadratlar: comi-

no borabar oldugundan, |OM |2 = |OP|2 +|PM |2 baraborliyini,
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|OM| =r ,|OP| = x,iPMi =y qiymotlorini nozoro aldigda iso r?=x*+y?*, yaxud

r =4 x*+y? baraborliyini alirq.
Diizbucaqli tigbucaqgda iti bucaq qarsisindaki katetin bitisik kateto nis-

bati homin iti bucagin tangensino borabor oldugundan, tgj = I;:'\If, =Y buradan
X

159 = arctg% barabarliyini aliriq. Belalikla

i r =./x%+ y2 :
-I- J = arctg X (2)
t X

Boraborliklorini almis oluruq ki, bu baraborliklor do néqtonin polyar koordinat-

larinin diizbucagh koordinatlar ils ifado diisturlar1 adlanir.

Analitik hondasonin an sado moasalalori

Miistovi tizorinds verilmis iki noqts arasindaki masafs diisturu,iicbucagin
sahosi diisturu, parganin verilmis nisbatdo boliinmasi- analitik hondasonin on sado

masalolori adlanirlar.

Miistavi iizarindd verilmis iki noqto arasindaki masafs diisturu

Miistovi iizorinda diizbucaqli koordinatlar1, uygun olaraq (x;y,) vo (x,;y,)
olan M,vo M,noqtolori gotiirok vo M, vo M, noq- Y
tolori arasinda mosafs diisturunu cixaraq. Iki Y.
noqto arasindaki masafs bu noqtalori birlesdiron Y,
diiz xott pargasinin uzunlugu oldugundan, axta-

rilan mosafs d =|M,M,| olacaq. Pifaqor teoremina

) @)
asason, diizbucaqlt M;M,N iigbucaginda hipote-

Sokil 5

nuzun kvadrati katetlorin kvadratlart comina bo-
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rabor odugundan,
|M1M2|2 :|M1N|2 +|NM2|2 = (Xz - X1)2 + (YZ - yl)zi

buradan i1so axtarilan mosafo iligiin

d :|M1M2|=\/(X2 - X1)2 +(Y2 - Y1)2 (1)

diisturunu aliriq.
(1) diisturu miistovi lizorindo verilmis iki noqtes arasindaki mosafo diisturu

adlanir.

Ucbucagin sahasi diisturu

Miistovi iizorindo diizbucaqli koordinatlar1 uygun olaraq (x;v,), (X;Y,),
(x,;y;) olan va bir diiz xott iizorindo yerlosmoyon A,B,C noqtolori gotiirok:

Alx;y,),B(x,;y,),C(x,;y;) . Holo elementar hondosa y

kursundan malumdur ki, miistavi tizarinda bir diiz y
2

xott lizorinds yerlosmoyon ii¢ néqte tighucaq amolo
Vit
gotirir. Bu iigbucagin sahosi diisturunu ¢ixaraq.

A,B vo C noqtalorindon Oxoxuna perpendi- Ys

kul-yarlar endirok vo bu perpendkulyarlarin Ox o

oxu ilo kosismo noqtalorini, uygun olaraq L, M vo
N ilo isaro etsok LABM, MBCN va LACN trapesiyalarini almis olariq. Trape-
siyanin sahasi oturacaqlari cominin yarisi ilo hiindiirlityiiniin ~ hasilina barabar
oldugundan, topslort bir diiz xott iizorindo olmayan ii¢ A,B vo C noqts lori-

nin amoalo gotirdiyi ligbhucagin sahasi iigiin

+ + +
SDABc :SLABM +SMBCN - SLACN = % 2y2 >(X2 - X1)+%X(X3' Xz)' - %%Xs' Xz):

:%KXZ } X1)>(y3' yl)' (Xs' X1)><y2 } y1)| J
yaxud

))((z'xl yz'yll (2)

1
Swec =5 |
hee 2 3 X Y- W

baoraborliyini aliriq ki, burada daxildoki xotlor determinant isarasini, xaricdoki
S.Y. Oliyev. Ali riyaziyyat kursundan mithaziroalor. Baki, 2007
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xotlor iso miitloq qiymot isarasini bildirir.

(2) diisturu tigbucagin sohosi diisturu adlanir.

Parcanin verilmis nisbotdo boliinmasi

Forz edok ki, miistovi iizorinds diizbucaqlh koordinatlari, uygun olaraq
(x;y,) va (x,;y,) olan M,va M,ndqtalori verilib, M,vo M,ndqtalorindon kecon diiz
xatt ¢okok. Miisbat istigamat olarag M,-don M,-ya olan istigamati gotiirak. Belo-

liklo bir u oxu almis oluruqg. Bu ox iizorindo M2 noéqtesindon forqli olan hor han-

<

M

nisbati M noqto-
MM,

st M noqtost gotiirok. | =

sininM,M, parcasini boldiiyii nisbot adlanir (M,M

M .
vo MM, ) uygun olaraq bu pargalarin giymalridir). v Sekil7

Indi iso par¢an1 verilmis | nisbatinda bolon néqtonin koordinatlarini ta-

paq. Bu koordinatlar asagidaki teorem vasitosi ifads edilir.

Teorem. M (x;y) noqtesi M,M, pargasini verilmis | = MM hisbatind boliir-

s9, onun koordinatlari

1)

diisturlar1 ilo ifado olunur; burada (x;y,) vo

(x,;y,)uygun olaraq, verilmis M,vo M, ndqtolori-

nin koordinatlaridirlar.

Isbati. M,,M va M,ndqtolorindon Ox vo Oy koordinat oxlarina perpendi-
kulyarlar endirok vo onlarin bu oxlarla kasisma noqtslorini uygun olaraq, P,N,Q
vo E,K,F 1ilo isaro edok. Fales teoremino osason, parallel diiz xotlor iki diiz xott

izorinds miitonasib pargalar ayirdigindan,

_M,M _PN _EK

| ===,
MM, NQ KF

S.Y. Oliyev. Ali riyaziyyat kursundan mithaziroalor. Baki, 2007
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PN =x- x,NQ=x,- x vo EK =y- y ,KF =y, - y gqiymatlorini nazars aldigda isa

IZX_Xlzy_yl
X=X Y- ¥

barabarliklorini aliriq ki, onun da har torsfini x, - x ifadasine vurub x dayisonina
nazoron hall etsak,

Ix,- Ix=x-x voya (1+] )x=x +Ix,
barabarliyini, buradan is9 isbati talab olunan

_X X
1+

boraborliyini, y,- y ifadssino vurub y doyisonino nozoraon hall etsok,
ly,-1y=y-vy,, vaya (L+1)y=y,+ly,
baraborliyini, buradan iso isbati tolob olunan

_Ntly,
1+

borabarliyini almis olariq.

Xiisusi halda, M noqtesi M;M, pargasinin orta noqtosidirse, onda MM va

MM, parcalarinin qiymatlori barabar oldugundan, M noéqtesi M,M, pargasini

MM
MM,

| = =1 nisbatindo bolocok.l =1 giymotini (1) diisturlarinda noazoro aldiqda

1S9 par¢anin orta noqtosinin koordinatlari iigiin

:X‘&;&; ,
[y= Yt Ye @)
i 2

disturlarinu alariq, yoni parcanin orta néoqtasinin koordinatlart uc noqtalorinin

uygun koordinatlarimin adadi ortasina barabardir.

Miistavidoa xatt tonliklori

Tutaq ki, iki x vo y doyisonindon asili hor hansi

F(xy)=0 (1)

miinasibati verilib. ©gor (1) miinasiboti x vo y doyisonlorinin biitiin miimkiin
S.Y. Oliyev. Ali riyaziyyat kursundan mithaziroalor. Baki, 2007
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giymatlorinds 6donirse, bu miinasibat eynilik, he¢ do biitiin miimkiin gqiymatlorin-
do 6donmirsa tanlik adlanir. Masalon (x+y)*- x?- 2xy- y?> =0 miinasibati x vo vy
doyigsonlorinin  biitiin  miimkiin  qiymatlorindo  6dondiyindon  eynilik,
x? + y? - 4xy =0 miinasibati iso x vo y doyisenlorinin biitiin miimkiin qiymaotlo-

rinds 6donmadiyindan tonlikdir.

Forz edok ki, (1) tonliyi vo miistovi {izorinda har Y M (X; »)
hanst bir L xatti verilib. Dgor L xotti tizorinds olan /\L
istonilon M(xy) noqtesinin koordinati (1) tonliyini d M (x5 y)
6dayirse vo Lxatti iizerindo olmayan istonilon N(x;y’) 5 X

noqtasinin koordinatlari iso (1) tonliyini 6domirss, on- Sokil 9

da (1) tonliyi L xottinin tonliyi adlanir. ©gor L xottinin tonliyi olan (1) tonliyini-
nin sol torafinda duran F(x;y) ifadosi x vo y dayisonlorina nazoron bir doracali
coxhadli (iimumi sokli F(x;y)= Ax+By+C )iso, L xotti 1-ci tortib xatt, iki doracali
¢oxhadli (imumi sokli F(x;y)= Ax? +2Bxy+Cy? + 2Dx + 2Ey+F ) is9, L Xatti 2-ci tor-
tib xott adlanir.

Indi iso 1-ci tortib xatlorlo tanis olaq.

Diiz xattin meyl bucagi, bucaq amsah.

Diiz xattin bucaq amsalh tonliyinin ¢ixarilisi

Miistovi tizorindo  Oxy diizbucaqli koordinat sistemi gotiirak vo har hansi

L diiz xotti gokok. Bu L diiz xottinin Ox oxunun miisbat istigamoti ilo saat oqro-
bi horokotinin oksi istigamotindo omolo gotirdiyi a bucagi bu diiz xottin  Ox
oxuna meyl bucagi adlanir. Meyl bucaginin tangensi bu diiz xattin bucaq amsal
adlanir, k ilo isaro edilir: k=tga . Sokildon gori- y
ndiiyii kimi har bir diiz xottinOx oxuna meyl

bucagi bir birindon 180° ils forglonon iki bucaqdir.

Tangensin 180° dovriilliylinii nozoro alsaq, digor B

meyl bucaginin tangensinin do k-ya baraber ol- /é

Sakil
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dugu alinar.

Indi iso bucaq omsali ovvalcadon verilmis k oadodine baraber olan ordinat
oxundan b qiymatli par¢a ayiran diiz xottin tonliyini ¢ixaraq. Diiz xottin meyl
bucagini a ilo isaro etsok, onda k =tga olacaq. Verilmis diiz xott tizorindo cari
koordinatlar1 (x;y) olan M ndqtasi gétiirok vo bu diiz xattin Oy ordinat oxunu
kosdiyi B(0;b) ndqtosindon absis oxuna paralel, M ndqtesindon iso absis oxuna
perpendikulyar diiz xott ¢gokok. Cokilmis bu diiz xotlorin kosismo noqtasini N 1ilo
1sara etsak, iki parallel diiz xattin ii¢lincii diiz xatlo kosismasindon alinan uygun
bucaglar barabor oldugundan, DBNM =a olacaq.

Diizbucaqli BNM tligbucaginda iti bucaq garsisinda duran katetin bitisik ka-
teto nisboti bu iti bucagin tangensino borabor oldugundan

NM
k =tga =tgbBNM = N
alirig. NM =y- b, BN =x- 0=x giymatlorini sonuncu miinasibatda nazors alsaq,

k=YD yaxud  y-b=kx,
X

buradan isa
y=kx+b (1)
tonliyini alariq. (1) tonliyi bucaq omsali oavvalcodon verilmis kododino borabor
olan, ordinat oxundan isa b qiymatli par¢a ayiran diiz xsttin tonliyi adlanir.
Xiisusi halda, b=0 olduqgda,
y = kx )
diiz xotti ordinat oxundan he¢ bir giymotli par¢a ayirmayaraq koordinat bas-

langicindan kegir.

Miistavi iizorindJ verilmis noqtadon verilmis

istigamatdo kecon diiz xatt tonliyi

Indi iso miistovi {izorindo M, (x,;y,) néqtesindon kecon va bucaq amsali ov-

valcadan verilmis kadoadina barabar olan diiz xattin tonliyini ¢ixaraq. Aydindir ki,

bu xattin tonliyi bucaq amsalli
S.Y. Oliyev. Ali riyaziyyat kursundan mithaziroalor. Baki, 2007
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y=kx+b (1)
tonliyi soklinds olmalidir. Bu diiz xatt M, ndqtesindon keg-
diyindan, yoni M, ndqtasi bu diiz xattin tizorinds yerlosdiy-
indon, onun (x,;y,) koordinatlar1 bu diiz xattin (1) tonliyini

odomolidir

Yo =kx, +b. (2)

(1) vo (2) miinasibatlorini torof torofs ¢ixsaq
Y- Yo =k(x- %) (3)
Tonliyini alariq ki, bu tonlik miistovi {izorinda M,(x,;y,) noqgtosinden kegon va
bucaq amsali avvalcadon verilmis kodadine barabar olan diiz xattin tonliy1 adla-
nir.
(3) tonliyindo k ododino miixtolif qiymaotlor
vermoklo, miistovi iizorindo M, (x,;y,) noqtosin-
don kegon biitliin diiz xatlorin tonliklorini almaq

olar.Odur ki, (3) tonliyino miistovi iizorindo

M, (x,;y,) noqtesindon kecon diiz xatlor ailasinin (

akil 12

yaxud dostosinin) tonliyi kimi do baxmaq olar.
Miistavi iizorinda verilmis iki noqtadon kegan diiz xatt tonliyi
Tutaq ki, miistovi lizorinds koordinat oxlarina parallel diiz xatlor iizorindo

yerlosmoyan, yoni koordinatlari x  x,,y,* y, sortlorini 6doyan M,(x;y,) vo

M,(x,;y,) noqtolori verilib. Halo elementar hondoaso

kursundan molumdur ki, mistovi tzorinda bu iki y M,
noqtodon yalniz vo yalmz bir diiz xatt kegirmok olar. LTS :
Bu diiz xsttin tonliyini ¢ixaraq. Diiz xott M, noqte-
sindon ke¢diyindon, onun tonliyi %
Y- Y%= k(X' X1) (4) : i
: : . o X % X
soklinds olmalidir. Digor torofdon M, nodqtesi do bu Sokil 13

S.Y. Oliyev. Ali riyaziyyat kursundan mithaziroalor. Baki, 2007



Melikov Behruz

11
diiz xott lizorindo yerlosdiyindon onun da koordinatlar1 (4) tonliyini 6domalidir
Yo- N =k(X2- Xl)

Buradan

k:yz' yl
X, - X

tapib, k-nn tapilmis bu qiymsotini (4) tonliyindo nozors alsaq,

ZYZ' yl(
Xy - X

Y-V, X- %),

onu y, - y, * 0 ododino bolmokla isoaxtarilan diiz xottin simmetrik

Y-y _ X- X (5)

Yoo W1 X, - X

soklinda tonliyini almis oluruq. (5) tonliyi miistovi iizorindo verilmis iki M,(x;y,)

va M,(x,;y,) ndqtasindan kegon diiz xatt tonliyi adlanr.

Iki diiz xott arasinda qalan bucagq. Iki diiz xattin parallellik

vd perpendikulyarhq sartlori.

Ox oxuna meyl bucaglari, uygun olaraq a, vo a, olan L,va L, diiz xaotlori
gotiirok vo bu iki diiz xott arasinda qalan | y
bucagini tapaq. Bu diiz xotlorin bucaq omsallari
k, =tga, vo k, =tga, oldugundan, onlarin tonlikls-
r1, uygun olaraq B

y =kx+b, 1)
y =kx+b, 2)

Sakil
soklinda olacaq. 14

Ogor bu diiz xotlor paralel deyilso, yoni onlarin meyl bucaqlar forqglidir-

so(a, ! a,),miistovi tizarinds paralel olmayan iki diiz xott bir noqtado kasisacok vo

bu kosismo noqtosini M ilo isars edok. Bu diiz xattlorin absis oxu ilo kosisma noq-

tosini, uygun olaraq Pva Q ilo isars etsok BMPQ =a,,DMQN =a, oldugundan, bu

S.Y. Oliyev. Ali riyaziyyat kursundan mithaziroalor. Baki, 2007
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iki diiz xott arasinda qalan bucagi BPMQ=j ilo isars etsak, iicbucagin xarici
bucagi, 6zl i1lo qonsu olmayan iki daxili bucagin comino borabor oldugundan,
DMQN =bMPQ+bDPMQ ,yoni a, =a, +j , buradan iso verilmis 1ki diiz xatt arasin-
da qalan bucaq li¢lin j =a, - a, miinasibatini, onun tangensi li¢iin 159

tga 2" tgal

6 =g, -a,) = S
2 1

y
o e . . L
miinasibatini aliriq. k, =tga, va k, =tga, qiymatlorini ' L,
nazars alsaq, sonuncu barabarlikdon, tonliklori uygun
olaraq (1) vo (2) soklinds verilmis iki L, vo L,diiz xot-
lor1 arasinda galan | bucaginin tangensi tigiin a, a,
- P
tgj = LY (3) © QSakil 15

T 1+kk,
diisturunu aliriq.

L, vo L, diiz xatlori parallel is9, onda onlarin Ox oxuna meyl bucaqlari bo-
rabardirlor; a, =a, .Buradan tga, =tga,, k, =tga, vo k, =tga, qiymatlorini nazars
aldiqda 1so

k, =k, (4)
miinasibati alinir.(4) sorti, tonliklori uygun olaraq (1) vo (2) soklinda verilmis iki

L, vo L,diiz xottlorinin paralellik sarti adlanir.

L, vo L, diiz xotlor1 perpendikulyar is9, ond y
onlarin arasinda galan bucaq j :% olacaq, bu halda L, L

a,=a,+2 tga, =tgfa, +P O ga, =- 1
2 e 29

tga, A . a,

aliriq. k, =tga, vo k, =tga, qiymotlorini nozoro aldi- P [O Q X

gda iso sonuncu baraborlikdon

()

Fagl

sorti alinir.

(5) sorti tonliklori uygun olaraq (1) va (2) soklindo verilmis iki L, vo L,diiz

S.Y. Oliyev. Ali riyaziyyat kursundan mithaziroalor. Baki, 2007
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xotlorinin perpendikulyarlq sorti adlanir.
Diiz xottlorin paralellik vo perpendikulyarliq sortindon goriindiiyi kimi,
miistovi tizorindo iki diiz xottin parallel olmasi iigiin onlarin bucaq amsallart bara-
bor, perpendikulyar olmast iiciin isa onlarin bucaq amsallart isaraco aks, qiymatca

tors olmalidr.

Diiz xattin iimumi tanliyi, diiz xattin natamam tonliklori

A vo B omsallarinin hor ikisinin eyni zamanda sifra borabor olmadigi
(A*+B?1 0) todqirdo xvo y doyisonlorine nazoran xatti olan
Ax+By+C=0, (A*+B*1 0) (6)
tonliyl miistovi tizorinds bir diiz xatt toyin edir

Dogrudan da, Bt 0 giymatlorindos (6) tonliyini

A
By=- Ax- C, voya y:-Ex-% y
soklindo yazmagq olar ki, k =- g b=- % 1saro etmok- :
ls, onu y=kx+b soklindo yazmaq olar. Bu iso miisto- C
vl tlizorindo diiz xottin bucaq omsalli tonliyi- I X
dir.Demali, bu halda (6) tonliyi miistovi iizorindo bir © S k'lQl?
9K1

diiz xott miioyyan edir.

B =0 giymaotinds isa (qeyd edoak ki,bu halda At 0olmalidir), (6) miinasibati

Ax+C =0 soklins diislir. At 0 oldugundan onu x=- % soklinds ds yazmagq olar.

Bu 1so onu gostoarir ki, bu diiz xattin tizorinds olan biitiin néqtslorin absislori eyni

olub, - % ododina borabordir. Yoni Ax+C =0tonliyi ordinat oxuna parallel olub,

absis oxundan - % giymatli parca ayiran diiz xottin tonliyidir.

Beloliklo hor iki halda, hom B* 0qiymaotlorinds, hom do B =0qiymatindo (6)
tonliyinin miistovi {izorinda bir diiz xatt toyin etdiyini géstordik. (6) tonliyi miistovi

tizorindos diiz xattin iimumi tonliyi adlanir.
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Ogor (1) tanliyindo A, B vo C omsallarindan he¢ olmazsa biri sifra boarabor-

dirss, onda bu tonlik diiz xattin natamam tanliklori adlanir. A, B vo C amsalla-

rindan he¢ olmazsa birinin sifra barabor olmasi asagidaki hallara gatirir.

1) A=0 (bu halda B* 0) oldugda diiz xattin imumi (6) tonliyi

By+C=0, voya y:-%

soklino diisiir ki, bu da diiz xott tizorinds yerlogon biitiin

noqtolorin ordinatlarinin eyni olub, - % odadina bora-

bor oldugunu gostorir. Yoni bu tonlik Ox absis oxuna

paralel, Oy ordinat oxundan 1s9 % qiymatli parca

ayiran diiz xattin tonliyidir.

Xiisusi halda, C =0 oldugda onda y=0 aliriq ki,
bu tonlik Ox absis oxuna paralel, Oy ordinat oxundan
159 0qiymaotli parga ayiran diiz xattin, yoni absis oxunun
tonliyidir.

2) B=0 (bu halda At 0) oldugda diiz xottin
timumi (6) tonliyi

Ax+C =0, voya x:-%

soklino disiir ki, bu da diiz xatt izorinds yerloson biitiin

noqtolorin absislorinin eyni olub, - % adadina barabor
oldugunu gostorir. Yoni bu tonlik Oy ordinat oxuna
paralel, Ox absis oxundan iso - % gqiymaetli parga ayi-

ran diiz xattin tonliyidir.

Xiisusi halda, C =0 oldugda onda x=0 aliriq ki, bu
bu tonlik Oy ordinat oxuna paralel, Ox absis oxundan
159 0qiymoatli par¢a ayiran diiz xattin, yoni ordinat oxu-

nun tonliyidir.

y
P L
B X
O Sokil 18
y
© Sokil19
y
L
_C
A X
© Q' Sokil 20
y
X
© Sokil 21
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3) C=0,A*0,B10 oldugda 1iso (6) tonliyi y
Ax+By =0 soklino diisiir ki, koordinat baslangic1 O(0;0) L
noqtasinin koordinati bu tonliyi 6dadiyindon, bu diiz
xatt koordinat baslangicindan kecon diiz xattin tonliyi- ° .
dir.
Sokil 22

Demoli, diiz xottin natamam tonliklori ya absis
oxuna parallel, ya ordinat oxuna parallel, ya da koordinat baslangicindan kegon
diiz xotlorin tonliklorini ifads edir.

Qeyd edok ki, verilmis L, vo L,diiz xotlorinin tonliklori bucaq omsalli
y=kx+b va y=k,x+b, soklinds deyil, uygun olaraq, imumi

Ax+By+C, =0 (B,* 0) (7)
\£)
Ax+B,y+C,=0 (B, 0) (8)

soklinds verildikds, onlar1 uygun olaraq,

= A G = Py &
y le B, Vo y BZx 3
soklinds yazib k =- A v k,=- % 1sars etmoklo, L, vo L,diiz xatlorinin parallel-
1 2
liyi Giglin k, =k, sortini - L i, yaxud
BZ BZ
A_B 9)
A B
: : S | ... A _ B
sokilds, perpendikulyarhig: iiclin k, =- o sortini is9 - —2 =- A’ yaxud da
1 2
AA +BB, =0 (10)

sokilds yazmagq olar.

Diiz xattin «parcalarla» tonliyi

Absis oxundan qiymati a, ordinat oxundan iso qiymati b olan parca ayiran

diiz xottin tonliyini ¢ixaraq. Bu diiz xatt A(a;0) vo B(0;b) ndqtosindon kegdiyindon,
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miistovi lizorindo verilmis iki noqtadon kegon kegon diiz xott tonliyino asason

buradan 1sa :-§+1, yaxud
X y_
Eaprp ey 11
A (11)

tonliyini almis olurug.

(11) tonliyi diiz xattin «parcalarla» tonliyi adlanir vy
; bu tonlikdoki a vo b komiyyatlori, uygun olaraq bu Salil 23
diiz xottin absis vo ordinat oxlarindan ayirdigr pargala- \Q .
rin qiymatidir. Diiz xattin bu tonliyindan, osason diiz
xotti koordinat sistemindo qurarkon istifads edilir. A x
Tutaq ki, L diiz xottin tonliyi {mumi ” o

Ax + By +C =0 soklindo verilib vo A B vo C amsallarinin hor iigii sifirdan forglidir.

Onda bu tonliyi ovval Ax+By=-C, sonra ﬂc +B—é =1 daha sonra 1s2
X y
-+ =1
¢ C
A B

soklinds yazib, a:-% \£) b:-% 1sara etmakls onu «parcalarla» Z+% =1 tonliyi
a

soklino gotirmok olar.
Noqtadon diiz xattd gadar olan masafs

Noqtodon diiz xotto godor olan mosafs, bu noqte- y

don diiz xstto endirilmis perpendikulyarin uzunluguna
deyilir. N
Tutaq ki, miistovi iizorindo koordinatlari (x,;y,)

olan M, noqtasi va tonliyl imumi

Ax+By+C=0 (A*+B?1 0) (6) © Sokil 24

L
soklinds olan L diiz xotti verilmisdir. M (x,;y,) noqtesinden L diiz xattina olan
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mosafa diisturunu tapaq. M,(x,;y,) négtesindon kegon va L diiz xottino perpen-
dikulyar L, olan diiz xattin tonliyi

B(x- %)~ Aly- ¥5)=0 (12)
soklinds olugundan, Lva L, diiz xotlorinin M, kosismo ndqtesinin (x;y,) koordi-

natlar1 bu diiz xotlorin (6) vo (12) tonliklorinin amolo gotirdiklori

i AXx+By=-C;

| (13)
1Bx- Ay =Bx, - Ay,

sisteminin halli kimi tapib, miistovi iizorinds verilmis iki M, vo M noqtalori ara-

sindaki masafa diisturundan

d(MO;Ml):\/(Xl - Xo)2 +(y1 - 3/0)2

istifado etsak, M,(x,;y,) noqtesindon L diiz xattino olan axtarilan masaf? iigiin

A, + By, +C|
Nors (4

disturunu alariq. (14) diisturu miistovi tizorindo verilmis néqtadon verilmis diiz

d:|M0;M1|:|

xatta qador olan masafa diisturu adlanir
Ikinci tartib xattlor

9vvalki movzularda geyd etmisdik ki, miistovi {izorindoki L xattinin
F(xy)=0

Tonliyinin sol torafindoki F(x;y) ifadesi x vo y doyisonlorine nozaran iki do-
rocali goxhadli 1s9, onda L xotti 2-ci tortib xott adlanir. x vo y doyisonlori-na no-
zoran iki daracali ¢oxhadlinin timumi sokli

F(x; y)= Ax? + 2Bxy + Cy? + 2Dx + 2Ey + F
oldugundan,
Ax® +2Bxy +Cy” + 2Dx+ 2Ey+F =0 (1)

tonliyi 2-ci tortib xatlorin imumi tonliyi adlanir; qeyd etmoak lazzimdir ki, burada
tonliyin doracosini miioyyon edon A,B vo C omsallarinin hor iigii eyni zamanda

sifira borabor ola bilmozlor ( A* +B*+C?t 0), oks todqirds (1) tonliyi 1-ci doracali,
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onun toyin etdiyi L xotti 159 1-ci tortib xott olard.
Diiz xotlor 1-ci tortib xotlorlo shato olundugundan, 2-ci tortib xotlori, ado-
ton 2-ci tartib ayrilar do adlandirirlar.

Indi isa 2-ci tortib ayrilorin sade hallarini nozardon kegirak.

Cevra

Torif 1. Miistovi iizorinda markaz adlanan noqtadan barabar uzaqhqda yerla-

son noqtalavin handasi yeri (yani, bu xassoni édayan biitiin néqtalar coxlugu) cevra

adlanuwr.
Cevronin ixtiyart noqtasini onun markozi ilo birlosdiran Y M
diiz xott pargasi onun radiusu adlanir. R
Morkazi M,(x,;y,) noqtesinds yerloson vo radiusu Mo
R odadins barabar olan ¢evranin tonliyini ¢ixaraq. @) X
Sokil 25

Cevro iizorindo cari koordinatlar1 (xy) olan
M ndqtosi gotiirok vo bu M noqtasini M, ndqtasi ilo birlosdirok. M, M pargasi ax-
tarilan ¢evronin radiusu oldugundan,|W| = R olacaq. Miistovi iizorindo 1ki n6q-
to arasindaki mosafa disturuna asasan,
R=[MM| =/(x- %) +(y- vo)
olacaq. Bu boraborliyin hor torofini kvadrata yiiksaltdikdo
(x- %) +(y- yo) =R (2)

tonliyini aliriq. (2) tonliyi morkozi M,(x,;y,) ndqtesinda yerloson vo radiusu R

adadino borabar olan ¢evranin kanonik (yoni, on sado) tan-

liyi adlanir.

y
Xiisusi halda. ¢evronin morkozi O(0;0) koordinat bas- K R M
N

langicinda yerlogorso, (2) tonliyi J X

soklino diislir ki, bu da morkozi koordinat baslangicinda Sokil 25

X2 +y2 = R? (3)

yerloson vo radiusu R-9 boarabar olan ¢evronin kanonik ton-
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liyi adlanir.

Ellips

Torif 2. Miistavi iizorinds fokuslar adlanan iki noqtadan masafalorinin cami
sabit kamiyyat olub, fokuslar arasindaki masafadan boyiik qalan noqtalarin handasi
yeri (yani, biitiin bela noqtalar coxlugu) ellips adlanr.

Miistovi tizorinds ixtiyari néqtonin fokuslardan olan mosafalori, bu néqtonin
fokal radiuslar: adlanir.

Indi iso fokuslar arasindaki mosafasi 2c adading, fokusdan mosafalori comi
159 2a adadino (ellipsin torifino asason, 2a >2c, yoni a>colmalidir) barabor olan
ellipsin tonliyini ¢ixaraq. Umumiliyi pozmadan fokus noqtalorini absis oxu iizo-
rindo elo yerlosdirak ki, ordinat oxu bu fokuslari birlogdiron diiz xott par¢asinin
ortasindan kegsin, oks toqdirda bu sorti koordinat oxlarinin ¢evrilmasi vasitosilo

hoyata kegiro bilorik.Ellipsin fokus noqtelorini, uygun olaraq, F, vo F,ilo isaro

etsak |F,F,|=2c, O koordinat baslangici F,F, orta noqtosi oldugundan iso
|F10|:|OF2|:%|F1F2|:C aling. F, vo F,noqtalori O koordinat baslangicindan

miixtolif toraflordo yerlosdiklorindon, onlarm koordinatlari F,(- ¢c;0) va F,(c;0)

olacaqg. Axtarilan ellipsin tizorinda cari koordinatlari y
(x;y) olan ixtiyari M ndqtesi gétiirok vo bu ndqtonin M
fokal radiuslarini,yoni fokus noqtslorindon masafolo- /ﬂ/N
rini uygun olaraq, r, vo r, ilo isaro edok : r, =|[FM| vo F O F, X
r, =|F,M|. ki noqto arasidaki mosafo diisturuna osa- Sokil 26
son,

R =[RM| =y (x+cf +y? 51, =[FM|=4/(x- ¢ +y? (4)

M noqtast yalniz va yalniz o halda tonliyi axtarilan ellipsin iizorinds olacaq ki,
r+r,=2a (5)

miinasiboti 6donsin. (5) tonliyi axtarilan ellipsin tonliyidir.Onu koordinatlarla
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ifado etmok ii¢iin, (4) ifadalorini (5) miinasibatindo nazors alsaq

Voo o +y7 +flx- of +y7 = 2a ®©)
miinasibati alinir. Bu tonlik da talob olunan ellipsin tonliyidir. Lakin bu tonlik 1s-
tifado tiglin bir godor yararsizdir. Onu daha asan yadda saxlamagq ti¢iin (6) tonliy-
ini bir gadar ¢evirok. Bunun ii¢iin (6) baraboarliyinin sol torafindo duran koklor-
don birini oks isars ilo baraborliyin digor torsfins kegirib, alinan miinasibatin iki

toraofini kvadrata yiiksalsok

Jxref +y? =2a- (x- )’ +y?
vaya
(x+cf +y* =4a”- da|(x- cf +y* +(x- ] +y?
borabarliyini, miixtosor vurma diisturlarindan istifade edorok motarizalori agib

oxsar hodlori islah etdikdon sonra 1s9

x? +2cx+c? =4a? - 4ay/(x- c)’ +y? +x* - 2cx+c?

vaya

Acx = 4a? - day(x- cf +y?

borabarliyini almis olariq. Bu barabarliyin har torsfini 4-3 boliib onu

cx=a?- ay(x- ¢’ +y? voya a/(x- c) +y? =a?- cx

soklids, sonuncu barabarliyin har iki torafini bir daha kvadrata yiiksaltdikdon so-
nra 1s9
az[(x_ C)Z + yz] - (az i CX)Z,
soklido yazmaq olar. Miixtosor vurma diisturlarindan istifado edorok motorizalori
agdigdan sonra is9, sonuncu miinasibatdon
azlx2 - 2cx+c*+ yZJ =a’*- 2a’cx+c?x?,
voya
a’x® - 2a’cx+a’c* +a’y? =a’ - 2a’cx+c’x?,
oxsar hodlori islah etdikdon sonra 1s9
aZXZ _ CZXZ + a2y2 - a4 _ aZCZ’
yaxud
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(a2- c2)x? +a?y? =a?(a? - ¢?) (7)
miinasibatini aliriq. Ellips liclin 2a>2c, buradan iso a>c oldugu yuxarida qeyd
olundugundan, a®* >c®* vo demoli a*-c*>0 boraborsizliyi dogrudur. Yoni

a® - b?ifadasi bu ellips {igiin homiso miisbat ododir, miisbot odadi iso har hansi
adadin kvadrati saklinds gostormok miimkiin oldugundan
a’-c*=b’ (8)
isara edok. (8) isaralomosini (7) barabarliyinds nozars alsaq. onu
b*x? +a’y? = a’b?
soklindo yazmaq olar ki, bu miinasibotin do hor torofini miisbot a’b® ifadosino
bolsok

XZ 2
Fa ©

tonliyini alariq. (9) tonliyi ellipsin kanonik (yoni, on sado) tanliyi adlanir.

(9) tonliyino xvo y doyisonlori yalniz ciit deracadon daxil oldugundan alinir
ki, hor hans1 M(x;y) noqtosi (9) tonliyi ilo ifads olunan ellipsin {izarinda yerlasib-
9, onda M, (- x;y) M,(- x;- y) M,(x;- y) ndqtalori do homin ellipsin iizorinda yer-
lasacok. Bu noqtalar 1so koordinat oxlarina nazoron simmetrik néqtolor oldugun-
dan, kanonik (9) tonliyi ilo ifads olunan ellips koordinat oxlarina nozoron sim-
metrik oyridir. Odur ki, bu ellipsin formasini yalniz 1-ci riibdos, yoni x3 0 qiymaot-
lorindo arasdirib, onu simmetrik olaraq biitlin riibloro davam etdirs bilorik. Bunu

ticlin, avvalca (9) miinasibatini y doyisonine nozoran hall edok.Bu zaman

yz_ z_az_ NG
P2 @ a?
voya
2
y=":(a"- x’)
yaxud

y:g\/a2 - X? (10)

alariq.(10) miinasibatindon goriiniir ki,

1) x=0 giymotinda y=b olur, yani B(0;b)néqtasi bu ellipsin iizorindadir;
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2) xdoyisoni 0-dan a-ya qodor artdigcaydoyisoni b-don 0-a qodor aza-
lir,yoni ellips iizarinda olan M(x;y) noqtasi saga va asagiya dogru harokot edir;

3) x=a qiymoatindo y=0 olur, yoni A(a;0)ndqtasi bu ellipsin iizorinda yerlo-

sir; y
4) x>a qiymotlorindo ydoyisoninin hoaqiqi qiymati B
yoxdur, bu iso o demokdir ki, 1-ci riibda ellips tizorinda \
absisi a-dan boyiik olan heg bir néqte yoxdur. (Sokil ) 5 e
Sokilda olan bu formani simmetrik olaraq biitiin .
riibloro davam etdirsak, ellipsin biitiin koordinat miisto- Sokl 21
vido formasini almis olariq (sokil ). y
Aa;0),B(0;b), A(- a;0), B(0;- b)ndqtalori B
bu ellipsin topalori adlanir. A® parcasi ellip- /
sin boyiik, B8 parcasi iso ellipsin kicik oxu A Ez 0 1A y
adlanir: |m = 2a,|B_<B| =2b. \\/
OA vo OB pargalari uygun olaraq, ellipsin i
Sokil 28

boyiikk vo kicik yarimoxu adlanirlar:
o4=a. 08 =b.
Demoali ellipsin kanonik (9) tonliyindoki ave b odslori, hondasi olaraq, ellip-

sin boyiik va kicik yarimoxlarini ifads edir.

Ellipsin kanonik (9) tonliyindo a=b olduqda,bu tonlik

2

y

XZ
—t 2
a a

=1voya x> +y*=a’

soklino diisor ki, bu da morkozi koordinat baslangicinda yeloson, radiusu iso a

adadina barabar olan ¢evronin tonliyidir.

g - komiyyati ellipsin eksentristeti

adlanir vo e horfi isars edilir:

_c
e=—_. (11)

Ellips ii¢lin a>c oldugundan,onun Sokil 29
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eksentristeti e <1 olacaq. Ellipsin eksentristetinin mahiyystini aydinlasdirmaq

2

ticiin (11) minasibatiinin hor torafini kvadrata yiiksoaltsak, e? :C—Z, c?=a?- b?
2 2 2 2

ifadesini do nozoro aldiqda iso e* = C—Z = % =1- 8@9 voya 8*3- =1- e® borabor-

a a éag ag

liyini alariq. Sonuncu miinasibatdon
b 2
—=+1-e 12
: (12)

borabarliyi alinir.(12) miinasibotindon goriindiiyii kimi, e ® 0 olduqda, g® 1,

yoni a® b olur ki, bu da ellipsin boylik yarimoxunun ki¢ik yarimoxuna yaxin-

lasmasini, daha daqiq, ellipsin ¢evrays yaxinlagsmasini gostarir.

e ® 1 olduqda iso, g® 0,yoni a<<b olur ki, bu da ellipsin boyiik yarimo-

xunun kigik yarimoxundan ¢ox-¢ox boyiik oldugunu, daha doaqiq, ellipsin boyiik
ox boyunca dartilmasini gostarir.
Demoali ellipsin eksentristeti, onun formasimi xarakterizo edon komiyyat olub, el-

lipsin bdyiik oxu boyunca dartilmasini xarakterizs edir.
Hiperbola

Torif 3. Miistavi iizorinda fokuslar adlanan iki noqtadan masafalorinin forqi
miitlaq qiymatco sabit kamiyyat olub, fokuslar arasindaki masafadon kicik qalan
noqtalavin handasi yeri (yani, biitiin belo noqtalor coxlugu) hiperbola adlanir.

Miistovi tizorinds ixtiyari néqtonin fokuslardan olan mosafalori, bu néqtonin
fokal radiuslart adlanir.

Indi iso fokuslar arasindaki mosafosi 2c odadi-

no, fokusdan maosafalori forqi 1so miitlog qiymotco 2a

adadina (hiperbolanin torifino osason, 2a<2c, yoni

a<c olmalidir) borabar olan hiperbolanin tonliyini

Sokil 30

cixaraq. Ellipsds oldugu kimi, fokus noqtslarini ab-

sis oxu iizorinds elo yerlogdirak ki, ordinat oxu bu fokuslari birlasdiron diiz xott
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parcgasinin ortasindan kegsin, oks togdirds bu sorti koordinat oxlarinin ¢evrilmosi

vasitasilo hoyata kegirmak olar. Hiperbolanin fokus néqtslarini, uygun olaraq, F,

vo F, ilo isars etsok |F,F,|=2c, O koordinat baslangici F,F, orta ndqasi oldugun-
dan 1so |F,0| =|OF,| :%|F1F2| =c aliriq. F, vo F,noqtalori O koordinat baglangicin-

dan miixtolif toroflords yerlosdiklorindon, onlarin koordinatlari F,(- ¢;0) va
F,(c;0) olacaq. Axtarilan hiperbolanm iizorindo cari koordinatlar1 (x;y) olan ix-
tiyari M noqtasi gotiirok vo bu noqtonin fokal radiuslarini, yoni fokus noqtoale-
rindon mosafolorini uygun olaraq, r, vo r, ilo isaro edok : r, =|[F;M| va r, =|F,M|.
Miistovi lizorinds 1ki néqte arasindaki mosafo diisturuna asason,
r1:|F1M|:\/(x+c)—2+y2; r, =|F,M|= (X' C)2+y2 (13)
M ndqtasi yalniz va yalniz o halda tonliyi axtarilan hiperbolanin {izorinds olacaq
ki,
n-r|=2avoya r-r,=+2a (14)
miinasibati 6donsin. (14) tonliyi axtarilan hiperbolanin tonliyidir. Onu koordinat-

larla ifado etmok tigilin, (13) ifadalorini (14) miinasibatinds nozars alsaq

Jx+c) +y? - {(x- ) +y? = +2a (15)

miinasibati alinir. Bu tonlik dos talob olunan hiperbolanin tonliyidir. Lakin bu ton-
lik istifada {igiin bir qodor yararsizdir. Onu daha asan yadda saxlamagq t¢iin (15)
tonliyini bir godor ¢evirok. Bunun ii¢iin (15) beraborliyinin sol torafindo duran
koklordan birini oks isars ilo barabarliyin digor torafins kegirib, alinan miinasibs-

tin iki torafini kvadrata yiiksolsok

Jx+c)l +y? = /(x- c)* +y? £2a

vaya

(x+c) +y? =4a® +4ay/(x- c)’ +y? +(x- c)* +y?

borabarliyini, miixtosor vurma diisturlarindan istifade edorok motarizalori agib

oxsar hodlori islah etdikdon sonra 1s9
X2 +20x+c? = 4a® + 4a,/(x- )’ +y? +x* - 2ox+C?
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vaya

Acx = 4@’ + day/(x- c)’ +y?

borabarliyini almis olariq. Bu barabarliyin har torsfini 4-3 boliib onu

cx:azta\/(x-c)izﬂ/2 vaya ia\/(x-c)—2+y2:cx- a’
soklinda, sonuncu boraborliyin hor iki torofini bir daha kvadrata yiiksaltdikdon
sonra 1s9
az[(x- c) + y2]= (ex- ),
soklido yazmaq olar. Miixtosor vurma disturlarindan istifado edorok motorizalori
agdigdan sonra is9, sonuncu miinasibatdon
azlx2 - 2cx+ct+ yZJ =c?x?- 2a’cx+a’,
voya
a’x? - 2a’cx+a’c* +a’y? =c*x? - 2a’cx+a’,

oxsar hodlori islah etdikdon sonra 1s9

c’x? - a’x*- a’y® =a’c?*- a’,
yaxud

(c2 - a’ )x2 - a’y? = az(c2 - az) (16)
miinasibatini aliriq. Hiperbola iigiin 2a<2c, buradan 1sa a<c oldugu yuxarida
geyd olundugundan, c*>a* vo demoali c¢?- a* >0 borabarsizliyi dogrudur. Yoni
c® - a® ifadasi bu hiperbola iiglin homiso miisbot adodir. Miisbat adadi iso hor han-
st odadin kvadrati soklinde gostormok miimkiin oldugundan

c’-a’=b’ (17)
isara edok. (17) isarolomasini (16) baraborliyinds nozors alsaq, onu
b*x? - a’y? = a’b?

soklindo yazmaq olar ki, bu miinasibotin do hor torofini miisbot a’b® ifadosino
bolsok

2 2
%%:1 (18)

tonliyini alariq. (18) tonliyi hiperbolanin kanonik (yoni, on sads) tanliyi adlanir.

(18) tonliyino xvo y dayisenlori yalniz ciit doracodon daxil oldugundan ali-
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nir ki, hor hans1 M(x;y) noqtosi (18) tonliyi ilo ifads olunan ellipsin iizorindo yer-
lasibsa, onda M, (- x;y) M,(- x;- y) M,(x;- y) ndqtalori do homin ellipsin iizarinda
yerlosocok. Bu noqtalor iso koordinat oxlarina nozoron simmetrik noqtolor ol-
dugundan, kanonik (18) tonliyi ils ifado olunan hiperbola da koordinat oxlarina
nozoron simmetrik ayridir. Odur ki, bu hiperbolanin formasini yalniz 1-ci riibds,
yoni x3 0 qiymatlorinds arasdirib, onu simmetrik olaraq biitiin riibloro davam

etdira bilorik. Bunu ii¢iin, oavvolco (18) miinasibatini y doyisonino noazaoron hall

edok. Bu zaman

2 2 2 2 2
y X X -a _ (2 2)
=2 voya y=—x’-a

b az_1= a’

yaxud
y:g\/x2 - a (19)

alariq.(19) miinasibatindon goriiniir ki,

1) 0£ x<a qiymatlorindo y doyisoni hoqiqi qiymatlor almir, 1-ci riibdo hi-
perbola tizorinds absisi 0-la a arasinda olan heg bir néqts yoxdur;

2) x=a giymotinda y=0 olur, yoni Aa;0)ndqtasi bu hiperbolanm iizorindo
yerlasir;

3) xdoyisoni a-dan baslayaraq artdiqca ydoyisoni y P
0-dan baslayaraq artir, yoni ellips iizorinds olan M(x;y)

noqtosi saga va yuxariya dogru horokot edir;

4)x® +¥ qiymotlorinds hiperbola y = by diiz xotti- A X
a Sakil 31

no sonsuz olaraq yaxinlasir, lakin onu kosmir (sokil ).

Dogrudan da y:gx diiz xotti {izorindo vo kanonik (18) tonliyi ilo ifada

olunan hiperbolanin

tizorinds absislari eyni xadadina barabar N va M noqtalort gotiirsak,

gx- 2\/x2 - a’ g(x- VX - al

_b‘xz-x2+a2‘_ ab

_g‘xh/xz- az‘ Cx+-a?

[MN =
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hiperboladan iso y :gx diiz xottino perpendikulyar endirib onun oturacagini E

ila isara etsak, hiperbola ilo bu diiz xatt arasindaki masafs iigiin 159
ab

X++/x% - a?

IME| <|MN| = ® 0,x® +¥

alirq.

oo

y=+-=X (20)

diiz xatlori, kanonik (18) tonliyi ilo ifado olunan hiperbolanin asimptotlar: adlanir.
Sokilds olan bu formani simmetrik olaraq biitiin riibloro davam etdirsok,
hiperbolanin biitiin koordinat miistovisindo formasini almis olariq (sokil ).

Aa;0), A(- a;0) noqtaleri bu ellirsin topalori adlanir. A® parcasi hiperbolanin

hoqiqi oxu adlanir: |m =2a. OA pargasi isa hiperbolanin haqiqi yarimoxu ad-

lanir: |O_4:a y:_EX y y:EX
. a ‘

Hiperbolanin kanonik (18) tonliyindoki ava \ :

b adslorinin handasi mahiyyastini bilmak {i¢iin, hi-

perbolanin  A(- a;0) vo A(a;0) topalarin don bu hi-

perbolanin haqiqi oxuna perpendikulyarlar ¢okok

vo bu perpendikulyarlarin asimptotlarla kosigsmo ’
noqtolorini uygun olaraq, P,Q,K,D ilo isaro et-
sok, PQKD diizbucaqlisin1 almis olariq. PQKD Sokil 32
diizbucaqlist kanonik tonliyi (18) olan hper-
bolanin diizbucaqhsi adlanir. Hiperbolanmn Xy y=-x Y y:X
kanonik (18) tonliyindoki avo b odalori N
hondasi olaraq, hiperbolanin diizbucaqlisi- o
nin toraflorini ifads edir. . a X
Hiperbolanin kanonik (18) tonliyindo F, A a’Oaa & F, X
a=Db olduqgda, bu tonlik .
. .
%' §=1 Sokil 33 "\

soklino diisor ki, bu da borabaryanh hiperbolafnn tonliyidir.
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c. komiyyati hiperbolanin eksentristeti adlanir vo e horfi isaro edilir:
a

c
==, 21
e=S 1)
Ellipsdon forqli olaraq, hiperbola ii¢liin a<c oldugundan,onun eksentristeti

e >1 olacaq. Hiperbolanin eksentristetinin mahiyyotini aydinlagdirmaq t¢iin (21)

2
miinasibatinin hor torofini kvadrata yiiksaltsok, e*=—-, c¢*=a’+b? ifadosini do

a®’
2 2 2 .2 .2
: c’ _a’+b ab o ab o L
nozoro aldiqda iso e? ==, =———=1+¢—* voya ¢—+ =e”- 1 baraborliyini alariq.
a a éag eag

Sonuncu miinasibatdon

I
D
1
=

(22)

o | T

borabarliyi alinir.
(22) miinasibatindon goriindiiyli kimi, e ® 1 olduqda iso, g® 0,yoni a<<b

olur ki, bu da hiperbolanin diizbucaqlisinin toraflorini birinin digorindon ¢ox-¢ox
boyiik oldugunu, daha doaqiq, hiperbolanin diizbucaqlisinin haqiqi ox boyunca
dartilmasini gostarir.

Demoali hiperbolanin eksentristeti, onun diizbucaqlisini xarakterizs edir.

Parabola

Torif 4. Miistovi iizarinda fokus adlanan noqtadon va direktris adlanan diiz

xatdon barabar uzaqhqda yerlagan noqtalorin han- y

dosi yeri (yani biitiin bu ciir nogqtalor coxlugu) pa- d M
rabola adlanr.
Miistovi {lizorinda olan istonilon nodqtonin

parabolanin fokusundan olan masafasi bu nog-

tonin fokal radiusu adlanir. Fokus ndqtosinin di- 0 . ”

rektrisdon olan mosafasi poadadine barabor olan

=
I
1

N o

Sokil 34
parabolanin tonliyini ¢ixaraq.
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Parabolanin fokus néqgosini F ilo isars edok. Umumiliyi pozmadan bu fokus
noqtosini absis oxu iizorinds elo yerlosdirok ki, ordinat oxu fokusdan direktriso

endirilmis perpendikulyarin ortasindan keg¢sin. Onda fokus ndqtasinin koordina-

t1 Fg EP. 0 , direktrisin tonliyi x =- E olacaq. Axtarilan parabolanin {izorinds cari
3

koordinatlar1 (x;y) olan ixtiyari M ndqtasi gotiirok vo bu ndqtonin fokal radiu-

sunu, yoani FgeEp;og fokus noqtosindon mosafasini r, direktrisdon olan mosafasini
€2 g

150 d iloisaro edok : r :iFMi,d = |NM| = |DC| . Miistovi tizorinds iki noqto arasidaki

mosafo disturuna Jsasan,

r :|m|:,/§<- 29 +y? vod= |NM| |DC| X+ P (23) M(x;y) noqtesi yalniz vo yal-
)

niz o halda tonliyi axtarilan hiperbolanin {izorindo olacaq ki,
r =d (24) boraborliyi 6donsin. (24) tonliyi axtarilan parabolanin tonliyidir. Onu

koordinatlarla ifado etmok {igiin, (23) ifadalorini (14) miinasibatindo nazors alsaq

‘/ag( +y? =x+= p (25) miinasibati alinir. Bu tonlik ds tolob olunan parabola-

nin tonliyidir. Lakin bu tonlik istifads tigiin bir qodor yararsizdir. Onu daha asan
yadda saxlamagq li¢iin (25) tonliyini bir qadar ¢evirok. Bunun ii¢iin (25) barabor-

liyinin iki torafini kvadrata yiiksalsok

CDQ?B

- BQ +y® =¢X+ -+,
29 e
miixtosor vurma diisturlari ilo moétarizolordon azad olduqda,

pZ

X por Doy = e 2

oxsar hodlori islah etdikdon sonra 1s9

y? =2px (26)
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tonliyini alariq. (26) tonliyi parabolamn kanonik

(yoni, on sado) tonliyi adlanr.

X=-

N o

Sokil 35
Ellips vo hiperbolanin kanonik tonliklorindon forqli olaraq, parabolanin (26) ka-

nonik tonliying yalniz ydayisoni ciit doracodon y

daxil oldugundan hor hansiM(x;y)ndqtesi bu
parabolanin iizorindadirss, onda M,(x;- y) ndq-

tosi do bu parabolanin tizorinds olacaq. Bu nog-

tolor 159 Ox oxuna nazaran simmetrik noqtolor

oldugundan, kanonik (26) tonliyi ilo ifads olu-

=
I
1

N o

nan parabola da Ox oxuna nozoron simmetrik Sokil 36

oyri olacag. Odur ki. Bu parabolanin yuxari ya-

rimmiistovido, yoni y>0 qiymoatlorindo forma-

sin1 aragdirib, onu simmetrik olaraq biitiin
miistoviyo davam etdirok. Bunun i¢iin (26) miinasibatininiy doyisonine nazoron
hall etsok

y=+2px (27) y
miinasibatini  aliriq. (27) miinasibatindon
goriiniir ki :

1) x<0 qgiymsatlorindo y doyisoni hoaqiqi

giymat almir (p>0 oldugundan), yani (26)

F O X
tonliyi ilo ifads olunan parabolanin iizorindo X=- g
absisi monfi qiymot alan heg¢ bir néqte yoxdur; Sokil 37

2) x=0 qiymotindo y=0olur, yoni (26)

tonliyi ilo 1fads edilon parabola koordinat bas-

langicindan kegir;
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3) x doyisoni 0-dan baslayaraq artdiqca, y doyisoni do 0-dan baslayaraq
artacaq, yoni parabola iizorindo olan M(x;y) ndqtosi koordinat miistovisindo saga
vo yuxariya dogru harokot edocok
Parabolanin yuxari yarimmiistovids olan bu formasini Ox oxuna nazoran
simmetrik olaraq biitiin koordinat miistovisino davam etdirsok, kanonik (26) ton-
liyi ilo ifado olunan parabolanin sokildoki formasini almis olariq. (26) tonliyino
daxil olan p parametri parabolanin gollar1 arasindaki mosafoni xarakterizo edir.
p odadi boytdiikcs, bu gollar daha genis, p kicildikco, qollar daha yaxin olacaq.
Ogor avvalcodan fokus noqtasini absis oxu iizorinds koordinat baslangicin-
dan miisbot istigamotds deyil, monfi istigamotdo, direktrisin absis oxu ilo kasismo
noqtosini 1s9 oksing, koordinat baslangicindan monfi istigamotds deyil, miisbot
istigamotdo gotiirso idik (yoni p>0deyil, y

p <0 olsa idi) onda axtarilan parabolanin

y? =-2px (28) '
soklinds kanonik tonliyini, fokus ndqtosini "
absis oxu tizorindo deyil, ordinat oxu {izorin- o) >
do, direktrisi iso absis oxuna deyil, ordinat | yzg _____
oxuna perpendikulyar gotiirsoydik onda ax- Sokil 38
tarilan parabolanin y y=- P

X2 =2py (29) T 2o
vaya

i =-2py (30) 7 !
soklinds kanonik tonliklarini almis olardiq. 'k

(28), (29), (30) parabolalar1 kanonik Sakil 39

(26) tonliyi ilo ifado olunan parabolaya alternativ parabolalar adlanirlar.
Ikinci tortib markozi ayrilor
2-ci tortib oyrilor — ellips, hiperbola vo parabolani 6yronorkon, onlarin

miivafiq kanonik tonliklori xiisusi sortlor-fokus noqtslorinin absis oxu iizorinda
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gobul edilmalari sortlori daxilinds ¢ixarilmigdi. Lakin, bu sortlorin tomin edilmo-
diyi bir ¢ox praktik masolalorin holli zamani 2-ci tortib oyrilor kanonik tonliklorlo
ifads edilmir.
2-ci tortib L oyrisinin iimumi tonliyinin
AXx® +2Bxy + Cy® + 2Dx+ 2Ey+F =0 (@))

soklinds verildiyini avvalki movzularda qeyd etmisdik. Hor tigliniin eyni zamanda
sifira borabor olmadigr A,B vo C omsallari iigiin

a) B? - AC >0 borabarsizliyi 6dondikdo L oyrisi elliptik tip oyri;

b) B? - AC =0 borabarsizliyi 6dondikds L oyrisi parabolik tip oyri;

C) B?- AC <0 barabarsizliyi 6dondikda L oyrisi hiperbolik tip oyri adlanir.

Koordinat baglangicini, koordinat oxlarmin istigamoatini doyismadan,

miistovinin hor hansi O(x,;y,) ndqtrasino

y y y¢
kogiirmakls, yoni koordinat oxlarinin pa-
rallel X«
| X = XC+ X, ; =
i 2 ( (
1y =yory, @ F O x
cevirmoasindon istifade etmoklo (1) tonliyini
9 Sokil 40 \ X

A(xe+ x, ) + 2B(x¢+ x, )(y¢+ y, ) + C(y0+ y,)* + 2D(x¢+ x, ) + 2E(y¢+ y, )+ F =0
vaya
A(XE +2x0, + X2 )+ 2B(x§ 0+ x§, + Y&, + X,y,)+ Cly? + 2y, + 2 )+
+2Dx(+ 2Dx, + 2Ey(+ 2Ey, + F =0
sokilda, yeni xt vo ytdayisonlorine nozoron qruplasdirdigdan sonra 1s9
AXE + 2Bx§¢+ Cy€ + 2(Ax, + By, + D)x¢+ 2(Bx, +Cy, + E)y¢+
+(AXZ +2Bx,y, +CyZ +2Dx, +2Ey, +F)=0 (3)
borabarliyini almis olariq. Yeni O¢ koordinat baslangicinin x,ve y, koordinatla-
rin1 elo segok ki, (3) tonliyindo x¢ vo y( hadlorinin amsallar: sifra borabar olsun,

yani

IAX0+By0+D:O; (4)
|
1BX +Cy,+E=0

S.Y. Oliyev. Ali riyaziyyat kursundan mithaziroalor. Baki, 2007



Melikov Behruz

33
sortlori 6donsin.Bu halda (3) tonliyi
AKE + 2B&g¢+CHE + F¢=0  (5)
soklina diisocok ki, burada yeni A(B(C(F( omsallari
| AC= A:
i B¢= B;
{F¢= Axg +2Bx,Y, +Cy; +2Dx, +2Ey, +F

(6)

borabarliklori ilo toyin olunurlar. (6)
boraborliklorindon do goriindiyi ki- y¢
mi, ALC¢ B¢ = AC- B* oldugundan, ye

koordinat oxlarimin parallel (2) \

ve e e . . . . X«
kogiiriilmasi zamani1 2-ci tortib ayri-

nin tipi doyismir. (4) tonliyi {imumi

O (
(1) tonliyi ilo ifado olunan 2-ci tortib §

ayrinin morkazinin tonliyi, x, vo y, |

koordinatlar1 bu tonliyi 6doyon O X

O(x,;y,) ndqtasi iso bu ayrinin mor Sokil 41

kazi adlanir.

(4) sistemi x, vo y, doyisonlorine nozoron ikimoachullu iki xatti cobri tonlik-

lar sistemidir, onun asas determinanti

A B

D=
b o

‘:AC-B“O (7

189 (4) sisteminin yegano halli, (1) tonliyi ilo ifado olunan 2-ci tortib oyrinin iso
yegano morkozi var.

Omsallar1 (7) sortini 6doyan 2-ci tortib oyrilor morkazi olan oyrilor adlanir.
(7) sorti iso yalmiz B?- AC >0 barabarsizliyini 6doyon elliptik tip vo B*- AC<0
barabarsizliyini 6dayon hiperboliptik tip ayrilar iigiin 6dondiyindan, yalniz elliptik
va hiperboliptik tip oyrilor markozi olan ayrilordirlor. B - AC =0 sortini 6doyan
paraboliktik tip ayrilor markazi olmayan 2-ci tortib ayrilors aiddirlar.

2-ci tortib Loyrisinin iimumi (1) tonliyini (5) soklino gotirdikdon sonra, ko-

ordinat oxlarinin yeni O(x,;y,) koordinat baslangicinin otrafinda miioyyon a
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bucagi gqodor donmaosini ifads edon

| X(=xCcosa - ytsina;

| . (8)
1 y¢=x®ina + ylcosa

¢evirmosi vasitasi ilo (5) tonliyinin 6ziinii do

A€xtcosa - y@ina)’ + 2B§xtcosa - y#sina )(xina + ylcosa ) +
+C¢x@sina + y#icosa )’ +F¢=0

soklinda, moétorizalori agib xt vo y€ doyisonloring nozoran qruplasdirdigdan sonra
1S9
AE + 2B&&/¢+ CHE + F¢=0 9)
soklindos yazmagq olarki. burada A¢ Bt C¢ Ftomsallari
A¢= Alcos’ a +2Blcosa sina +Cdin®a |
B¢= - Atsina cosa + Bcos’a - sina )+ Ctina cosa ; (10)
C®= AGin®a - 2Bfosa sina +Clos’a
borabarliklori ilo miioyyan olunurlar. a bucagini elo segak ki, (9) tonliyindoki B¢

omsali sifira barabar olsun: Bt=0. A(=Ct qiymatlorinds a bucagi cos2a =0 tonliy-
indon a :%kimi, At CC giymatlorindo iso 2Btcos2a = (AG- CQsin2a tonliyindon

1 2BC . . .
a= Earctg E Ct kimi tapilir.Bu halda (9) tonliyi

AKE + CHE + FC=0 (11)
soklino diisor ki, bu tonlik do timumi (1) tonliyi ilo ifads olunan 2-ci tortib L oyri-
sinin kanonik tanliyidir.

Qeyd edak ki bu ¢evirmolor zamani 2-ci tortib ayrinin tipini miioyyan edan
1fadonin qiymati
ACE- BE = (Atcos’a +2Blcosa sina +C®&ina JAin?a - 2Btosa sina +Ctcos’a )-
- (Bf(cosza - sinza)+(C<1> AQsina cosa)2 = AdCf(cosza +sin2a)2 - Bd?(cosza +sin2a)2 =
= ACC¢ B¢ = AC- B?

doyigsmadiyindan, 2-ci tortib ayrinin tipi do doyismir.
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Vektor anlayisi.

Tabiotdo elo komiyyatlor var ki, onlar tokco 6z adodi qiymatlori ilo tam
xarakterizo oluna bilirlor. Bu ciir komiyystlor skalyar kamiyyatlor adlanirlar.
Skalyar komiyyotloro misal olaraq uzunluq, sahs, hocm vo s. komiyyatlori
gostora bialrik.

Lakin tobiotds elo komiyyotlora do rast golinir ki, onlar yalniz tok odadi
qiymatlari ilo xarakterizo oluna bilmirlor, onlar1 tam xarakterizo etmak ii¢iin
bu komiyyatlorin adadi qiymatlorindan alava, onlarin istigamati do verilmolidir.
Bu ciir komiyyatlor iso vektorial komiyyatlor adlanirlar. Vektorial komiyyatlora
qiivvoni misal gostormak olar.

Riyaziyyatda vektorial komiyyatlori isaro etmok
ticlin vektor anlayisindan istifads edirlor.

Baslangic1 vo sonu olan, istiqgamatlonmis diiz xatt 4 Sokil 1

parcasi vektor adlanir va 4B kimi isare edilir; 4 noqtesi vektorun baslangici, B
noqtosi 1so  vektorun sonu adlanir.Vektorun istigamoti kimi, onun
baslangicindan sonuna dogru olan istigamot gotiiriiliir. Vektorlar, adoaton
birinci baglangici, ikinci iso sonu gostorilmokls yuxarisinda ox isarasi qoyulan

latin olifbasinin 1ki boyiik horfi ilo isaro edilir. Bir ¢ox hallarda, vektorlar
baslangici vo sonu gostorilmadon, latin olifbasinin bir kigik B

horfi ilo do @,b,¢,%,5 va s. kimi do isara edilir. Baslangici ilo %/
sonu ist-iista diison vektorlar sifir vektor adlanir vo 0 kimi isara olunur.

Vektorun baslangict ilo sonunu birlosdiron diiz xott parcasimnin uzunlugu

vektorun uzunlugu adlanir, |48

, yaxud |a| isaro edilir. Aydindir ki, 0

vektorun uzunlugu ‘q =0.

Iki vektor o halda borabor adlanir ki, onlarin

uzunluglar1 barabar, istigamatlori iso eyni olsun. Odur ki, /
hor hans1 vektoru onun istigamoti vo uzunlugunu

—

a
doyismoadon fozanin istonilon noqtesine kogiirmok olar. Bu Sokil 3

zaman alinmis vektor avvalki vektora borabor olacaq. Vektorlar tizorinds bu

omoliyyat vektorlarin paralel kogiiriilmosi adlanir. Bu monada bu kursumuzda
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sorbost vektorlari, yoni paralel koclirmo zamani doyismoyon vektorlari
Oyronirik.

Torif 1. Eyni vo ya paralel diiz xott
tizorindo yerloso bilon vektorlar kollinear

vektorlar, eyni vo ya paralel miistovilor iizorindo

yerloso  bilon vektorlarsa komplanar vektorlar

adlanirlar. %

ovektorun i1stigamati toyin olunmadigin-dan, o T2

1stonilon vektora kolinear hesab olunur.

Uzunlugu verilmis avektorun uzunluguna borabar, /
istigamati 19 onun oksino yonalmis vektor, /

Sokil 6

verilmis a vektoruna oks vektor adlanir vo —a kimi isara

edilir.

Vektor iizorindd xatti amallor vo onlarin xassalari.
Vektorlarin  toplanmasi, ¢ixilmasi vo vektorlarin ododo vurulmasi
ambollori vektorlar tizarinda xatti amallar adlanir.

Vektorlarin toplanmasi.

Torif 2. Verilmis iki dva b vektorlarimin comi el vektora deyilir ki, ikinci
vektorun  baglangicimt  birinci  vektorun  sonuna
gotirdikdan sonra, bu vektor birincinin baslangicindan

ikinci sonuna yonalsin.

Vektorlarin toplanmasi zamani asagidaki dogrudur.
1)a+b=b+a -vektorlarin toplanmasinda kommutativlik;
2) (@+5)+é=a+(5+¢)- vektorlarm toplanmasinda assosiativlik.

Vektorlarin cixilmasi.

Torif 3. Verilmis G va b vektorlarimin i—b forqi elo ¢vektoruna deyilir
ki, d=b+¢ barabarliyi odonsin.
Vektorlarin forqinin bu torifini hondosi olaraq, asagidaki sokildo do ifado
etmok olar:
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d va b vektorlarimin a-b forqi, elo
¢ vektoruna deyilir ki, bu vektorlar: eyni baslangica
gatirdikdon sonra, hamin vektor ikincinin sonundan
birincinin sonuna yonalsin.

Asanligla gostormok olar ki, verilmis a vo

b vektorlari iizorinda paralelogram qursaq, bu

paraleloqramin dioqonallar1 bu vektorlarin comini

vo forqini ifads edacak.
Vektorlarin comini vo forqini tapilmasinin bu qaydasi paralelogram
gaydasi1 adlanir.

Vektorlarin adads vurulmasi

Torif 4. G = 0 vektorunun haqiqi 1 adadina hasili, elo ¢ vektoruna deyilir ki,
1. Bu vektorun uzunlugu J adadinin miitlaq qiymoatilo auzunlugu hasilina barabar
olsun :|¢|=||a|;
2. 2> 0 qiymoatlorinda, istigamati a vektorunun istigamoati ila,
4 <0 gqiymatlorinda isa a vektorunun istiqamatinin aksina yonalmis olsun.

Vektorun odads hasilinin asagidaki xassalori var:

A>1
Istonilon A4, x haqiqi adadlori va @ =0 vektoru iigiin
. .- . Aa
1. A(ud)=(Au)a - odadi vuruglara gora assosativlik xassosi; Sokil 10
2. (A+p)d=2d+ua -odadi vuruglarin comine nazoran distributivlik xassasi;
3. Ma+b)=1a+2b - vektorlarm comins nazaran distributivlik 5/ ,q. 4 .4
Xassasl. Ad

Vektorun odado hasilinin torifinden do aydin gériiniir ki, Sokil 11

A>0 qiymotlorindoc=4a  vektorunun istigamoti a
vektorunun istigamatinds olub,

uzunlugu 159 0<i<1l qiymetlorindo &  vektorunun

uzunlugundan 4 dofs kigik, A2>1 qiymetlorindo iso4 dofo Sokil 12

boyiikdiir;

2<0 qiymaetlorindo ¢=4a vektorunun istiqgamoti a4

vektorunun istigamotinin oksina yonalib,uzunlugu iss ~1<i<0 @/~ 1<4<0
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qiymatlorindod vektorunun uzunlugundan 2 dofs kigik, 1<-1 qiymaotlorindo
1504 dofa boyiikdiir.

Vektorun oxa proeksiyasi. Proeksiyanmin asas xassoalori

Tutaq ki, fozada ‘E‘ vektoru vo i oxu

<3
verilib. 4B vektorunun uc noéqtolorindon @ ﬁ Jo?
oxuna perpendikulyar =z, vo z, miistovilori 4 /
- :
kecirok, bu  miistovilor & oxunu kosdiyi 5 i
noqtalori, uygun olaraq 4’ vo B’ ilo isars edok. ,af' B u
9 8 9 o Sekil14 |~
Torif 5. 4 oxu iizarinds istigamatlonmis
A'B' parcasimin qiymati ABvektorunun i oxuna P 42
- B
proeksiyast adlamwr. pr, AB kimi isaro olunur. & @
. . ’ ) ) A /,:B”
ABvektorunun baglangicini 4’ ndqtosine - ,
gatirsok  AB=A'B"  alariq. A’B’:‘A’B” cosy y/'% I
A Sokil 15 B
9Kl
e v
oldugundan, A
2
L 7
S — — S ! s
pr, AB = ‘AB‘ Cosg = ‘AB‘ cos(AB,ﬁJ , (1) 'B" ;
™~ :
yani ABvektorunun i oxuna proeksiyast bu ;3, PR
_ oo, . Sokil 16 e
vektorunun ‘AB‘ uzunlugu ilo onun i oxu ila -
amala  gatirdiyi  bucagin kosinusu hasilina
barabardir.

Proyeksiyanin iki vacib xassasi var.

Xasso 1. Iki vektorun cominin hor hanst oxa

proeksiyasi, bu vektorlarin hamin oxa proeksiya-

lar1 cominoa barabardir : pr, (& +b ): pr.d+ pr.b . Sokil 17
Bu xassonin  isbati  pr, (Zi +E)= AC', prd=AB', prb=BC',

borabarliklorini nozors almaqla 4A'C’= 4'B’'+ B'C’ baraborliyindon alinir.
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Xassd 2. Vektorun adada hasilinin har hansi
oxa proyeksiyasit. hamin adadlo bu vektorun hamin
oxa proyeksiyasinin hasilina
barabordir: pr.(A-d)=A- pr.d

Bu xassonin isbati pr,(1-d)=A4"C",

pr;a=A"B"  boraborliklorini  noezoro almaqla Sakil 18

A"C"=2-A"B" boraborliyindon alinir.

Iki vektorun skalyar hasili. Skalyar hasilin asas xassalori
Toarif 6. Sifir vektordan forqli, iki @ va b vektorlarimin skalyar hasili, bu
vektorlarin uzunluglary ilo onlar arasinda qalan bucagin kosinusu hasilina
borabor olan adada (skalyara) deyilir va a-b kimi isara olunur:
i-b= |5|~‘5‘ CoSg . ()
d va bvektorlarindan biri 0 vektor oldugda bu vektorlarin skalyar
hasili sifira borabar qobul olunur.
Proeksiyanin yuxarida gostorilon (1) ifadosini, skalyar hasil ti¢lin (2)
diisturunun sag torafing totbiq etsak,
|§|-‘5‘COS¢:‘I;‘-prgﬁ Vo |a|-‘5‘c03¢=|a|-pr5z§ (3)
boraborliklorini aliriq ki, onda (1) miinasibatini
a-b =l prib =|B|- pr,a (4)
soklindo do yaza bilarik.
Demoli, iki vektorun skalyar hasili, bu vektorlardan birinin uzunlugu ila,
digarinin bu vektora proeksiyasimin hasilino barabardir.
Iki vektorun skalyar hasilinin asagidak: xassalori var.
Xasso 1. Iki vektorun skalyar hasilindo kommutativlik (yerdoyisma)
ganunu dogrudur :

a-b=b-d. (5)
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Bu xassonin isbati iki vektorun skalyar hasili {igiin (1) baraborliyindon
alman a-b =|ﬁ|-‘l§‘cosqo Vo b-d :\E\-|a| cosp miinasibatlorinin sag toraflorinin
borabor olmasindan alinir.

(4) disturundan vo proeksiyanin xassolorindon istifads etmokls, skalyar
hasilin asagidaki daha iki xassosini géstormok olar.

Xassa 2. Iki vektorun cominin igciincii vektora skalyar hasili, bu
ikivektorun tigiincii vektora skalyar hasillori comina barabardir:

@+5)c=ac+b-c (6)

Dogrudan da, proeksiyanin 1-ci xassosino 9sason,

(@+5)-¢=[¢ pr.la+b)=|d-(pr.d + pr.b)=|d|- pria+[|- pr.b =a-c+b-¢
aliriq.

Xassd 3. Vektorun ododo hasilinin digor vektora skalyar hasili, bu
vektorlarin skalyar hasilinin homin odods hasilino barabordir :

(A-a)b=2-(a-5). (7)

Dogrudan da, proeksiyanin 2-ci xassasino asason,

(2-a)-5 =[5 pry(2-@)=[p|-(2- prya) = 28| pryi = 2- (8] prya) = 2-(a -5)
alirq.

Qeyd. Skalyar hasilin yuxarida gostorilon bu ii¢ xassosi gostorir ki,
X=di+ub Vd y=vi+kd soklindo verilmis iki vektorun skalyar hasilini
c¢oxhadlinin ¢oxhadliya vurulmasi qaydasini totbiq etmoklo

55 =1a+ub)ve+rkd)=Aula-b)+ akla-d)+ w(o-¢)+ k(s -d) (8)
kimi hesablana bilor.

Xasso 4. Vektorun o6ziino skalyar hasili bu vektorun uzunlugunun
kvadratina barabordir :

a-a=lal’. 9)

Dogrudan da vektor o6zii ilo 0°-li biicaq omolo gotirdiyindon,
cos0” =1oldugunu nazors almagqla skalyar hasilin (1) diisturundan

a-d=|dl-|al-cos0” =|d|-|a =|a|’

alirq.
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Vektorun 6ziino skalyar hasili bu vektorun skalyar kvadrat: adlanir vo
a® kimi igaro olunur. (9) boraborliyindon goriindiiyii kimi, vektorun skalyar

—

kvadrati {giin a° :|c7|2 boraborliyi dogrudur. Bu borabarlikdon iso vektorun

uzunluguniin, onun skalyar kvadrati ilo ifadasi olan
la = a? (10)
diisturunu alirq.

Xassd 5. Qarsihigh perpendikulyar olan iki vektorun skalyar hasili sifira
barabardir, va tarsina, skalyar hasili sifira barabar olan sifir vektordan farqli iki

vektor qarsihqh perpendikulyardirlar:
Galbisadab=0;
a-b=0voa=0,b=0isadlh
olur.
Dogrudan da, @ L5 oldugda bu vektorlar arasinda qalan bucaq ¢ = %,
Cosp = cos% =0 oldugundan, iki vektorun skalyar hasili iiglin (1) diisturundan
i-b =|a”|"l§‘c03¢=|a”|-‘5‘cos%=|Zz|-‘l;‘-0: 0
aliriq.

—

i-b=0, a#0,b#0 olduqda isa (1) diisturundan, a-b = |Ez|-‘l§‘ cosp =0 barboarliyi,
la| = O,‘E‘ # 0 giymoatlorini nazoros aldigda iso cosp =0, voya ¢ =% alinir ki, bu da

d L b oldugunu gostarir.

Sonuncu xasso gostorir ki, sifir vektordan forqli iki vektorun qarsiigh
perpendikulyar olmast iiciin zaruri va kafi sart, onlarin skalyar hasilinin sifira
barabar olmasudir.

Odugca vacib olan bu xassodon fozada analitik hondosonin miixtalif

masalalorinda do istifads olunacagq.
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Vektorun uzunlugu. Vektorun koordinatlari.
Vektorun yonoldici kosinuslari
Ortaq O baslangic noqtalori olan, ilizorlorindo parga uzunlugu 6lgmok
liclin eyni miqyas toyin edilmis {i¢ Ox,0y,0z
odod oxlar1 fozada diizbucaqli koordinat

sistemi omolo gotirir. Ortaq O baslangic noqtasi :

koodinat baslangici, Ox,0y,0z adod oxlar1 iso

koordinat  oxlari-Oxabsis  oxu, Oy -ordinat

oxu,Oz-aplikat  oxu adlanir. Koordinat 4| /0 y

oxlarinin tayin etdiklori Oxy,Oxz,Oyz miistovilori

1so  koordinat miistovilor1 adlanirlar. Bu #x Sokil 19

koordinat sistemi vasitasi ilo fozanin istonilon M néqtesine garsi yegans qayda
ilo nizamlanmis (x;y;z)odadlor igliiyii garst qoymaq olar, vo torsino
nizamlanmis  hor (x;y;z) adadlor iigliyii bu koordinat sistemindo fozanin

yegano M ndqtosini miioyyon edir.

Tutaq ki, fozada hor hanst & vektoru verilmisdir. Uzunlugunu vo
istigamoatini doyismoadon, bu vektorun baslangicini koordinat baslangicina

gotirsak, verilmis @ vektoruna borabor vektor alariq. Odur ki,bundan sonra,

fozada vektorlari, {mumiliyi pozmadan,

koordinat baslangicindan ¢ixan vektorlar kimi :
tosvir edacayik. 4,
a vektorunun sonunu 4 ilo isaro edok. . =
A4 noqtesindon  koordinat  miistovilorine . 4 ; )
perpendikulyar diiz xotlor ¢okok. Bu diiz 4| V0 yy

xotlorin koordinat mistovilori ilo kosismo
noqtolorindon  iso  koordinat  oxlarmna $okil 20
perpendikulyarlar ¢okok vo onlarin  koordinat oxlar1 ilo  kosismo

noqtalorini,uygun olaraq, 4,,4,vo 4. ilo isara edok. 4 vektorunun Ox, Oy v

Oz koordinat oxlarma proeksiyalar1 olan 04,,04, vo 04, pargalarini almig

olariq: 04, = pry.d, 04, = pryd V3 OA, = prza.
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a vektorunun koordinat oxlarina proeksiyalari, vektorun koordinatlari

adlanir vo uygun olaraq X, Y vo z kimi isars olunurlar: X = pr_a=04, ,

Y=pryi=04, , Z=pryd=04,. a vektorunun koordinatlarmin uygun olaraq

X, Y vo Zzolmasi fakti a=1{x;v;z} kimi yazlir. Paralepipedin 04

diogonalinin kvadrati, onun ii¢ 04, ,04, vo 04, 6lgiilorinin kvadratlar: comina

borabor oldugundan,

2 2

A" = o[ +[oa| +[oa ]

_[od,

G=04,X=04_,Y = OA, ,Z = 04, barabarliklorini do nozars aldiqda iso vektorun
uzunlugunun onun 6Slgiilori ilo ifadasi olan

a° = x2+v?+22,
voya

a|=Vx?+v?+ 27 (11)
diisturunu almis olariq.

Vektorun koordinat oxlar1 ilo amoala gotirdiyi bucaqglarin kosinuslari, bu

vektorun yonaldici kosinuslari adlanirlar. & vektorunnun Ox, 0y vo 0Oz
koordinat oxlar1 ilo amalo gotirdiyi bucaglari, uygun olaraq «, 8 vo y ilo isaro

etsok, bu bucaqlarin kosinuslari ti¢iin

COSa:%:g , cos,b’=%:§ , 0037/:%=é (12)
04 | 04 |d 04 |
vaya
X =l|d|cosar , Y =|d|cosp , Z=|d|cosy (13)

disturlarmi  almis olariq.(12) miinasibotlorinin  hor toroflorini  kvadrata
yiiksaldib toraf-torofs toplasaq va |c‘i|2 = X?+Y?+ 27 baraborliyini nazors alsaq,
vektorun yonoldici kosinuslari tigiin

X2 y? 72 x’+v?+z2 |d

42+q2 12 2 T2
" la” |al Ial Ial

cos® o +c0os” B+ oS’ y = 1 (14)

baraboarliyini aliriq. Demali vektorun yonaldici kosinuslarinin kvadratlari comi

vahids borabor olmalidir.
S.Y. Oliyev. Ali riyaziyyat kursundan miihaziroalor. Baki, 2007



Melikov Behruz

Vektorun bazis vektorlar iizra ayrihsi.

Forz edok ki, é,¢,,--,¢, vektorlar: verilmisdir.
Torif 7. ¢,,¢,,---,é, vektorlarindan A4,,4,,---,4, sabitlorinin komayi ilo
diizaldilmis
Q=8 +A,6,++A¢ (15)
ifadosi é,,¢,,--,¢, vektorlarinin xatti kombinasiyas: adlanir.
Torif 8. Ogor
Ce,+Cye,+---+Cé =0, (16)
boraboarliyi C,,C,,---,C, sabitlorinin he¢ olmazsa birinin sifirdan forqgli
qiymoatinds 6donirss, é,,é,, --,¢é, vektorlari xatti asili vektorlar, oks togdirdo,
yani (16) baraborliyi sabitlorin yalniz C, =C, =---=C, =0 qiymoatlorindo
odondikdo iso, é,,¢,,---,é, vektorlar1 xatti astli olmayan vektorlar adlanirlar.
Torif 9. ¢,,¢,,---,¢é, vektorlar xotti asil1 deyillorso vo istonilon digor a
vektoru bu vektorlar vasitasi ilo
G=M8 +1,8,++A8, (17)
sokildo xotti ifado olunursa, onda é,é,,---,é, vektorlar1 bazis vektorlar

adlanirlar.

(17) boraborliyi a vektorunun é,,é,,---,é, bazis vektorlari tizro ayrilisi, bu
ayrilisdakt A, 4,,---,4, odadlori ise, @ vektorunun é,,é,,---,é, bazis vektorlarinda

koordinatlar1 adlanair.

Faozada Oxyz diizbucaqli koordinat sistemi gotiirok vo Ox, Oy va Oz

koordinat oxlar1 tizorindo istigamatlori z
koordinat oxlarinin istiqgamatlori ilo eyni, 4
uzunluglar1 isa 1 -0 barabor olan 7, vo k 4

vektorlar1 ayiraq. 7, va k vektorlar1 bazis

vektorlar omolo gotirirlor. v

Ogor hor hanst bir a vektoru gotiirsok
Sokil 21

vo bu vektorun koordinat oxlarina
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proeksiyalarina baxsaq, pryd =04, =X i ,pryd=04,=Yj Vo pryd=04, =2k

alariq. Alinmis bu qiymotlori @ = OA4. + 04, + O4- barabarliyinds nozors alsaq a
vektorunun 7, vo k bazis vektorlari iizra ayrilist olan

i=Xi+Yj+Zk (18)
baraborliyini alariq.Bu ayrilis yeganadir.Belo ki, @ vektorunun i, vo k bazis
vektorlari iizro (18) soklinda iki miixtalif

i=Xi+Yj+Zk
\)

d=X,i+Y,j+7Z,k
ayrilislar1 varsa, onlar1 toraf-torofo ¢ixdigda

(X, - X, )i +(¥,-Y,)j+(Z2,-Z,)k =0
miinasibati alariq ki, bu miinasibat da, i ,j va k vektorlar xatti asili
olmadiqglarindan, yalmiz X, - X, =0,Y,-Y, =0va Z, - Z, =0 qiymatlorindo, yoni
X, =X,,Y, =Y, vo Z, =Z, oldugda 6donacok.
i,j vo k bazis vektorlarinin uzunluglar 1-o barabor olduglarindan, bu

vektorlarin 6z-6zlorins skalyar hasillori li¢iin

4‘2 a.a_ =2 ‘4‘2 - -

PP=i7 =] =1 kk=k2 =i =1, (19)

i,] va k bazis vektorlar1 qarsihgh perpendikulyar olduglarindan iso, onlarin
bir-birino skalyar hasillori tiglin iso
i-j=ji=0, i-k=k-i=0, j-k=k-j=0 (20)
borabarliklori aliriq.
Skalyar hasilin vektorlarin koordinatlar ilo ifadasi.

Forz edok ki, fozada Oxyz diizbucaqli koordinat sistemi a = {X,;¥,;Z,} vo
b ={X,;Y,;Z,} vektorlari verilmisdir. Onda bu vektorlarin 7 ,j vo k bazis
vektorlari lizro ayrilislari, miivafiq olaraq

d=Xi+Yj+Zk (21)

Vo

b=X,i+Y,]+Z,k (22)
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soklinds olacaq. Skalyar hasilin xassolorindon istifade edarak, bu vektorlarin
skalyar hasilini hesablasaq
G- = (X\T 4 Y]+ ZK X7 +Y,] + 2,k )= X, X, -7+ X, Y,0 -+ X, 2,0 -k +
+ Y X, i +YY, ] j+Y 2] k+ZX,k-T+ZY,k-j+Z 7,k -k

miinasibatini, (19) vo (20) barabarliklorini do nazors aldigda iso sonuncudan
i-b=XX,+YY,+77Z, (23)

miinasibatini aliriq. (23) miinasibati koordinatlari ilo verilmis a = {X,;Y;Z,} vo

b ={X,;Y,;Z,} vektorlarinin skalyar hasilinin vektorlarin koordinatlari ilo

ifadosi diisturu adlanair.
Iki vektor arasinda qalan bucagq.
Iki vektorun parallellik va perpendikulyarhq sortlori.

Forz edok ki, a = {X,;Y,;Z,} vo b ={X,;Y,:Z,} vektorlar: verilmisdir.Bu
vektorlarm skalyar hasili iigiin a-b = |Ez|-‘l§‘ cosp diisturundan, bu iki vektor

arasinda galan ¢ bucaginin kosinusu ii¢lin

miinasibatini, bu vektorlanin uzunluqlarinin koordinatlarla |a| =\ X7 +Y?+ 27,

N7
S

CoS@p =

b

[ Y
Sy

‘5‘ = X2 +Y} +2Z% ifadoalorini, vo skalyar hasilinin iso koordinatlarla

i-b=X/X,+YY,+Z7,ifadosini do nozors alsaq

XX, +YY, +Z,Z,
JXE+Y2 472 X2 +Y2+ 72

COS@ = (24)

miinasibatini alariq.

(24) miinasibati koordinatlari iloverilmis @ = {X,;Y,;Z,} vo b ={X,;Y,,Z,}
vektorlari arasinda qalan ¢ bucaginin kosinusunun vektorlarin koordinatlari
ilo ifadasi diisturu adlanir.

Ogoar d va b vektorlar: paralleldirlorsa, onda onlar

kolineardirlar, yoni elo 1 = 0adadi var ki, @=4h miinasibati

O6donir.Bu miinasibati vektorlarin koordinatlari ils ifads etsak, Sokil 22
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X, =AX,,Y, = 2Y,,Z, = AZ,boraborliklori, bu miinasibatlordon 2 odadini yox

etdikdoa 1sa

X _h_ 4 (25)

XZ Y2 ZZ

miinasibatini aliriq. (25) miinasibati koordinatlari ils verilmis iki vektorun
parallellik sorti adlanir.bu miinasiboatdon goriindiiyi kimi, iki vektorun parallel

olmasu iiciin onlarin uygun koordinatlar: miitonasib olmahdr.

Ogar a va b vektorlar: perpendikulyardirlarsa, onda a
onlarim skalyar hasili a-b = Osortini 6dayir. Skalyar hasilinin Sokil 23
vektorlarin koordinatlari ilo ifadasi olan (25) diisturunu bla
nazors alsaq, sonuncu miinasibatdon
XX, +YY,+Z,Z,=0 (26)

boraborliyi alinir. (26) miinasiboti koordinatlar1 ilo verilmis iki vektorun

perpendikulyarliq sorti adlanair.
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FOZADA ANALITIK HONDOSO

Fazada miistovinin iimumi tonliyi

Fozada Oxyz diizbucaqli koordinat sistemi vo hor hansi p miistovisi
gotiirok. Koordinat baslangicindan p miistovisine perpendikulyar N ={A;B;C}

vektoru kegirak vo bu vektoru p miistovisinin normal vektoru (vo ya qisaca

normali) adlandiraq. Tutaq ki,bu normal vektorp miistovisini M,(x,; Yy; Z,)

néqtosinds kosir. Normal vek-toru N ={A B;C}

olan vo M, (x;Y,;z,) ndqtesindon kegon p z
miistovisinin tonliyini ¢ixaraq.
Fozada cari  koordinatlar1 (xy;z) olan i
ixtyari bir M noqtost gotiirok vo M ndqgosini
M noqtasine diiz xott pargast vasitosi ilo
birlosdirsok, MM vektoru alariq. M ndqtosi Sokil 1 y
X

yalniz vo yalniz o halda p miistovisi iizorinda
olacaq ki, M ,M vektoru N vektoruna perpendikulyar olsun. Sifirdan forqli bu

iki vektorun perpendikulyarlig: iigiin iso onlarin skalyar hasili sifira borabor
olmalidir. Odur ki,

N MM =0 (1)

miinasibati aliriq.

MM ={x- x,;y- yo:z- 2} vo N={AB:C} giymotlorini nozoro alib (1)
baraborliyini koordinatlarla yazsaq,
Alx- %)+ B(y- y,)+C(z- ,)=0 (2)
miinasibatini aliriq.(2) tonliyi normal vektoru N ={A;B;C} olan vo M, (x,;Y,:2,)
noqtasindon kegon miistovinin tonliyi adlanir.Bu tonliyi
Ax+By+Cz+(- Ax, - By, - Cz,)=0
soklinds yazib D =- Ax, - By, - Cz, isars etsak,

Ax+By+Cz+D=0 (3)
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tonliyi alinar. (3) tonliyi normal vektor N ={A;B;C} olan miistavinin iimumi

tonliyi adlanir.

Iki miistovi arasinda qalan bucaq.

Iki miistovinin paralellik vo perpendikulyarlq sorti

Ax+By+Cz+D, =0 (1)
\

Ax+B,y+C,z+D,=0 (2)
soklindo verilmis p, vo p, mistovilori verilmisdir.

Onda onlarin normallari, uygun olaraq

N, ={A;B,;C.} (3)

\&
|<|2 = {Az’ Bz;Cz} (4) Sakil 2
vektorlari olacagq.

Sokildon do goriindiiyi kimi, p,ve p, miistovisi arasinda qalan | bucagi
bu miistavilorin Nl \£) NZ normal vektorlar1 arasinda qalan bucaga borabardir.

Bu 1ki vektor arasinda galan bucaq iso
cosi = I,,\Il ><|\l2 _ AA, +BB, +C1C2

||{|1|>1|{|2| ~ JA?+BZ+CZ x[AZ+BZ +C?

borabarliyi ilo miiloyyon olundugundan, (5) distiiru, hom do, tonliklori,uygun

()

olaraq (1) va (2) soklindo verilmis iki miistovi arasinda qalan bucagin tapilmasi

diisturudur. N . )
o 1 N, Sakil 3
ogor p, Vo p, mistovilori |
1 1 pl
paralleldirlorss, onda onlarin N, vo N, = |5
normallart kolinear olacaq vo iki vektorun p2 !
kolinearliq sortins as¢ason 1s9
A_B_G ©
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miinasiboati 6donmolidir. (6) sorti tonliyi (1) vo (2) soklindo verilmis p, va p,
miistovilorinin paralellik sorti adlanir.

9dor p, vo p, perpendikulyardirsa, = 7
onda Nl \ NZ normallart da perpendikulyar

olacag. 1ki vektorun perpendikulyarlq ] .

. 1 .. . .
sortino  asason N, >N, =0 miinasibati

0donmoalidir. Bu miinasibati koordinatlarla
ifado etdikdo T Sakil 4
AiAZ + BlBZ + C1C2 = o (7)

borabarliyi alinar.(7) sorti tonliklori,uygun olaraq (1) vo (2) soklindo verilmis

p, vo p, miistovilorinin perpendikulyarlhq sorti adlanir.

Fazada diiz xatt tonliklori
Parallel olmayan 1ki miistovi homiso bir diiz xott boyunca kosisdiyindon fozada
1stonilon diiz xotto 1iki mistovinin kosismo xatti
kimi baxmaq olar.9gor fozada hor hans1 L diiz
xotti timumi tonliklori,uygun olaraq (1) vo (2)

soklinda verilmis p, voa p, miistovilorinin kosismao

xottidirso, onda bu xottin tonliyini ‘
i1 AX+By+Cz+D, =0 8)

{ Ax+B,y+C,z+D, =0 Sokil 5
soklinds yazmaq olar.Belo ki, fozada L diiz xotti {izorinds yerloson ixtiyari
M (x; y;z) néqtesi hamp,, hom do p, miistovisinin {izorinds yerlosir, demali bu
noqtonin koordinatlari1 verilmis miistavilorin uygun (1) vo (2) tonliklorini, elaco
do bu tonliklordon diizoldilmis (8) sistemini 6domalidirlor. (8) tonliklori fozada
L diiz xottinin émumi tanliyi adlanir. Lakin bu tonlik praktiki masalolorin halli
ticlin bir o gadar do alverisli olmadigindan, fozada diiz xottlorin digor sokildo

tonliklorini do dyronak.
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Fazada diiz xattin kanonik tanliyi

Tutaq ki, fozada L diiz xotti verilib vo M (x,;y,;z,) bu diiz xatt iizorindo

yarloson hor hansi bir noqtedir. Ldiiz xottino parallel a={mn;l} vektoru

gotiirok vo bu vektoru L diiz xottinin M M
0
istigamatverici vektoru adlandiraq. L
Fozada cari koordinatlar1 (xy;z) olan a
Sokil 6

ixtyari bir M noqtesi gotiirok vo M, nodgasini
M noqgasine diiz xott parcasi vasitesi ilo birlosdirsak, MM vektoru alariq.

M noqtasi yalniz vo yalniz o zaman L diiz xotti tizorindo yerlosocok ki, M M

vektoru avektoruna parallel olsun.

MoM ={x- x0;¥- ¥5:z- z,} vo a={mn;l} oldugundan, iki vektorun
parallellik sartina asasan,

X-X% _Y-Y _2- % (9)
m n I

miinasibatini aliriq. (9) tonliyi fozada L diiz xottinin kanonik tanliyi adlanir.

9dor fozada L diiz xottinin tonliyi imumi (8) soklindo verilmisso, onu
kanonik (1) soklino gotirmok ii¢lin L diiz xottinin istiqgamoatverici vektorunun
m,nva | koordinatlarini

Bl Cl
BZ CZ

C. Al ,_|A B
c. A" |a B

kimi, M jnodqtesinin Xx,, y,,z, koordinatlarini iss (8) sistemini ddayan istonilon

(10)

m=

holl kimi, xiisusi halda, (8) sisteminindo z doyisonino ixtiyari z, qiymaoti
verarak, qalan iki xva y dayisoninin qiymatlarini bu sistemds z =z, yazdigdan

sonra alinan ikimachullu 1ki xatti cabri
1 Ax +By+Ciz,+D, =0;
%sz +B,y+C,z,+D, =0
tonliklar sisteminin halli kimi gotiirmak olar.
Fazada diiz xattin parametrik tonliyi.

Fozada L diiz xottin kanonik (9) tonliyindo
S.Y. Oliyev. Ali riyaziyyat kursundan mithaziralor. Baki, 2007



Melikov Behruz

X2X% Y- Y _2"%_, (11)
m n I

gobul etmokla
IX- X =mt;
[y Yo =nt;
1z-z =It,
buradan isa
1 X=X,
Y=y, +nt; (12)
Lz=2z +It
tonliklorini aliriq ki, bu tonliklor fozada L diiz xottinin parametrik tonliklori
adlanir.

Fozada diiz xottin parametrik tonliklorindon diiz xottlo miistovinin
kosisma ndqtesinin tapilmasinda istifado edilir. Ogor fozada parametrik
tonliklorinin (12) soklinds verildiyi L diiz xatti ilo, tonliyi imumi

Ax+By+Cz+D=0 (13)
p miistovisinin kasismo noqtosinin L
koordinatlarinin tapilmasi tolob olunursa, (12)

borabarliklorinin (13) tonliyinds nozars alsaq \IO / \
M
/

A(x, +mt)+B(y, +nt)+C(z +It)+ D=0

t parametrino nozoron quplagsma apardiqgdan / Sokil 7
sonra 1s9

Ax,+By,+Cz +D+(Am+Bn+Cl)t=0
barabarliyini almis olariq.Bu barabarliyi 6dayan

_AX+By,+Cz+D
Am+Bn+Cl

t=t*= (14)

qiymotini (12) boraborliyindo nozoro alsaq, L diiz xotti ilo p miistovisinin

kasismo noqtasi olan M™ ndqtasinin (x*; y*;z*) koordinatlarini

X =%+
1y =yo+nt; (15)
17 =z, +It’

barabarliklori 1ls tapa bilorik.
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Fazada diiz xattlo miistovinin qarsihiqh vaziyyati.

Tutaq ki, fozada tonliyi kanonik

X-X% _Y-Y _2- % (16)
m n I

soklinda verilmis L diiz xotti vo tonliyi iimumi sokilda verilmis
Ax+By+Cz+D=0 (17)

.. o . . . . ] . . . . . o .
p miistovisi verilmisdir. a={m;n;l} vektoru L diiz xottinin istigamotverici

vektoru, N ={A:B;C} vektoru iso p miistovisinin iso normalidir.

L diiz xatti 1lo p miistovisi asagidaki qarsiligh vaziyyatlords ola bilar.
1. L diiz xotti p miistovisina paralel ola bilor: L//p .

Bu halda L diiz xottinin a={mn;} N L

istigamotverici  vektoru  p miistovisinin a

N ={A B;C} normalina perpendikulyar \p | \

olacaq.Bu vektorlarin perpendikulyarliq sorting

asasan, onlarin Sokil 8

N =0 (18)
skalyar hasili sifra barabar olacaq. Vektorlarin skalyar hasilin koordinatlarla
ifada disturuna asasan, sonuncu barabarliklon 1sa
Am+Bn+Cl =0 (19)
miinasibatini aliriq.
(19) sorti tonliyi (16) soklindo verilmis L diiz xottinin tonliyi (17) soklinda
verilmis p miistovisino parallellik sorti adlanir.

2. L diiz xotti p miistovising perpendikulyar ola bilor: L~ p .

Bu halda L diiz xottinin a istiqgamatverici L OO
vektoru, p miistovisinin N normalina parallel N
olacaq. Iki vektorun parallellik sortino osasan,
onlarin  uygun  koordinatlar1  miitonasib \{) | ‘. \
olmalidir:

Sokil 9
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A_B_C (20)

(20) sorti tonliyi (16) soklindo verilmis L diiz xottinin tonliyi (17) soklindo
verilmis p miistovisina perpendikulyarliq sorti adlanir.

3.L diiz xotti p miistovisini miioyyon bucaq altinda koso bilor.

bucagi omalo gotirir (diiz xattin miistovi ilo amaolo

Bu halda L diiz xotti p miistovisi ilo a N
p

/7
b

0

gotirdiyi  bucaq dedikds, bu diiz xottin p
miistovisindoki 6z proeksiyasi ilo arasinda qalan ;
bucaq basa diisiiliir). / Sokil 10

Sokildon goriindiiyii kimi a bucaglr diiz xottin istigamatverici vektorunun

o e 1 . - o
miistovinin N normal vektoruna proekesiyasi arasinda qalan | -bucaginin

comi 90°-yo barabordir:a +j =90° Buradan

a=90"-j
harada ki,
T
. N xa x Am+Bn+Cl
Cos| =—F = 21
|N|>15] \/A2+BZ+C2x\/m2+n2+I2 ( )
alirq.
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§1. Funksiya anlayisi. Funksiyanin grafiki. Funksiyanin verilmasi iisullari

Forz edok ki, hor hansi X ={x} vo ¥ ={y} ¢oxluqlari verilmisdir. X ¢ox-
lugunun hor birx elementino qarsi, Y coxlugundan yeganos y elementini qarst
goyan f qaydast X c¢oxlugunda toyin
olunmus funksiya adlanir vo y= f(x) kimi /

yazilir. Burada x doyisoninin X ¢oxlugun-
dan aldig1 giymaotlor iizorino mohdudiyyat
goyulmadigindan, yani bu qiymoatlor sor- Sokil 1
bost alindigindan, x doyisoni sarbast dayisan va ya arqument adlanir. y doyiso-
ninin aldigr qiymotlor iso x doyisoninin aldigr qiymotlordon asili oldugundan,

bu doyison astlt dayisan va ya funksiya adlanir. X ¢oxlugu y = f(x) funksiya-

sinin tayin oblasti, Y coxlugu iso onun giymoatlor oblasti vo ya qiymatlor ¢ox-

lugu adlanir. 9gor y= f(x) funksiyasi sor-
bast dayigonin iki miixtalif x; # x, qiymatls-

rind asili doyisonin do iki miixtalif y, =y,

qiymotlorini qgars1 qoyursa, bu funksiya

qarsihqh birqiymatli funksiya adlanir. Sokil 2

Tutaq ki, X ,Yva Z coxluglar: verilib. y = f(x) funksiyast X ¢oxlugunun
hor bir x elementino garsi, Y ¢oxlugundan yegans y elementini, z = g(y) fun-
ksiyasi iso Y ¢oxlugunun hor bir y elementins garsi,Z ¢oxlugundan yegano z
elementini gars1 qoyan funksiyalardir. Onda X ¢oxlugunun hor bir x elemen-
tino qarst Z coxlugundan yegano z elementini garsi qoyan z=g(f(x))=F(x)
funksiyas1 movcuddur. z=g(f(x))=F(x) funksiyasi X c¢oxlugunda toyin olun-

mus miirokkab fun-
ksiya adlanir. Bozon
mirokkob z=F(x)

funksiyasini verilmis

gVvo f funksiyalari-

nin superpozisiyast adlandiraraq, F=gof sokildo isaro edirlor. Yuxaridaki
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gayda ilo toyin olunmus miirokkob funksiyada y doyisoni araliq dayisan adla-
nir. Analoji qayda ilo bir deyil, bir ne¢o araliq doyisonin istirak etdiyi miirok-
kob funksiyaya da torif vermok olar.

Tutaq ki, X vo Y coxluglar1 verilmisdir. X ¢oxlugunda toyin olunmus
qarsiliglt birgiymatli y = f(x) funksiyasina baxaq. Qarsilighh birqiymotli bu
y = f(x) funksiyasi X ¢oxlugunun hor bir x elementino Y ¢oxlugunun yega-
no y elementini qars1 qoyur va Y ¢oxlugundan olan hor bir y elementininin
0ziinlin qars1 qoyuldugu x elementi yeganadir. Demoli, ¥ c¢oxlugunun olan
hor bir y elementino gasi, onun 6ziintin X ¢oxlugundan gasi qoyuldugu yega-
no x elementini qarst qoyan ¢ qaydast moévcuddur ki, ¥ ¢oxlugunda toyin

olunmus bu x = ¢(y) funksiyasi, verilmis y = f(x) funksiyasinin tars funksiyasi

adlanir vo adaton ' kimi isara olunur.

f

Sokil 4
Torifdon do goriindiiyii kimi, yalniz qarsiligl birqiymstli funksiyanin tor-

sindon danismagq olar.

Miistovi {izorinda, x absislori ilo y ordi-

L
natlar1 arasinda y = f(x) miiasibotinin 6don- \/; \_/'M/

diyi biitiin M(x;y) noqtalori coxlugu y = f(x)

funksiyasinin grafiki adlanir vo qrf kimi isaro

olunur: 0 X X
qrf ={M(xy):y = f(x)}. Sokil 5

Funksiyalar, adoton ii¢ tisulla verilirlor:

1.Saorbast doyinonlo asili doyison arasinda miinasibotin verildiyi analitik iisul,
2. Sorbost doyinonin ayri-ayri qiymaetlori ilo asili doyisonin onlara uygun qiy-
motlorinin cadval sokilinds verildiyi cadval iisulu;

3.Funksiyanin grafiki olan ayrinin verildiyi grafik iisul.
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Funksiyanin verilmosinin analitik @isulu 6zt do iki novo ayrilir:
a) Asilt doyisonin y qiymaotinin sorbast doyisonin onun qarsi qoyuldugu x
qiymoti arasinda alqoritmin askar y = f(x) sokildo verildiyi askar analitik
iisul;
b) Sorbast x doyinoni ilo asiliy doyisoni arasinda F(x;y)=0 miinasibotin
verildiyi geyri askar analitik iisul.

Funksiyanin verilmosinin cadval iisulunda sorbost x doyinonin ayri-ayri
X, X5, x, qlymatlori ilo asili doyisonin onlara uygun y, = f(x,), v, = f(x,),

v, = f(x,) qiymatlori codvali sokilinds verilirlor. Hondosi

olaraq, verilmis funksiammn qrafikinin Oxy koordinat fei 1%
yl y2 yn
miistovisinin M, (x;; y,), M, (x,; v, )+, M ,(x,;y,) ndgalorindon
Sokil 6

kec¢diyini niimayis etdiran bu iisuldan, adaton, eksperimental
saholordo genis istifads olunur.

Verilmis funksianin Oxy koordinat miistovisinds qrafiki olan L Xottinin
verilmosindon ibarat olan grafik iisul vasitosilo sorbast doyisoninin istonilon x
qiymotino qarst funksiyanin ona uygun y= f(x) qiymotini tapmagin
miimkiinliylindon olavo, bu {isulla verilon funksiyalarin artma vo azalma
intervallari, gabariq vo ¢okiikliiyil, lokal ekstremumlari, oyilmo noqtalori vo s.

xarakteristikalar1 qrafikdon oyani olaraq goriiniirlor.

§2. Funksiyalarin iimumi xarakteristikalar:
mohdudlugu, monotonlugu, tok va ciitliiyii, dovriliyi
Funksiyamin mohdudlugu. Forz edok ki, hor hansi X ¢oxlugunda toyin
olunmus y = f(x) funksiyasi verilmisdir.
Torif 1. X c¢oxlugundan olan ixiyari x qiymsoti liglin f(x) < M sortini 6doy-
on sonlu M odadi varsa f(x) funksiyas1 X ¢oxlugunda yuxaridan mahdud fun-
ksiya, M odadi iso f(x) funksiyasinin X coxlugunda yuxar: sarhaddi adla-

nir:iM vxe X f(x)<M.
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f(x) funksiyamin X c¢oxlugunda yuxaridan mohdudlugu, hondossi olaraq,

absislori X c¢oxlugundan olan qiymaotlords y
y= f(x) funksiyasimin qrafikinin y=M diiz y=M
xottindon yuxarida  yerlosmodiyini gostorir /L_\//_\
(sokil 7).
Torif 2. X coxlugundan olan ixiyari x
: R o 0 X
qiymati liclin f(x) > msortini 6doyon sonlu m Sokil 7
9Kl

ododi varsa f(x) funksiyast X ¢oxlugunda
asagidan mahdud funksiya, m ododi isa f(x) funksiyasinin X g¢oxlugunda asag:

sorhaddi adlanir: 3m Vxe X f(x)>m.

f(x) funksiyamin X coxlugunda asagidan y
mohdudlugu, hondosi olaraq, absislori X ¢ox- Sakil 8
lugundan olan qiymsotlordo y = f(x) funksiy- . 0 /
asmin qrafikinin y =m diiz xottindon asagida &/ x
yerlosmadiyini gostorir (sokil 8). y=m

Torif 3. X coxlugunda eyni zamanda hom asagidan, hom do yuxaridan

mohdud olan f£(x)funksiyast X g¢oxlugunda mahdud funksiya adlanir. Basqa
s0zlo, X coxlugundan olan ixiyari x qiymati liglin m < f(x) < M sortini 6doyon
sonlu mva M odadlori varsa, f(x) funksiyast X coxlugunda moahdud funksiya
adlanir: 3m,M Vxe X m< f(x)<M .

f(x) funksiyanin X coxlugunda mohdud-

y
lugu, hondosi olaraq, absislori X ¢oxlugun- y=M
dan olan giymatlorde y = f(x) funksiyasinin /\ o /\/\
grafikinin y =m vo y =M diiz xotlori arasinda L \/ X
yerlosdiyini gostorir (sokil 9). V=M gokil 9

Funksiyanin yuxari (asagi) sorhadlorinin on kigiyi (boyiiyii) funksiyanin

doqiq yuxari (asag1) sorhadi adlanir vo sup f(x) (in)f( f(x)) kimi isars olunur.

M =sup f(x) adadi

xeX

l.vxeX f(x)<M;
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2.Ve>03x'eX fix)>M—¢

sortlorini, m = inf f(x) adadi 1so

l.vxeX f(x)=m;
2.Ve>03x"eX fix")<m+e

sortlorini 6doyirlor.

Funksiyann tokliyi v ciitliiyii. Torif 4. Ixtiyari xe X giymotindo
(-x)e X olarsa, X ¢oxlugu 0 ndqosind nozaran simmetrik coxlug adlanir.

Basqga sozlo, X ¢oxlugun hor elementi bu ¢oxluga 6z oks elementi ilo bi-
rgo daxil olarsa, X ¢oxlugu0 noqosine nazoron simmetrik ¢coxlug adlanir.

Torif 5. X ¢oxlugunda toyin olunmus y = f(x) funksiyasi o halda X
coxlugunda ciit funksiya adlanir ki:
1. X ¢oxlugu 0 ndégosine nozoron simmetrik ¢oxluqg olsun. yoni vxe X qiymo-
tindo (-x)e X sorti 6donsin;
2. vxe X qiymotinda f(-x)= f(x) boraborliyi 6donsin.

Torif 6. X ¢oxlugunda toyin olunmus y = f(x) funksiyasi o halda X
coxlugunda taok funksiya adlanir ki:
1. X coxlugu 0 ndqgasine nozoron simmetrik ¢goxluq olsun. yoni vxe X qiymo-
tindo(-x)e X sorti 6donsin;
2. vxe X giymotinda f(-x)=—f(x) baraborliyi 6donsin.

Cit funksiyanin torifindon do goriiniir ki, agor Oxy koordinat miistovisinin
hor hansi M(x;y) noqtesi ciit funksiyanin qrafiki tzorindadirso, M'(—x;y)

noqtosi do bu funksiyanin grafiki tizorindo y

olacaq. Bu noqtalar iso ordinat oxuna nes- \/\ /\L/

zoron simmetrik oldugundan, ciit funksiy-

asmin qrafiki ordina oxuna nozoron sim- o

metrik oayri olacaq (sokil 10) Sokil 10
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Tok  funksiyanin  torifindon  iso y

goriniir ki, Oxykoordinat miistavisinin

hor hanst M(x;y) ndqtesi tok funksiyanin

qgrafiki tizorindadirsa, M"(—x;-y)noqtasi do

bu funksiyanin qrafiki iizorinda olacagq. Sokil 11

Bu noqtalor iso koordinant baslangicina
nozoron simmetrik oldugundan, tok funksiyanin qrafiki koordinant bas-
langicina nazoron simmetrik oayri olacaq (sokil 11).

Funksiyanin monotonlugu. Forz edok ki, X' ¢oxlugunda toyin olunmus
y = f(x) funksiyasi verilmisdir. X c¢oxlugundan x, <x, sortini 6doyon ixtiyari
x; VO x,ndqtolori gotiirak.

Torif 7. x, < x, sortini 6doyon ixtiyari Vx,,x, € X qiymatlori li¢iin:
1. f(x,)< f(x,) sorti ddondikds y = f(x) funksiyas1 X ¢oxlugunda azalmayan;
2. f(x,)> f(x,) sorti 6dondikds y = 7 (x) funksiyasi X ¢oxlugunda artmayan;
3. f(x,)< f(x,) sorti 6dondikda y = f(x) funksiyas1 X ¢oxlugunda artan;
4. f(x,)> f(x,)sorti
0dondikdo y = £(x) funksiyasi I y

X ¢oxlugunda %.alan funksiya adlanir. \

~

[0 X

Sokil 13
/ azalan funksiya adlanir.

Sokil 12

X ¢oxlugunda ya artmayan, ya da azalmayan funksiya, bu ¢oxlugda mo-
noton funksiya adlanir (sokil 12 va 13) Artan va azalan funksiyalar1 onlardan
forqlondirmok {i¢iin bu funksiyalar1 ciddi monoton funksiyalar adlandirirlar
(sokil 14 va 15).
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L
L \ Sokil 15

0 X X

0
/ Sokil 14 \

Funksiyanin dévriliyi. Tutaq ki, y = f(x) funksiyasinin toyin olundugu X

coxlugu asagidaki sorti 6dayir: elo 7 > 0 odadi var ki, Vx € X elementi ligiin
(x+T)e X olacaq. Aydindir ki, bu halda

x+2T,x+3T,-,x+kT,-vox-T,x-2T,x-3T,--,x—kT,---

ododlori do X ¢oglugundan olacagq.
Torif 8. Vx e X iigiin

fx+T)=f(x) (D
boraborliyini 6doyon 7Tododi varsa, y = f(x) funksiyast X c¢oxlugunda dovri
funksiya, (1) barabarliyini 6doyan on Kigik 7 adadi iso y = f(x) funksiyasinin

dovrii adlanir.

T dovrli y=f(x) fun-

. oy o /’\\ /’\\ y ”\\ /,\\
ksiyasinin grafiki 7 uzunlug- " \/\

lu ixtiyari [x;x+ 7] pargasin-

[

da moalum olduqda, bu fun-

ksiyanin biitiin oxda qrafiki

onun [x;x+7T] parcasindaki

qrafikinin saga va sola siiriigdiiriilmasindon alinir.
§3. Sonsuz Kkicilon vo sonsuz boyiiyon funksiya. Onlarin asas xassalori
Sonsuz boyiiyon vo sonsuz kigilon funksiyalar anlayiglarini
daxil etmazdan 6nca bazi komokei anlayislar: daxi edoak.
a noqtosini 6ziindo saxlayan ixtiyari ¢oxlugq a noqtasinin

atrafi adlanir. a noqtoesinin atrafina daxil olan néqtalorin a Skl 17
9K1
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noqtosindon masafosi 0 adadindon kigikdirss, bu otraf a 7

noqtasinin J otrafi adlanir va U (a) kimi isara olunur: (sakil

18). U,(a)=1{x:|x—d|<8}=(a—6; a+5). a ndqtesinin &
otrafindan a ndqtosinin 6ziinii atdiqdan sonra alinan otraf

U,(a) kimi igsars olunur: Sokil 18

ljg(a)ng(a)\{a}:{x:0<|x—a|<5}=(a—5;a+5)\{a}:(a—5;a)u(a;a+5).

Ug(a)z{x<a:|x—a|<5}=(a—§;a) U-(@) U@
s\a) Usl\a

kS 3

isaro edib a noqtosinin sol & otraft ; - Y a

Uz (@)= (x> a:[x—d <5} = (a:a+0) sokil 19 U a)
isara edib a ndqtesinin sag o otrafi adlandirsaq,

Us(a)=(a~8a)U(a;a+8)=Us(a) VU (a)
alariq (sokil 19).

Tutaq ki, hor hansi X g¢oxlugu vo a noqtesi verilib. a noqtosinin
istonilon otrafinda X ¢oxlugundan homiso on azi bir element varsa, a noqtosi
X coxlugunun limit noqtesi adlanir.

Indi iso sonsuz bdyiiyen vo sonsuz kigilon funksiyalar anlayislarini daxil
edok.

Tutaq ki, a(x) funksiyasi verilmisdir vo a néqtesi X ¢oxlugunun limit
noqtosidir.

Torif 9. Ve>O0ododi iigiin 36 >00dodi tapmaq mimkiindiirso ki,
O<|x —a| < § miinasibatini 6dayen biitiin x noqtolorinde |a(x)<e berabersizliyi
0donsin, onda a(x) funksiyas1 x a-ya yaxinlasdiqda (vo yo x=anoqtoesindo)
sonsuz kicilon funksiya adlamr

Torif 10. vM >00dodi iiciin 39 >0adodi tapmaq mimkiindiirss ki,
O<|x —a| <& miinasibotini 6dayaen biitiin x ndqtelorinds |a(x)>M barabarsiz-
liyi o6donsin, onda «(x) funksiyasi x «-ya yaxinlasdigda (vo ya

x = andqtosindo) sonsuz boyiiyon funksiya adlanir.
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Teorem 1. 9gor a(x) funksiyasi x a-ya yaxinlagdigda sonsuz kigilon-

dirsa va sifirdan farqglidirss, onda 1 funksiyas1 x a-ya yaxinlasdigda son-

a(x)

suz boyiiyon funksiyadir. Torsina, ogor a(x) funksiyasi x «-ya yaxinlasdigda

sonsuz boyiiyondirso, onda 1 funksiyas1 x a-ya yaxinlasdigda sonsuz kigi-

a(x)
lon funksiyadir.
Isbati. Ogor a(x) funksiyasi x a-ya yaxinlasdigda sonsuz kigilondirsa,
torifo asasan,
Ve>035>0 Vx:0<|x—d|<d |a(x)|<e (2)
sorti 6donir. a(x) = 0 oldugundan, 0<|x-a| <& qiymotlorindo

1 1 1
= > —
a(x) |a(x)| £

C 1. o
baorabarsmzliyi dogrudur. M = = isars etsak, souncu barabarsizlikdon
&

>M

VM >0 35>0 Vx:0<|x—d|<5
a(x)

1

aliriq ki, bu da torifo osason,
a(x)

funksiyasinin x a-ya yaxinlasdigda sonsuz

boyiiyon oldugunu gostorir.
Torsing, ogor a(x) funksiyast x a-ya yaxinlasdiqda sonsuz boy-
tiyondirso, torifo asason,
VM >0 35>0 Vx:0<[|x—a|<d |a(x)>M (3)
sorti 6donir.Onda 0<|x-a| <& qiymatlorindd

1
a(x)

1+ 1
e M

borabarsmzliyi dogrudur. ¢ = % isara etsok, souncu borabarsizlikdon

YM >0 35>0 ‘v’x:O<|x—a|<§ <e

a(x)
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1

( )funksiyasmm x a-ya yaxinlasdiqgda sonsuz
o(x

aliriq ki, bu da torifo asason,

kigilon oldugunu gostorir. m

Bu teorem gostorir ki, sonsuz kigilan va sifirdan forqli funksiyamn tors
qiymotlorindon ibarat funksiya sonsuz béyiiyan va tarsina, sonsuz kigilon fun-
ksiyamn tars qiymoatlovindon ibarat funksiya sonsuz béyiiyondir.

Teorem 2. Ogor a(x) \) ﬂ(x) funksiyalar1 x «-ya yaxinlasdigda sonsuz
kigilon funksiyalardirsa, onda onlarin cobri comlorindon idarst olan
7(x)=a(x)+ B(x) funksiyasi da x «-ya yaxinlasdiqda sonsuz kigilon funksiya-
dir.

Basqa sozlo, sonsuz kicilon iki funksiyanin cabri comi da sonsuz kicilondir.

isbati. Bgor a(x) vo f(x) funksiyalari x a-ya yaxinlasdigda sonsuz ki-

cilon funksiyalardirsa, onda

Ve>035,>0 Vx:0<|x-a|<d, |a(x)|<% 4)
Vo

Ve>035,>0 Vx:0<|x—a|<d, |a(x)|<% (%)

borabaersizliklori 6denacok. & =min{s;;8,} se¢sak, 0<|x-q <o sotrini 6doyen Vx
qiymotlorinde hom 0<|x-a|<s, , hom do 0<|r—g|<d, sortlori 6dondiyindon,

hom (4), hom do (5) borabarsizliklori eyni zamanda 6donocok.Bu halda
()| =le(x) £ B(x)| <|a(x)| £|4(x)] < g +% -

alirig. Yoni
Ve>035>0 Vx:0<|x—a|<d |p(x)<e

Olacaq ki, bu da torifo osason, y(x)=a(x)*A(x) funksiyasimn x a-ya
yaxinlasdigda sonsuz kigilon funksiya oldugunu gostorir. m

Gostormok olar ki, sonsuz kigilon funksiyalarin noinki ikisinin cabri co-
mi, hotta ixtiyari sonlu saydasimnin cabri comi do comi sonsuz kigilon funksiy-
adir.

Teorem 3. Ogor a(x) Vo ﬂ(x) funksiyalart x a-ya yaxinlasdigda son-
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suz kigilon funksiyalardirsa, onda onlarin y(x) = a(x)f(x) hasili do x a-ya

yaxinlasdiqda sonsuz kigilon funksiyadir.
Basqa sozlo, sonsuz kicilon iki funksiyanin hasili do sonsuz kicilondir.
Isbati. ©Ogor o(x) vo B(x) funksiyalar1 x a-ya yaxinlasdiqda sonsuz kigi-
lon funksiyalardirsa, onda
Ve>036,>0 Vx:0<|x—d|<6, |a(x)|<e (6)

Vo Ve >0 lgiin, o ciimlodon
e=1 36,>0 Vx:O<|x—a|<52 |a(x)|<% (7)

borabersizliklori 6denocok. & =min{s;;8,} segsok, 0<|x-q <o sotrini 6doyon Vx
qiymotlorindo hom 0O<|x-d/<s, , hom do 0<|x—q|<d, sortlori ddondiyindan,

hom (6), hom do (7) barabarsizliklori eyni zamanda 6donacok.Bu halda
()] = |a(x) - B)| € Ja(x)]-[B(x) < e-1=¢
aliriq. Yoni
Ve>035>0 Vx:0<|x—d|<5 [y(x)<e
olacag ki, bu da torifo osason, y(x)=a(x)f(x) funksiyasmin x a-ya

yaxinlasdiqda sonsuz kigilon funksiya oldugunu gostorir. m

Gostormok olar ki, sonsuz kigilon funksiyalarin nainki ikisinin hasili,
hotta ixtiyari sonlu saydasinin hasili do comi sonsuz kigilon funksiyadir.

Teorem 4. Ogor a(x) funksiyas1 x a-ya yaxinlasdigda sonsuz kigilon,
ﬁ(x) funksiyas1 1sa x =a noqtesinin miioyyan otrafinda mohdud funksiyadir-
sa, onda onlarin y(x) = ¢(x)B(x) hasili do x «-ya yaxinlasdigda sonsuz kigilon
funksiyadir.

Basqa sozlo, sonsuz kicilon funksiyanin mahdud funksiyaya hasili sonsuz
kicilondir.

Isbati. (x) funksiyasi iso masdud funksiya oldugundan,

M >0 VxeX |B(x)<M (8)

barabarsizliyi dogrudur. «(x) funksiyalart x «-ya yaxinlasdigda sonsuz kigi-

lon funksiya oldugundan iso
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Ve>0 36>0 Vx:0<|x-a|<s |a(x)|<% 9)

sorti 6donacok. Onda 0<|x-q < ¢ sotrini 6doyon Vx qiymotlorinde ham (8), ham

do (9) barabarsizliklori eyni zamanda 6dondiyindon, bu halda
|7(x)| = |a(x) -ﬂ(x)| < |06(x)|-|ﬂ(x)| <M ﬁ .

aliriq. Yoni
Ve>035>0 Vx:0<|x—d|<5 [y(x)<e
olacag ki, bu da torifo osason, y(x)=a(x)f(x) funksiyasmin x a-ya
yaxinlasdiqda sonsuz kigilon funksiya oldugunu gostorir. m
§4. Funksiyanin limiti

Forz edak ki, har hansi bir X ¢oxlugunda toyin olunmus y = f(x) funksiyasi
verilmisdir vo andqtasi X ¢oxlugunun limit néqtosidir, yoni a néqtasinin
istonilon atrafinda X ¢oxlugundan homiso on azi bir element var.

Torif 11. 9gor elo sonlu A4 odadi varsa ki, Ve > 0odadi tliglin 36 > 0adadi

tapmaq miimkiindiirss ki, O<|x —a| <9 y

y=/f(x)

miinasibatini 6doyon biitiin x ndqtolo- A+f-.
rinds |f(x)-4/<e sorti 6densin, onda ; (4) A
A4 ododi  f(x) funksiyasinin a noqte- o

A U (@)U (a)
sindo limiti adlanir vo lim f(x) = 4 kimi e R

¥a 15} a—o a a+o .

isara olunur (sokil 20). Sokil 20

Ve>0 36>0 Vx: O<[r—a|<d |f(x)—A|<s<:>A=Li£1;1f(x)
Torif 12. Ogor elo sonlu A4 adadi varsa ki, Ve > 0adadi iiglin 36 > 0 odo-
di tapmagq miimkiindiirso ki, y y=f(x)
—0<x—a<0 minasibatini  6doyon
biitin x noqtelerinds |f(x)-4/<e sorti
O0donsin, onda 4 adodi f(x) funksiyasi-

nin a noqtosinds sol limiti adlanir vo

A= lim f(x) kimi isaro olunur (sokil Sokil 21

x—a-0
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21).
Ve>0 36>0 Vx: —0<x—a<0 |[f(x)-d<e= A= lim f(x)

x—a-0
Tarif 13. Ogor elo sonlu A4 adadi varsa ki, Ve >0 odadi tiglin 36 >0
odadi tapmaq miimkiindiirso ki, O<x—a <o
miinasibatini 6dayan biitiin x noqtalorinda

|f(x)-4|<e sorti 6densin, onda 4 odadi

f(x) funksiyasinin a noqtosinds sag limiti ad-

lanir vo A= lim f(x) kimi isars olunur
x—a+0
( sokil 22). Sokil 22
Ve>0 36>0 Vx: O<x—-a<d |f(x)-Al<ee A= Iimof(x)
xX—>a+

U,(a)={x:0<|x-a|<5}=(a~8a)u(aa+s),
Us(@)={x:-6<x-a<0}=(a~5;a),
Uf(a@)={x:0<x—-a<d}=(a;a+0)
borabarliklorini nazore alsaq, funksiyanin birtorafli (sol vo sag) limitlorinin vo
funksiyanin limitinin toriflorini asagidaki ekvivalent sokildo do yazmagq olar:

|i_l;nf(x)=A<:>V8>O 35>0 Vxeﬁg(a):(a—5;a)u(a;a+5) |f(x)—A|<a,

lim f(x)=4A<=Ve>0 36>0 VxeU;(a)=(a—5;a) |f(x)—A|<a,

x—a-0

lim f(x)=4< Ve>0 36>0 VxeU/(a)=(a;a+5) |f(x)—A|<8.

x—a+0

Indiiso f(x) funksiyasmnin - da limitina torif verok.
Torif 14. Ogor elo sonlu A4 odadi varsa ki, Ve >0 odadi iiglin 36 >0

odadi tapmaq miimkiindiirss ki, |x|> 6 miinasibatini 6doyan biitin x noqtale-
rinda |f(x)-4|<e sorti 6donsin, onda 4 adadi f(x)funksiyasmin co-da limiti

adlanir vo 4= lim f(x) kimi isars olunur
X—>00

Ve>0 36>0 Vx: [x[>5 |f(x)-A<e A=1im f(x)
X—>0

Torif 15. 9gor elo sonlu A4 odadi varsa ki, Ve >0 odaodi tigiin 36 >0

ododi tapmaq miimkiindiirss ki, x < -0 miinasibatini 6doyon biitiin x noqtalo-
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rinda |f(x)-4|<e sorti 6densin, onda 4 adodi f(x)funksiyasinin —oo-da limi-

ti adlanir vo 4= lim f(x) kimi isars olunur
X—>—00

Ve>0 36>0 Vx: x<-0 |f(x)—Adl<e< A= lim f(x)
X—>—00

Torif 16. Ogor elo sonlu A4 ododi varsa ki, Ve >0 odadi liglin 36 >0
odadi tapmaq miimkiindiirse ki, x> ¢ miinasiboatini 6doyon biitiin x ndqtolo-

rindo | f(x)-4|<e sorti 6donsin, onda 4 ododi f(x) funksiyasinin + co-da limi-

ti adlanir vo 4= lim f(x) kimi isars olunur
X—>+0

Ve>0 36>0 Vx: x>0 |f(x)—4<e<= A= lim f(x)

X—>+0

Gostormoak olar ki, 4 odadini f(x) funksiyasinin x=andqtosindo limiti
olmasi 1igiin zoruri vo kafi sart bu 4 ododinin  f(x) funksiyasinin

x =andqtosinds hom sol, hom ds sag limiti olmasidir.

AzliLT]f(x)@A: Iinjof(x): lim f(x)

x—>a+0

Dogrudan da 4=1lim f(x) is9, onda Ve >0adadi tligiin 35 >0 adadi var ki,

x—a

Vxe(a-0;a)u(a;a+ o) qiymatlorindo
f(x)—4dl<e (10)

miinasibati 6donocok.Onda (10) miinasibati hom biitin  x€ (a—J;a), hom

biitin  x e (a;a + ) qiymatlorinds 6donacok ki, demali hom A= Iim0 f(x),
x—a—

hom do 4= lim . f(x) olacaq, yani 4 adadi f(x)funksiyasinin x=anoqtoesinda

xX—>a+
hom sol, hom do sag limitidir.

Torsing, agor 4 odadi f(x) funksiyasinin x=a noqtosindo hom sol, hom

do sag limitidirso, yoni A= lim f(x)vo A= lim f(x) miinasibatlori 6danir-
x—a-0 x—>a+0
so,onda 4= lim f(x) miinasibatindan
x—a-0

Ve>0 36,>0 Vxe(a-0oya) |f(x)-4d<e,

A= lim f(x) miinasibatindon iso
x—>a+0

Ve>0 36,>0 Vxe(a,a+d,) |f(x)-4d<e
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alirig. 6 = min{d;;9,} se¢sak, sonuncu iki miinasibatden aliriq ki, elo sonlu A4
ododi var ki, Ve>0 ododi tgiin F6>0 ododi tapmaq olur ki,
Vx e (a-6;a)U(a;a+35) giymatlorinds |f(x)— 4 <& miinasibati ddonir, yoni

A adadi f(x) funksiyasinin x = a noqtasinda limitidir: 4=1lim f(x).

xX—a

Ve>0 F6>0 Vxe(a—5;a)u(a;a+5)|f(x)—A|<8<:>A:Iimf(x)

X—a

§5. Funksiya limitinin bazi xassalori

Tutaq ki, hor hans1 X c¢oxlugunda toyin olunmus y= f(x) funksiyasi
verilib vo a ndqtosi X ¢oxlugunun limit noqtesidir. f(x) funksiyasinin x=a
noqtesindaki limitini 4 ilo isara edok: 4=lim f (x).

Torifs asasan,

Ve>0 35>0 Vxe(a-Sa)u(wa+s) [f(x)-A<e (11)
sorti 6donir.
[/ (x)= 4| =alx) (12)
isars etsok, onda «(x) funksiyasi ligiin
Ve>0 36>0 Vxel(a-8a)u(ga+d) |alx)<e (13)
aliriq ki, buiso a(x) funksiyasmin x=a néqtesinds sonsuz kigilon funksiya

vo lima(x)=0 oldugunu gostorir. (12) sortindon f(x) = 4 + a(x) barabarliyi ali-

X—a

r1iq. Belalikls asagidpki teoremi isbat etmis olurugq.

Teorem 5. x =a noqtesindo f(x) funksiyasinin limitinin 4 adodina be-
rabor olmasi {i¢iin zoruri vo kafi sort ¢ noqtesinin miioyyon o otrafinda f(x)
funksiyasinin

f(x)=A+a(x) , Liiga(x)zo (14)

soklindo ayrilisa malik olmasidir.

§6. Limitlor iizorindo hesab amallori
Limitlor iizorindo hesab omallori asagidaki teoremo osaslanir.

Teorem 6. Ogor f(x)vo g(x)funksiualarinin x=a noqtosindo limitlori

varsa vo uygun olarag4 vo  Bododino  borabordirlorso, onda
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f(x)+g(x), f(x)—g(x), f(x)g(x),B=0sorti daxilinds iso @ funksiyasinin

g(x)

da funksiyalarinin da x =andqtesinds limitlori var vo bu limitlor, uygun ola-

raq A+B, A-B, AB va ; adadlarinsg barabardir:

im(7(2) £(0)= A+ 5 (15)

() &(x)= 4~ 5 (16)
(7 () e(x) = 4-5 (7)
imM = 4

o glx) B’ -

Isbati. 4 =limf (x) vo B =lim g(x) oldugundan, teorem 5-o asasan, a noqte-
sinin miivayan otrafinda f(x) vo g(x) funksiyalari. uygun olaraq
flx)=4+alx) , Liiga(x)zo (19)
\£)

glx)=B+px), limp(x)=0 (20)

soklindo ayrilislara malikdirlor.Onda f(x)+ g(x) funksiyasinin

f(x)+g(x)=A4A+a(x)+B+p(x)=A+B+a(x)+ p(x)=A+B+y(x) (21)

7(x)
soklinds ayrilist olar ki, burada y(x) funksiyasi iki sonsuz kigilon a(x) vo £(x)
funksiyalarinin comi kimi sonsuz kigilon funksiyadir.Funksiyanin limiti hag-
qinda zoruri vo kafi sort olan teorem 5-9 osason

/(<) ¢(c)= 4+ 5

aliriq.
Analoji olaraq f(x) — g(x) funksiyasi tigiin

f(x)-gx)=A+a(x)-B-p(x)=A-B+a(x)-B(x)=A-B+0(x) (22)

(x)

f(x)g(x) funksiyasi iigliin
f(0)g(x) =(4+a(x))-(B+p(x)= 4-B+(Ba(x) + AB(x) + a(x) (x)) = A+ B+v(x) (23)

v(x)
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S funksiyas: {igiin 159
g(x)

S(x) A_A+alx) A_A-B+B-a(x)-4-B—A4-B(x) _ B-a(x)—4-p(x) _

g(x) B B+p(x) B B[B + B(x)] ~ B[B+B()]
- Ba()- 4 pE))= )
B[B + A(x)]
ulx)
vaya
L) = ) (24)

ayrilislarini aliniq ki, burada 6(x) funksiyasi sonsuz kigilon a(x) vo A(x) fun-
ksiyalarmin forqi kimi, v(x) funksiyasi sonsuz kigilon Ba(x), 48(x) vo a(x)AB(x)

funksiyalarimin comi kimi, u(x) funksiyasi iso sonsuz kigilon Ba(x)- A48(x) fun-

ksiyasinin mohdud funksiyasina hasili kimi sonsuz ki¢ilon funksiya-

B[B+p(x)]
lardirlar.
Teorem 5-0 asason, (22), (23) vo (24) ayrilislarindan, uygun olaraq, isbat-

lar1 talob olunan

lim(/(x)-g(x))=4-5,

X—a

lim(/(x) glx))=4-B ,

Iimﬂzé
B

= g(x)

borabarliklorini aliriq. m

§7. Barabarsizliklords limit amaliyyati

Teorem 7. Hor hansiX ¢oxlugunda toyin olunmus f(x)funksiyasi
Vxe X lgin f(x)>A (f(x)<A) barabarsizliyini 6dayirss vo bu ¢oxlugun hor

hansi x =a ndéqtesinds limf(x)=4 limiti varsa, onda 4>A (4<A) barabarsiz-
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liyini 6donacok.

Isbati. Teoremin isbatin1 vxe X iiciin f(x)<Ahall {iciin aparaq. VxeX
ligiin f(x)< Ahalinda teorem analoji tisulla isbat olunur.

Oksini forz edok. Forz edok ki, vxe X fUgilin f(x)<A barabarsizliyini

0dondiyi halda 4 > A olur. 4 > Aborabarsizliyindon 4-A>0aliriq.
A=lim f(x) oldugundan, V& > 0adadi ii¢lin 36 >0 var ki, Vxe (a—&;a)U(a;a+5)

qiymotlorinda |f(x)-4|<¢ , yaxud
A-s< f(x)<Ad+e (25)

borabarsizliyi 6donir.

(25) borabarsizliyi Ve >0 ilgilin, o ciimlodon ¢, = >0 odadi iigiin

sdenmolidir.  Odur ki, gozA—;A ododi iigiin elo  s,ododi var ki,

Vx, € (a—35,;a)u(a;a+6,) qiymatlorinda

A AeA_2edid_ A8 e,

A

yoni f (x)> A borabarsizliyi aliriq ki, bu da  vxeX lgiin f(x)< Asortino zid-

dir. Demali, forziyyomiz dogru deyil: 4> A ola bilmoz, 4<A olmalidir. m
Qeyd edak ki, teoremin sortindaki f(x)<A vaya f(x)>A borabarsizliklori
0z geyri ciddiliyini itirdikds belo, yoni [ (x) <A vaya f(x)>A barabarsizliklori

ilo ovoz olunduqgda da, hokmdoki geyri ciddi 4<A vo 4> A borabarsizliklori 6z

qlivvesini saxlayir. Mosolon, f (x)=1 funksiyasinin x>0 qiymatlorinds f(x) >0
X

borabarsizliyini 6domosine baxmayaraq, x— +wo-da limiti sifira borabordir:

lim £(x)=lim2 = 0.

X300 -0 x
Demoli, baraborsizliklards limit amaliyyati zamant barabarsizlik an uzag
o0z ciddiliyini itira bilor.
§8. Arahq funksiyamn limiti haqqinda teorem.
Teorem 8. (arahq funksiyanmn limiti hagqinda teorem). X coxlugunda toy-

in olunmus f(x),g(x) vo A(x) funksiyalar1 vx e X qiymotlorindo
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S (x) < g(x) < h(x) (26)
borabarsisliklorini 6doyirso vo hor hansi x =a noqtasinds f(x) va h(x) funksiy-

alarmin 4 odadina borabar limitlori varsa 4=limf(x)=limh(x) , onda g(x) fun-

ksiyasinin da x =a noqtosinds limiti var vo bu limit do elo homin 4 adading bo-

rabordir: limg(x)=4.

Isbati: 4=limf(x) oldugundan, ve>0 35,>0 Vxe (a—d,,a)u(a;a+3d;)

If(x)-4l<e voya Ad-e<flx)<Ad+e (27)

barabarsizliyi, A=limh(x) oldugundan iso, Ve>0 35, >0

Vx e (a-35,a)u(a;a+6,)
h(x)-Ad<e voya A-e<hlx)<A+e (28)
barabarsizliyi dogrudur. § = min{s,;5,} se¢sak,
Vx € (a—&;a)U(a;a + ) qiymatlarinda (27) va
(28) borabarsizliklorinin har ikisi eyni za-
manda 6donidiyindan, (26) barabarsizliyin-

don A4-e< f(x)<g(x)<h(x)<4+e vaya

A-e<g(x)<A+e , yaxud

|g(x)—A|<g

aliriq ki, bu isa 4 =limg(x) oldugunu gostorir. m

§9. Birinci gorkomli limit-sonsuz kicik qovsiin sinusunun qovsiin

uzunluguna nisbatinin qovsiin uzunlugu sifira yaxinlasdigda limiti.

Morkoazi koordinat baslangicinda olan vahid radiuslu ¢evra ¢okak va bu
¢evra tlizorindo qovsiiniin uzunlugu miisbot x radian olan 4B qovsii ayiraq.
Bnoqtasinda ¢evraya toxunan ¢okok. Onodqtesi ilo 4ndqtesinin birlosdiran
L diiz xottini ¢okok. Bu 4B qovsiiniin morkozi busagi absis oxunun miisbat is-
tigamoti ilo saat aqrobinin oksi istigamatindo x radian olan bucaq omolo goti-
rir.Vahid radiuslu ¢evronin radiuslar kimi, |04|=|0B|=1oldugundan, diizbucaq-

40

Ii 04Digbucagindan
eXl

=sinx, buradan iso |4D|=sinx, diizbucaqh
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.. < BC . y
OBCii¢cbucagindan u =tgx, buradan 1iso
05| C
|BC| =1tgx aliriq (sokil 24).
Sokil 24-don do goriindiiyii kimi x
(0] D |B x
Saoa <Sseroas <Saocs-
Buradan
Sokil 24
1|OB|-|AD|<1x<£|OB|-|BC| voya
2 2 2
1. 1 1
—SNx<—x<—igx,
2 2 2
alinmis borabarsizliyin hor torafini 2-yo vurdugdan sonra iso
Sinx < x < tgx (30)

borabarsizliklori aliriq. (30) barabarsizliklorinin hor torofini sinx >0 ifadosing
bolsok

1<

1 sinx
—< voya cosx<——x<1
sinx cosx x

borabarsizliyini, alinmis barabarsizliyin har torofini (-1) -0 vurdugdan sonra iso

sinx
-1<—-———< —COSx
X

borabarsizliyini almis olariqg.Sonuncu boraborsizliyin hor torofino 1olavo
edib,1- cosx = 2sin? % diisturundan istifads etsok

O<1—Smx

<1-cosx =2sn’> (31)
b 2

alariq. 0<s n% <1 qiymsotlorinds sin? % <s n% oldugunu vo kigik xbucaqglan

liclin sinx <x barabarsizliyini do nozors aldiqda i1ss (31) barabarsizliyindon

O<1_S|nx

<2sin?Xcgnt <X oy,
X 2 2 2

yoni

0<1—Smx

<X
X

barabarsizliyi alinir. Alinmis sonuncu barabarsizliklordox — 0 sorti daxilinda
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limito kegsok va lim0=0, limx=0 oldugunu nozoro alsaq, araliq funksiyanin

limiti hagqinda teoremao asason,

Iim(l—smszo,

x—0+ X

buradan isa

. Sinx . Sinx
1-1lim =0 vaya lim =
>0+ x >0+ x

1

barbarliyini almis olariq.
9gor y <0 bucagigotiiriib, x = —y ovozlomosi aparsaq, x>0 vo siny funu-

styasinin tok funksiya olmasinni nozors alsaq,

. Sin . sin(— . Sinx
|Im—y=|lm ( y):llm =1
y—0- y y—0- (_y) =0+  x
aliriq.
. Snx . Snx
lim = lim =1
x—0+ X x—0— X
oldugundan,
. Sinx
lim =1
x—0 X

borabarliyini aliriq.

X—>0 X

§10. ikinci gorkomli limit: Iim[1+ lj —e

Molumdur ki,istonilon natural nododi iiglin x, = (1+ 1) ardicillig1 artan
n
ardicilliqg olub, yuxaridin 3adadi ilo mohduddur.Yuxaridan mohdud artan ar-

dicilliq y1gilan oldugundan, x, = (1+ Ej ardicilliginin limiti var vo Iim(1+ i) =e
n

n—>0 n

isars olunur.

Ixtiyari x odadi éziiniin tam [x] vo kosr {x} hisssinin cominden ibaratdir:
x = [x]+{x}. [x]=n ilo isars edok.Onda
x =n+{x}
alariq. x ododinin kosr hissasi0 < {x}<1oldugundan,

n<x<n+1 (32)
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boarbarsizliyi dogru olacaq. (32) borabarsizliyindon

RS

n+l x n
alinmis bu barabarsizliyin har torofine 1 olvo etdikdo iso

c1elagd (33)
n+l X n

1+

borabarsizliyini almis olariq.(32) vo (33) borabarsizliklorindon (1+£jv ifadosi

X

(1+ 1 j £(1+ ! j <(1+1jv £(1+1j <[1+1j (34)
n+1 n+1l X n n

soklindagiymaotlondirme alinir ki, buradan da

ucun

n+l n+l
1Y 1 1l (1+ 11j Iim(1+ 1:J
Iim(1+—] :Iim(1+—j — lim~_"* _ n+t _e
n+1l

=—=8e
n+l

C C imase + ] 1
n+1 n—» n+1
n+l n n
|im(1+1] _ Iim{(hlj (1+1ﬂ _ Iim(1+1J Iim(1+1J —edl-e
n—wo n n—>00 n n n—oo n n—o0 n

boraborliklorini vo »n — woqiymatlorindo x — woldugunu nozors almagqla (34)

n—>0 n—>0

Vo

borabarsizliyinds n — «wosorti daxilinds limito kegsok, araliq funksiyanin limiti

hagqinda teorema asasan,

Iim(1+ ljx iy (35)

X—>0 X

boraborliyini almis olariq.

(35) boraberliyinda y=1 ovazlomosi aparmagqla x=é alariq. x > x
X

qiymatlorinds y — 0oldugunu nozors almagqla (34) boraborliyindon ikinci gor-

komli limitin digor formasi olan

lim(i+ ) =e (36)

y—0

baraborliyini almis olurugq.
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§ 1. Funksiyanin noqtada kasilmozliyi.

Forz edok ki, hor hansi X ¢oxlugunda toyin olunmus f(x) funksiyasi
verilmisdir vo x, noqtesi X coxlugunun limit noqtosidir, yoni x, ndqtosinin
istonilon otrafinda X g¢oxlugundan oan azi bir element var.

Torif 1. x,noqtasinda f(X) funksiyasinin limiti onun bu néqtada gqiymatina
barabardirsa, f(X) funksiyast x, noqtasinds kasilmoz funksiya, X, noqtasi iso

f (X) funksiyasinin koasilmazlik néoqtasi adlanr:

lim f(x)= f(x,). (1)

Funksiyanin noqtods kosilmazliyinin bu
torifindo yalniz birtorafli (sol vo sag) limitlordon
istifada olunarsa, funksiyanin bu ciir kasilmozliyi

do mifafiq olaraq birtorofli (sol vo sag)

kasilmazlik adlanir.

Sakil 1

Torif 2. X, noqtasinds f(X) funksiyasinin
sol (sag) limiti onun bu noqtads qiymatina barabardirsa, f(X) funksiyasi X,
noqtasinda soldan (sagdan) kasilmaz funksiyaadlanr:

lim (0= 1(¢,) ( lim 1()= 1(x,))

Limitin  analoji

y y
xassasindan 1stifada /f /I
A Abeooo

edorok, gostormok olar |
ki, funksiyann hor B[ / Bl /
hans1 noqtads kosilmoz X 0] I

y

O
olmasi i¢iin zoruri vo /| Sokil 3
Sokil 2

kafi sort onun homin
noqtodo hom soldan, hom do sagdan kosilmoz olmasidir.

Funksiyanin noqtods limitin «& -5 dilindo» torifindon istifado etmoklo,
(1) baraborliyindon funksiyanin néqtads kasilmozliyinin «& -4 dilindo»
asagidaki torifini almaq olar.

Torif 3. Ve >0 adadi iiciin 35 >0 adadi varsa ki, vx e (x, —5;%,)U(X,; %, +5)
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qiymotlarinda \ f(x)-f (Xo] < & barabarsizliyi 6dansin, onda f(X) funksiyast X,
noqtasindo kasilmaz funksiya adlanir.
Koasilmazliyin bu torifini riyazi montiq simvollari ilo
Ve>0 36>0 Vxe (x—8;%)U(x;%+6) [F(X)— f(x ) <& (2)
soklindo yazmagq olar.

lim x = X, oldugundan, (1) barabarliyini

X=X

lim f(x)= f(lim x) (3)

soklindo do yazmaq olar. (3) boraborliyi funksiyanin kosilmozlik noqtesindo
limito keg¢dikdo limitl omoliyyati ilo funksiya omoliyyatin ardicilligini
doyismoyin miimkiinliiyiinii gostorir.

Sabit f(x,) odadinin limiti kimi 6ziino barabar oldugundan, onu (1)
boraborliyinin sol torofino kegirib limit isarosi daxilino salsaq, x—x, vo

(x—X,) — 0 ifadalorinin eynigiiclii oldugunu nazors alsaq, (1)baraborliyiyndon

lim [f(x)— f(x,)]=0 (4)

(%) 0
borabarliyini aliriq.
x—x, forqini Ax ilo isars edib x, noqtosindo arqument artimi, f(x)- f(x,)
forqini Ay ilo isars edib x, noqtosinds funksiya artimi adlandirsaq
AX=X—=X,, Ay = F(X) = f(X,) = F(X, +AX) = F(X,)
alarig. Bu zaman (4) baraborliyini

lim Ay = 0 (5)

AX—0
soklindo yazmaq olar ki, asagidaki sokildo ifado etmoklo ona kosilmozliyin
novboti torifi kimi baxmaq olar.

Torif 4. Sorbast x dayisaninin X,néqtasindaki artimu sifira yaxinlagdigda
f (X) funksiyasimin da X,néqtasindoki artim sifira yaxwmnlaswrsa, f(X) funksiyasi
Xo noqtasinda kasilmaz funksiya adlanuwr.

Yoni, kasilmaz funksiyamin arqument artimu 0-a yaxinlagdigda, funksiya
artimi da 0-a yaxwnlasr.

(5) boraborliyine kosilmozliyin novboti torifi kimi baxmaq olar vo
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elementar funksiyalarin kosilmozliyini gostormok fii¢iin mohz sonuncu bu

torifdon istifada olunur.

§ 2. Noqtados kosilmoz funksiyalar iizorinds hesab amoallori
Funksiyanin noqtodo limiti iizorindo hesab omollorinin totbiqindon
asagidaki teoremin dogrulugu alinir.

Teorem 1. Ogor f(X)ve g(x) funksiyalar1 hor hansi X, noqtesindo
kosilmozdirsa, onda f(x)+g(x), f(X)—g(x), f(x)g(x) funksiyalari, olavo
f(x)

olaraq g(x,)#0 sorti 6dondikdo iso —~ funksiyasi da x, noqtesindo

g(x)
kasilmozdirloar.

Isbati: f(x)vo g(x)funksiyalar1 x,ndqtosinda kosilmoz oldugundan

lim f(x)= f(x,) (6)

X=X,

Vo

lim g(x) = g(x,) (7)

X=X,
barabarliklori 0danir.

Limitlor tizarinda hesab amollrini nazars alsaq.

im0+ o0 lim 1)+ lim ()= 15, o)
im0 o0l 1) i 0(0)= 1) o(x
[ () 9GO tim £(¢)]-|tim 90| = £(x,)-9(x,)

lim f(x)
g(x,)=0 sorti 6dondikds isa lim ) _oon 7 1lx) barabarliklori aliriq ki,

ong(x) lim g(X) g(xo)

X—>Xo

f(x)

onlar da miivafiq olaraq f(x)+g(x), f(x)-g(x), f(x)g(x), —— funksiyalarinin

g(x)

X, noqtalerinds kesilmoz olduqlarini gostorirlor.m

§ 3. Funksiyanin kasilmo néqtalorinin tosnifati

Funksiyanin noqtads kosilmozliyinin torifino asasan, f (x) funksiyasini
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X, noqtesinda lim f(x) limiti, onun bu néqtadoki f(x,)qiymatine barabordirsa,

X—>Xq

f(x) funksiyas1 x, noqtesindo kosilmoz, X, noqtesi iso f(X)funksiyasini

kosilmoazlik néqtasi adlanir. 9ks tadqirds yoni ya funksiyanin bu néqtods limiti
yoxdursa va ya funksiyanin noéqtods limiti varsa, lakin funksiyanin homin

noqtadaki qiymati ilo ist-iista diismiirss, onda x,noqtesi f(X)funksiyasinin

kosilmo noqtosi adlanir. Funksiyanin kosilmo vy

noqtalori I vo I ndv olmagqla iki noéve ayrilir. N /\//
1) X, noqtesi o halda f(x)funksiyanin I név e :
kasilma noqtasi adlanir ki, f(x)funksiyasinin X, /
0 / Xo X

noqtosindoki birtoraofli (sol vo sag) lim f()ve

lim0 f(x) limtlor1 sonludur, lakin onlar bir-birina

X=Xy +

barabar deyil (sakil 4).
y
2) Xonoqtesi o  halda —_|
f(x)funksiyasmnin Il nov kasilmo

noqtasi adlanir ki, bu

noqtado f (X) funksiyasinin  birtorofli O

(ya sol, ya sag) lim f(x)ve lim f(x)

<

limitlardon he¢ olmazsa biri vo ya hor

ikisi sonlu olmasin (sakil 5).

§ 4. Parcada kosilmoz funksiyalar vo onlarin asas xassoalori

(a;b) intervalinda toyin olunmus v (a;b) intervalinin hor bir xnoéqtasinda

kosilmoaz olan f (x) funksiyasi (a;b) intervalinda kasilmoz funksiya adlanir.

[a;b] pargasinda toyin olunmus: y
1) bu parcasinin daxilinds yani (a;b) intervalinda
kasilmoaz; /\/‘
2) parcanin sol ucii olan andqtosindo sagdan |
kasilmaz lim f(x)= f(a) ; o) @ Sokil 6 b X

x—a+0
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3) parg¢anin sag ucii olan b ndqtasinda soldan kasilmaz lim f(x)= f(b)

x—b-0
olan f(x) funksiyasi [a;b] parcasinda kosilmoz funksiya adlanir (sokil 6).
Isbatsiz olaraq parcada kesilmoz funksiyalarin asagidaki xasselorini qeyd edok.
Xassa 1. (koasilmaz funksiyamn isarasinin dayamqhgi) (a;b)intervalinda

kosilmoz olan f(X)funksiyast hor hansi

X, € (a;b) noqtosinds f(x,)#0 giymati alirsa, y F(x)

onda X, noqtesinin elo otrafi var ki, bu

otrafdan olan biitiin noqtalorda

f (X) funksiyasinin aldigi qiymatinin

O] ax,—-6 X, X, +6 b X

isarasi f (X,) glymatinin isarasi ils eyni olacaq
(sakil 7).
Xassa 2. [a;b]parcasinda kosilmoz olan

f (xX) funksiyas1 parganin uc ndqtesindo

miixtolif isarali qiymsotlor alirsa, bu parganin

daxilindo elo cnoqtesi var ki, bu noqtode ~5 3 c\/::b X
funksiyanin qiymoti sifira borabordir: f(c)=0 Sokil 8
(sokil 8).

Xassa 3. [a;b] parcasinda kosilmaz olan f (X) funksiyasi bu par¢adan

aldig1 iki qiymot arasinda biitiin qiymatlori alir.

f(a)=A, f(b)=B VCe (min{A; B}maX{A; B}) y

. f(c)=
dce(asb) f(c)=C 8= feb)

Bu xasso onu gostorir ki, parcada

kosilmoz funksiyanin aldigr qiymatlor

coxlugu ayri-ayr1 noqtolorin - ¢oxlugu A=f(@) [--s

>
> - ---
>

deyil, miioyyon araliq toskil edir (sokil 9). ol a c b X

Xasso 4. [a;b]parcasinda kosilmaz Sokil 9
olan f(x)funksiyasi, ham do bu parcada mahduddur (sokil 10).

Xasso 5. [a;b]parcasinda kosilmoz olan f(x)funksiyasi bu parcada
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oziiniin an boyiik vo an kigik giymotlorini alir: 3x,,x, €[a;b], f(x)=m = inf f(x)

f(x,)=M =sup f(x) (sokil 11).
[a;b]

y y
M =sup f(x)
[a;b]
m =inf f
inf 1) S
© Sokil 10 b X Ol agukilnn X X b X

S.Y. Oliyev. Ali riyaziyyat kursundan miihaziroalor. Baki, 2007



Melikov Behruz

Diferensial hesabi

§ 1. Toromo anlayisi. Toromonin hondasi vo fiziki mahiyyati

Bir ¢ox totbigqi masololorin hollindo funksiya artimimmin arqument
arttimima olan nisbatinin arqument artima  0-a uaxinlasdigda limitini
hesablamaq lazim golir.

Forz edok ki, hor hansi X ¢oxlugunda toyin olunmus y = f(x) funksiyasi
verilmisdir vo x, e X ndqtasing elo Ax artimi veroak ki, (x, +Ax) e X sorti 6donsin.
y = f(x) funksiyanin x, ndqtosinds artimi Ay = f(x, + Ax) - f(x,) olacaq.

Torif 1. xynéqtasindo f(x) funksiyasiminAy = f(x,+Ax)— f(x,) artimininin
sarbast doyisonin Ax artimina nisbatinin Ax — 0 sartinda limiti (agor bu limit
varsa) f(x) funksiyasimn x, noqtasindo toromoasi adlamr f['(x,) kimi isara

olunur:

Ay
f ()= lim (1)

9gor funksiyanin néqtodoki téromasinin torifinds yalniz birtorafli (sol va
sag) limitlordon istifado olunarsa, onda bu toromolor do miivafiq olaraq
birtarafli (sol vo sag) toromalor adlanir

Torif 2. x,néqtasinda f(x) funksiyasimnAy = f(x,+Ax)— f(x,) artinininin
sarbast dayisonin Ax artimina nisbatinin Ax — 0 sartinda sol (sag) limiti (agar bu

limit varsa) f(x) funksiyasimin x, néqtasinda sol (sag) toramasi adlanwr f'(x,)

( f(x,))kimi isara olunur:

f(x) = Ey (2)
£l = A}gnf; (3)

Limitin analoji xassesindon istifado edorok, gostormok olar ki,

f(x) funksiyasinin x, néqtosinds f'(x,) toromasinin olmasi iiglin zoruri vo kafi

sort, onun bu noqtods sag va sol téromolorinin olmasi vo téromolorin bir-birino

barabar olmasidir:
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JREHEINENE 4)

Bu halda 7'(x,)= f'(x,) = f.(x,) olacaq.

Indi 189 y
toromo  anlayi- S (xo +4%)
smnin hondoasi vo ;((2;
fiziki mahiy- f(xy)
yatlorini sorh Sokil1 1)
edok. Funksiya
artiminin ' a- /g

Ay = f(x, +Ax) - f(x,) 1fadasini toromonin (1) diisturunda noazors alsaq

S(xy+Ax)— f(x,)
Ax

fy(xo) = Al)}_r{lo
alarq.

S(xy +Ax)— f(x,) _PM
Ax  M,P

Sokil 1-don gorindiyi kimi, =tga =k oldugun-

dan, % nisboti hondosi olaraq, funksiya qrafikinin M (x,; f(x,)) Vo

M(x, + Ax; f(x, + Ax)) néqtalorini goran vatorin bucaq amsalini ifads edir.
Ax — 0 sortindo M noqtesini funksiyanin qrafiki boyunca M, noqtosino
yaxinlagdigindan. limit vaziyystinds M, vo M noqtslorini goran vator M,

noqtasinds funksiyanin grafikinoe ¢okilmis toxunana ¢evrilir:

f(xo)—Aliin()E—Aliirl()k—Al)}inotga—tg(gin()aj—tga =k .

Demoli funksiyanin f'(x,) toromosi hondosi olaraq, bu funksiyanin
qrafikine absisi x, olan ndqtads ¢okilmis toxunanin bucaq omsalimi ifads edir.
Onda y = f(x) funksiyasinin grafikine, bu qgrafik tizorinds olub absisi x, olan
M,(x,; f(x,)) noqtesindo ¢okilmis téxunanin tonliyi M, (x,;y,) noqtesindon
kecon, bucaq amsali £* = f'(x,) adadina barabar diiz xattin tonliyi kimi

y=yo=1f (x)(x=xp),

soklinda, y, = f(x,) qiymatini nozors aldigda iso
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¥ = L)+ f ()= x,) (5)
soklinda olacaq. (5) tanliyi y = f(x) funksiyasinin grafikinos, bu qrafik iizorinda
olub absisi x, olan M (x,; f(x,)) néqtasinds ¢akilmis t6xunanin tonliyi adlanir.

Toromonin fiziki mahiyyatini izah etmok ti¢iin diiz xott boyunca horokot
edon vo ¢ zaman miiddstindo

So =f ()  AS = f(t, +A1)~ f(1,)

S = f(t) masafasini gat edon maddi

S, =f(, +Ar)

noqtonin doyisonsiirotli horokatino Sokil 2

baxaq (sokil 2).
AS =S(t, + A1) = S(t,) = f(t, + A1) — f(1,)
forqi A+ zaman miiddotindo bu maddi ndqtonin got etdiyi mesafoni ifado

ﬁ_ f(to +At)_f(to)
At At

etdiyindon, nisbati, A+ zaman miiddotindo bu maddi

_Ez f(to"'At)_f(to)

-n1 ifads edocak: v,,, =
At At

noqtonin orta harakot siirati v

orta

At — 0 sortindo orta siirat ani siiroto ¢evrildiyindon,

Py - tim LGt AD =)

At—0 At At—0

=limv, =v

orta ani 9

toromo fiziki olaraq diiz xott boyunca doyisonsiiratli horokot edon maddi

noqtonin ani siiratini ifado edacok.

§ 2. Toromonin hesablama alqoritmi

Toromonin

f'(x)zgg%zf(x+?_f(x) (1)

torifindon goriindiiyii kimi, verilmis f(x) funksiyasinin hor hansi x ndéqtoesindo
f(x) toromosini:
1. Ay= f(x+Ax)- f(x) funksiya artimini;

2. Funksiya artimininin arqument artimina olan Ay _ S+ A0 = /(%) nisbatini;

3. Funksiya artimininin arqument artimina olan nisbatinin arqument artimi 0 -

a yaxinlasdigda f'(x)= lim % limiti kimi hesablamagqla tapmaq olar.
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Bu prosesin yuxarida gostorilon ardicilligla aparilmasi téramonin
hesablama alqoritmi adlanir. Bu alqoritmdon istifado edorok boazi elementar

funksiyalarin toromalori iigiin diistur ¢ixaraq.

I. Sabit funksiya : f(x)=C =const

1. Funksiya artimini Ay = f(x+Ax)- f(x)=C-C=0;
2. Funksiya artimininin arqument artimina olan nisbati Y = % — g ;

3. Funksiya artimininin arqument artimina olan nisbatinin arqument artimi 0-

a yaxinlasdigda limiti kimi £'(x) = lim &y _ lim0=0.

A—)OAX

Demoli, sabitin funksiyanin toramasi 0-a barabardir: (C) =0

I1. Qiivvat funksiyas1 f(x)=x".
1. Funksiya artimin1 Nyuton binomu diisturuna oasason
Ay=f(x+Ax)— f(x)=(x+Ax)" —=x" =C'x" + C)x" " (Ax) +-+-+ C" ' x(Ax)"" +

n(n-1)

+C'(Ax)" —x" =x" +nx"" Ax + 5

X" (Ax)” +-+ + nx(Ax)" + (Ax)" ;

2. Funksiya artimininin arqument artimina olan nisbati

n—1 n(n 1) n 2 n(”l - 1) n-2 2
ﬂ_n.x A+ —— 5 (Ax)* +...+ (Ax)" n_xn_l_Ax+Tx (Ax) .
Ax Ax Ax Ax

R C N Gl R Ax 4.+ (Ax)"
Ax 2

3.Funksiya artimminin arqument artimina olan nisbatinin arqument artimi 0 -

a yaxinlasdigda limiti kimi

Ay q nn=1) ., 1
x—hm—:hm L e "2 Ax .+ (AX)™ —hmnx s
f (@)= lim % 90[ . (Ax)
+1im{M "2 Ax}u + lim (Ar)"™ =",
Ax—0 2 Ax—0

Demoli giivvat funksiyasinin toromasi (x") =nx""

ITI. Loqarifmik funksiya : f(x)=log, x, (0<a=1) .
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1.Funksiya artimini
Ay = f(x+Av)— f(x) = log, (x + Ax)— log, x = log, 2% = log, 14+ 2%);
X X

2.Funksiya artimininin arqument artimina olan nisboti

log, (1+—)
Ay a X 1 Ax, 1 x Ax Ax =
—=——=—1log, (1+—)=——1 1+— ——lo 1+—A"
g4 ( x) . g.( x) g.( )

3.Funksiya artimininin arqument artimina olan nisbatinin arqument artimi 0 -

a yaxinlasdigda limiti kimi

Ay 1 Ax — 1 Ax 1 } Ax —
X —hm—:hm—lo 1+—A":—11m 1+— Ar:—lo Iim(1+—)% | =
S (= lim = lim ~log, (1 T = lim 1+ 25 = g{mg x)}
1 1 1
=—log, e= = .
X x-log,a x-lna

Demoli, logarifmik funksiyasinin toramasi : (log, x) =

xInag
Xiisusi halda a=e qiymotindo log,x=Inx oldugundan, Ine=log,e=1

barabarliyindon istifado etmokla, bu funksiyanin téramosi tigiin

(Inx) =—— =

aliriq.
IV. f(x)=sinx
1.Funksiya artimini

AJ’=f(x+AX)—f(X)=sin(x+Ax)—sinx=2sinx+A2X—x_COSx+Ax+x _

2x + Ax

= ZSingcos = 2sin£cos(x+£);
2 2 2

2.Funksiya artimiminin arqument artimina olan nisboti

2sin Ax cos(x + g) sin Ax
Ay 2 2

Ax
— = = -cos(x+—);
Ax Ax Ax 2

2
3.Funksiya artimininin arqument artimina olan nisbatinin arqument artimi 0 -

a yaxinlasdigda limiti kimi
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oy Ay
0= im0 = i,

2 . lim cos(x +£) =
Ax Ax—0 2

=1- cos{ lim (x + %)} = cos{ lim x + lim ﬂ} =cos(x+0)=cosx.

Ax—0 Ax—0 Ax—0 D

Demoli, sinx funksiyasinin toromasi : (sinx) =cosx.
V. f(x)=cosx
1.Funksiya artimini

X+Ax—x . x+Ax+x
-sin =

Ay = f(x+ Ax)— f(x) =cos(x + Ax) —cosx = —2sin 5

. Ax . 2x+Ax
= -2sin —sin

=-2 singsin(x + ﬂ) ;
2 2
2.Funksiya artimiinin arqument artimina olan nisbati

—2sin——sin(x+—) sin——
& _ 2 202 e+ DY,
Ax Ax Ax 2

2

3.Funksiya artimininin arqument artimina olan nisbatinin arqument artimi 0 -
a yaxinlasdigda limiti kimi

sin— sin—

-sin(x + ﬂ) =—lim
2 Ax—0

70 = tim 2 = lim| -

. Ax
-lim sin(x +—) =
A0 Ax A0 Ax—0 2

2

=-1- sin[lim (x+£)} = —sin[ lim x + lim ﬂ} =—sin(x+0)=—sinx.
Ax—0 2 Ax—0 Ax—0 D

Demoli, cosx funksiyasinin téramasi : (cosx) = —sinx.

§ 3. Funksiyanin diferensiallanmasi anlayisi.

Diferensiallanma vo kasilmazlik anlayislar1 arasindaki slago.

Forz edok ki, Xg¢oxlugunda toyin olunmus y= f(x)verilmisdir.
Ay = f(x, + Ax) - f(x,) forqix, e X noqtesinds bu funksiyanin artimidir.
Torif 3. y = f(x) funksiyamin x, noqtasindoki Ay = f(x, + Ax) - f(x,) artumi

Ay = A-Ax + a(Ax) - Ax (6)
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Soklind> ayrilisa malikdirsa, y= f(x)funksiyast x, noqtasindo diferensiallanan
funksiya adlanw; burada 4 oadodi Ax-don asili olmayan sabit adod, o(Ax)

Sfunksiyast isa Ax — 0 sartinda sonsuz kicilon funksiyadr lim a(Ax) =0.

Teorem 1. y=f(x) funksiyasimin x, noqtasindo diferensiallanan olmasi
iigiin zaruri va kafi sort onun bu noqtada sonlu f'(x,) toramasinin olmasidur.

Isbat.Zorurilik. Tutaq ki, y=f(x) funksiyas1 x, noqtosindo
diferensiallanandir, yoni onun x, noqtasindoAy funksiya artimi iigiin (6) ayrilis
dogrudur. Gostorok ki, bu funksiyanin x, noqtssindo sonlu f'(x,) toromosi

var.
(6) boaraborliyinin har bir torofini Ax -0 bolsok

Ay A-Ax+a(Ax)-Ax
Ax Ax

= A+a(Ax)
aliriq.Onda f'(x,) toromosi ii¢lin
oy A L : ~ ~
f (xo)—Alg)nOE—Algn)o[A+a(Ax)]—AlgnwA+Algnoa(Ax)—A+0—A

boraborliyi y= f(x) funksiyanin x, noqtesindo sonlu f'(x,) téromosinin ol-

dugunu vo onun 4 adading borabor oldugunu gostorir.

Kafilik. Tutaq ki, y= f(x) funksiyasmnin x, ndqtosinds sonlu f'(x,)= 4
toromosi var. Gostorok ki, bu funksiya x,noqtesinds diferensiallanandir, yoni

onun x,ndqtasinds Ay funksiya artimi iiglin (6) ayrilis1t dogrudur,

f(x)= lim 2 = 4

Ax—0 Ax
oldugundan, limitin xassosino asasan.
Ay
— =A+a(Ax 7
Y tratan ™

soklido gostorilo bilor, a(Ax) funksiyasit iso Ax— 0 sortindo sonsuz kigilon
funksiyadir lim a(Ax) = 0. (7) baraborliyinin hor torafini Ax-o vursaq,

Ay = A-Ax + a(Ax)- Ax
ayrilisin1 alariq ki,bu ayrilis da y= f(x) funksiyasinin x, ndqtosinds diferensi-

allanan oldugunu gostorir.m
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Bu teorem funksiyanin ndqtodo diferensiallanmasi anlayist ilo onun bu
noqtodo sonlu téromasinin olmasi anlayislarinin eynigiiclii anlayislar oldugunu
gostorir. Odur ki,riyazi adobiyyatlarda «funksiyanin néqtads sonlu téromasi
var» ifadasi ovazine «funksiya noqtods diferensiallandiry ifadasi islonir.
§ 4. Funksiyanin diferensiali anlayisi. Diferensialin handasi mahiyyati
Yuxarida qeyd etdiyimiz kimi, f(x) funksiyasi x noqtosindo
diferensiallanandirsa, onunbu néqtods Ay funksiya artimi
Ay = AAx + a(Ax) - Ax (8)
ayrilismna malikdir, harada ki, a(Ax) funksiyasi iso Ax— 0 sortindo sonsuz

kicilon funksiyadir: lim a(Ax) =0. (8) ayrilisinin sag torofi iki toplananin

comindon ibarastdir. Ikinci toplanan Ax —»0 sortinde daha yiiksok tortibdon
sonsuz kigilondir vo (8) ayrilisinda Ay funksiya artiminin asas qiymatlori birinci
toplananla miioyyon olunur. Odur ki, birinci toplanan (8) ayrilisinin bas hissasi
adlanir. Bu toplanan hom do Ax artimina nazoron xatti oldugundan, o hom do
(8) ayrilisinin xatti bas hissasi adlanir.

Torif 4. (8) ayrilisimin xotti bas hissasi olan AAx ifadasi y= f(x)
Sunksiyasimin x noqtasinds diferensiali adlanwr va dy ila isara olunur.
dy=A-Ax 9)
Yuxarida qeyd etdiyimiz kimi, f(x) funksiyasi x ndqtosindo
diferensiallanandirsa, onda onun bu néqtods sonlu f'(x)=4 toéromosi var.Bu
halda onun diferensiali
dy = ['(x)-Ax (10)
kimi ifads olunacaq.

Xiisusi halda y=x funksiyasinin diferensialli ii¢lin (10) diisturunu totbiq
etsok
de=dy=(x)Ax=1-Ax=Ax
alariq. Yoni, sorbost doyisonin diferensiali elo onun artimina barabordir. Bunu

(10) barabarliyinds nazars almaqla, funksiyanin diferensiali tigiin

dy = f'(x)-dx (11)
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diisturunu alariq.

Diferensialin invariant formasi adlanan (11) baraborliyi, diferensiallanan
y = f(x)funksiyasinin dy diferensialinin onun f'(x) toromosi 1ilo sorbost
doyisonin dxdiferensialina hasilno borabor oldugunu ifads edir.

(11) diisturundan
fw=2 (12)
X

boraborliyi alinir ki, bu ifado do funksiyanin toéromesinin bu funksiyanin
diferensialinin sorbost doyisonin diferensiallanma nisboati kimi baxmagin
miimkiinliylini gostorir. Toromonin bu ciir isarolonmosindon biz golocokdo
istifado edacayik.

Funksiyanin grafikino bu qrafik iizorindo olan M(x; f(x)) noqtesindo
cokilmis
toxunanin bucaq
omsalini ifado
edon toromadon
forqli olaraq,

funksiyanin

diferensiali,

hondasi olaraq, homin toxunanin artimini ifade edir (sokil 3)
dy = f'(x)dx =tga-Ax = NP.
§ 5. Diferensiallasma ils kasilmazlik arasinda slago

Teorem 2. y = f(x) funksiyast hor hanst x, noqtasindo diferensiallanandursa
(yani bu noqtada sonlu f'(x,) tovomasi varsa), bu funksiya homin nogtads hom da

kasilmoazdir.

Isbati. y= f(x)funksiyas1 x,ndqtesindo diferensiallasan oldgundan,
onun bu noqtads Ay = f(x, + Ax)— f(x,) funksiya artimi

Ay = A-Ax + aAx)- Ax
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soklindo ayrilisa malikdir, harada ki, a(Ax) funksiyasi iso Ax— 0 sortindo

sonsuz kigilon funksiyadir: lim a(Ax) =0. Bu boraborlikdo Ax — 0 sorti daxilindo

limito kegsok
lim Ay = lim[AAv + a(Ax)- Ax] = lim AAx + lim (x(Ax)Ax) =
= A lim Ax + lim a(Ax)lim Ax= 4-0+0-0=0

Ax—0 Ax—0 Ax—0

boraborliyini alariq ki, funksiyanin kosilmozliyinin {igiincii torifino asason, bu

y = f(x)funksiyasinin x, noqtesinds kosilmozliyini ifads edir. m

Qeyd edak ki, bu faktin torsi dogru deyil, yoni kosilmoz funksiyalarin heg
do hamusi differensiallanan deyil. Masalon, biitiin x e (- oo;+0)ndqtalorinds ko-
silmoz olan

Xx; x>0 olduqda;

v :f(x):|x| =:0; x=0 olduqda;

—-X; x<0 olduqda;
funksiyas1 vx <0 giymotlorindo f'(x)=(-x)=-1 téromasing, Vx >0 giymotlorindo
f'(x)=(xy=1 téromosino malik oldugundan, f’(0)=-1#1= f/(0) sorti ddonir ki,
sonuncu sart do bu funksiyanin x=0ndqqgesinds téromoasinin olmadigini gosto-

rir.

§ 6. Diferensiallanma gaydalar:

(comin, farqin, hasilin vo qismatin toromasi diisturlar)

Iki funksiyanin cominin, forqqinin, hasilinin vo qgismotinin téromosi
disturlar1 asagidaki teoremo asaslanir.

Teorem 3. 9gor u(x)vo v(x)funksiyalar1 X coxlugunun hor hansi x

noqtosinda diferensiallasirsa (yoni bu néqtads sonlu u'(x)ve v'(x)téromalari

varsa), onda u(x)+v(x),u(x)—v(x),u(x)v(x), alava v(x)#0 sorti daxilinds iso %
v(x

funksiyar da x noqtesindo diferensiallasir vo onlarin bu noqtods tbromoalori
miivafiq olaraq

(@) +v(x)) =u'(x)+v(x) (13)
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(u(x)=v(x)) =u'(x)-v'(x) (14)

(u(x)-v(x)) =/ (plx) + e ) (1)
v(x)=0 olduqda iso (Z:(i;j = ”'(x)v(xv)z_(j)(x)v’(x) (16)

diisturlari ilo hesablanirlar.
Isbatr. Au=u(x+Ax)—u(x) va Av=v(x+Ax)-v(x) oldugundan, sadalik ii¢iin
u(x)=u, v(x)=v isara etsak, u(x+ Ax): u(x)+ Au=u+Au, v(x + Ax) = v(x)+ Av=v+Av

alariq.

. A . A < . . .
w'(x)=u'=1lim =2 vo v'(x)=v'= lim—~ oldugu nezors alsaq, tdromonin torifino
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

asasan

1) (“(X)JFV(X))’ = lim (M(X+Ax)+v(x+Ax))_(u(x)+ V(x)) im u+Au+v+Av—u—v -

Ax>0 Ax Av—0 Ax
. Au+Av . (Au Av . Au . Av
= lim = lim| — + = | = lim — + lim — = u'(x)+'(x)
Ax—0 A.x Ax—0 A_x A_x Ax—0 Ax Ax—0 Ax

2) (ulx)=v(x)) = tim WEF Ao+ A~ (ulo) ~vlx)) o ut Aumv—Av—uty

Ax—0 Ax Av—>0 Ax
_ fim 2 AV _ hm(ﬂ —ﬂj —tim 2 im A = () - v ()
Ax—0 Ax Ax—0\ Ax Ax A—0 Ay A0 Ax

3) (ulx) V(x))' = lim (1 + Axy(x + Ax)) — (u(x)- v(x)) — lim (u+Au)-(v+Av)—uy =

Ax—0 Ax Ax—0 Ax

. uv+Avu+ Auv + AvAu —uv ) Av Au  Au . Av ) Au
= lim =lmlu—+v—+—Av|=lim|u— |+ lim| v— |+
Ax—>0 Ax A0l Ax Ax  Ax a0\ Ax ) A0\ Ax

. A A A Au
+ hm(Av—uj = ulim =Y + v lim 22 + 1im 22+ fim Av = u(x)v'(x) + ' (X)(x)
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0

aliriq; burada x noqtasindos diferensiallanan olmasindan hom do kosilmoz olan

v(x) funksiyasinin lim Av=0 sortini 6domoasi do nozors alinmisdir.

: u(x+Ax) u(x) u+Au u
4) M ~ lim v(x + Ax) v(x) ~ Lim| 2 Av - v _ im uv+Avu—uv+Avu
v(_x) Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 v(v + Av)Ax
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. V- Au—u-Av )
=lim——«——=1

. Au . Av
lim|{v— |- lim| u—
Ax—0 A_x Ax—0 Ax
Ax—0 v(v+Av)Ax a0 p? oy Ay lirn(v2 +v-Av) lim v? + lim (v - Av)
Ax—0 Ax—0 Ax—0

i A i A
Val Ax U Ax _uv—u'  u'(x)v(x)—u(x)v'(x)
v2+v£moAv v +v-0 v (x)

aliriq; burada x noqtesinda diferensiallanan olmasindan hom do kosilmoaz olan

v(x) funksiyasinin lim Av=0 sortini 6domoasi do nozors alinmigdir. m

Qismotin téromosi igiin (16) disturundan istifado edorok y=1gx vo
y = ctgxfunksiyalariin téromolorini hesablasaq,

! l

!
, ' (sinx (sinx) cosx—(cosx) sinx  cosxcosx+ sinxsinx
y = (tgx) = = 5 = 3 =
cos x COs™ X Cos” X
_cos’x+sin’x 1
cos’ x cos’ x
Vo
! 2 ’
, ' (cosx (cosx) sinx —(sinx) cosx  —sinxsinx—cosxcosx
y = (Ctgx) = . = .2 = ) =
sin x sin” x sin” x
_cos’x+sin’x 1
sin® x sin’ x

!

12 Vo (ctgx) =-
Cos” x

alariq. Belolikla, (1gx)

: 12 baraborliklori dogrudur.
Sin- X
§ 7. Tors funksiyanin téoromasi
Forz edok ki, (a;b)intervalinda toyin olunmus y = f(x)funksiyas: hamin
intervalda ciddi montondur vo (c;d) intervali bu funksiyanin giymotlor ¢ox-

lugudur. Bus or daxilindo y = f(x) funksiyasinin (c;d) intervalda toyin olunmus
tars x = ¢(y)funksiyasi var.

Teorem 4. Ogor y=f(x)funksiyasi hor hanst x, néqtasinds
diferensiallanirsa (yani sonlu f'(x,)varsa), onda onun tars x = ¢(y) funksiyasi da

uygun y, = f(x,)noqtasinda diferensiallanandw va onun toromasi
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0'(yo)=—7— (17)

diisturu il> hesablanir.
Isbati: Toromonin torifina asasan

, oA L1 |
§0(yo)=}m})A—=§m})A—y= Ay
e A G T

Ax Ay—0 Ax

y = f(x)funksiyas1 x, noqtesinds differensiallanan oldugundan, o hom ds bu
noqtodo kosilmozdir, yoni Ax — 0 sorti daxilinds Ay — 0 sortini 6doyir.Onda so-

nuncu barabarlikdan isbati talab olunan

pyy)=— =t
‘ Ay Ay f(x,)
Ay—0 Ax Ax—0 Ax

lim— lim

boraborliyini aliriq.m
f'(x,) toromosi, hondosi olaraq, y=f(x) funksiyasimin qrafikino
M,(x,;y,) noqtesindo ¢okilmis toxunanin Ox oxuna « meyl bucaginin tangen-

sini, ¢'(y,) toromasi iso bu toxunanin Oy

o C.e . Y
oxuna A meyl bucaginin tangensini ifads
o g M
etdiklorindon, (17) diisturu bu meyl _ | .0
| X
bucaglarinin cominin 90°-yaborabor ol- /’WO .
* Sokil 4

dugunu ifados edir (sokil 4).
(17) diisturunun kémayi ilo bozi funksiyalorin toromoslorini hesablayaq.

1) y=a* (0<a=1)- tistlii funksiyas1 x=1log, y logarifmik funksiyasinin torsi ol-

dugundan vo onun téramasi x'(y)=(log, y)= diisturu il hesablanir. Tars

yina

funksiyanin téromosi {i¢iin (17) diisturuna osason, verilmis tstlii funksiyanin

toromosi

y,(x):_l =—1 =ylna=a"Ina

¥(y) 1
yina

disturu 1lo hesablanir.

Demoali, iistlii funksiyanin toromasi li¢iin
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!

(ax ) =a"Ilna
boraborliyini aldiq.

Xiisusi halda, a =e qiymoatindo

(ex)' =e'lne=¢e"1=¢

X

aliriq.
2)y=arcsinx tors triqonomktrik funksiyasi x=siny triqonomktrik fun-
ksiyasinin torsi oldugundan vo onun téromasi x'(y)=(siny)=cosy =+/1-sin’ y

diisturu 1ilo hesablanir. Tors funksiyanin toromosi {ig¢iin (17) diisturuna osa-

son,verilmis funksiyanin téromasi ii¢iin

y'(x): 1 _ 1 _ 1
x'(J’) \/l—sinzy \/l—x2

boraborliyini aliriq.

Demali, y =arcsinx tors triqonomktrik funksiyanin téramosi

(arcsinx), = ! , |x| <1

V1=x?

diisturu ilo hesablanir.
3) y =arccosx tors trigonomktrik funksiyasi x=cosy trigonomktrik fun-
ksiyasinin torsi oldugundan vo onun toromasi x'(y)=(cosy) = —sin y = —/1—cos’ y

diisturu ilo hesablanir. Tors funksiyanin toromaosi ii¢iin (17) diisturuna osa-

son,verilmis funksiyanin téromasi iigiin

1 1
x’()’)_ \1—cos® y B V1-x*
borabarliyini aliriq.

Demoli, y =arccosx tors trigonomktrik funksiyanin téromaosi

!

(arccosx) =— ! ,

disturu ila hesablanir.
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4) y = arctgx tors triqonomktrik funksiyast x=sgy trigonomktrik funksiy-

asinin torsi oldugundan vo onun toromasi x'(y)=(tgy)= 12 diisturu ilo hesab-

cos’ y
lanir.
1 1 L sty
1+tg’y - sin>y  cos® y+sin® y 1
cos’ y cos’ y cos” y

trigonometrik eyniliyini do nozors alsaq, tors funksiyanin téromasi ligiin (17)

diisturuna asason,verilmis iistlii funksiyanin téromasi iiglin

y(x)=—r—= =cos’ y =

boraborliyini alirq.
Demoli, y =arctgx tors trigonomktrik funksiyanin téromasi

' 1
(arctgx) T

disturu ila hesablanir.

5)y =arcctgx tors triqonomktrik funksiyasi x=czgy trigonomktrik fun-

ksiyasinin tarsi oldugundan va onun téromasi x'(y)=(ctgy) = - disturu ilo

sin” y
hesablanir.
1 1 1

L
= = = Sin
cos’y sin’ y+cos’y 1 4

1+ctg’y _1+

sin’ y sin® y sin® y

trigonometrik eyniliyini do nozoro alsaq, tors funksiyanin téromasi ti¢iin (17)
diisturuna asason,verilmis iistlii funksiyanin téromasi iigiin

1 1

y'(x): 1 = — 1 :—Sinzy:— = —
x 1 l+ctg’y  1+x°

sin® y
borabarliyini aliriq.
Demoli, y = arcctgr tors trigonomktrik funksiyanin téromasi

' 1
t = —
(arcc gx) o

diisturu ilo hesablanir.
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§ 8. Osas elementar funksiyalarin toromoalori cadvali.
y = C = const -sabit funksiyasi, y = x"-qiivvot funksiyasi,y =a*, 0<a=1-
uistli funksiyasi, y =log, x, 0<a = 1-loqarifmik funksiyasi, y =sinx. y =cosx,
y =tgx, y=ctgx-triqonometrik funksiyalari vo y =arcsin x, y = arccos x, y = arctgx,
y = arccrgx -tars trigonometrik funksiyalari osas elementar funksiyalar adlanir-

lar vo onlarin téromalori, uygun olaraq

1. (C)=0;

2. (x") =nx"";xiisusi halda n=—1va n =%qiym9tlerind9 [lJ =—i, (\/;) -

X

! !

3. (a") =a"Ina (0<a=1),xiisusi halda a=e giymotinds (¢*) =e*

!

4. (log, x) =

(0<a=#1), xiisusi halda a=e qiymotindo (nx) = 1
xlna X

!

5.(sinx) =cosx;

!

6. (cosx) =—sinx;
! 1
7. (tgx) =——;
cos® x
' 1
8. (ctgx) ==
sin” x
9. (arcsinx)' S s [ <15
1-x°
10. (arccosx)’ _ N EE
1-x?

11. (arctgx)' =1 ! =
+Xx

12. (arcctgx)' :—1 1 5
+Xx

disturlar: ilo hesablanirlar. Téromolorin, yuxarida gostorilon 1-12 codvali asas
elementar funksiyalarin téramoalori codvali adlanir.
§ 9. Miirakkob funksiyanin toromasi

Tutaq ki, X ¢oxlugunda toyin olunmus u = u(x) funksiyas1 verilmisdir vo

U ¢oxlugu bu funksiyanin doyismo oblastidir. U ¢oxlugunda toyin olunmus
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y = f(u)funksiyasina baxaq. Bu zaman X c¢oxlugunda toyin olunmus
y = f(u(x)) = F(x)mirokkob funksiya almis oluruq. Bu miirokkob funksiyala-

rin toromoasinin varligi vo hesablanmasi asagidaki teoremlo miisyyon olunur.

Teorem 5. Ogor u =u(x) funksiyast hor hanst x, noqtesinda, y = f(u)
funksiyas: 1so uygun u, =u(x,) noqtosindo differesiallanirlarsa (yoni sonlu
u'(xq) vo f'(u,) toramalari varsa) onda miirokkob y = f(u(x))=F(x) funksiyasi
da x, noqtasinda differesiallanandir va onun téramasi ii¢iin

y'(xg) = £ ) u'(x, ) (18)
borabarliyi dogrudur.

Isbati. u = u(x) funksiyasinin x, néqtesinds toromoasi oldugundan

y = f(u)funksiyas1 da wu,=u(x,)noqtesinds differesiallanan oldugundan,
onun bu noéqtads funksiya artimi

Ay = f'(u) - Au + a(Au)Au (19)
ayrilisina malikdir, harda ki, a(Ax) funksiyasiAu — 0 sorti daxilindo sonsuz

kigilon funksiyadir: lim a(Au)=0.

Au—0

(19) ayrilisinin hor torafini Ax -9 boliib, Ax — 0 sortindo limito kegsok

Vo= m 2= ] )2 a2 ] ) 2] 2

Ax Ax—0 Ax—0

= ) Tim 2 4 tim[a(Au)]- im 2 = £y )0 (r,y )+ 10 (x, ) lim ((Au)

A—0 Ax A0 Ax—0 Ax Ax—0

alariq.

u =u(x)funksiyas1 x, noqtesindo differensiallanan oldugundan, o hom do bu

noqtodo kosilmozdir, yoni Ax — 0 sorti daxilindo Au — 0 sortini 6doyir.Onda so-
nuncu baraborlikdon isbati tolob olunan

y'(x0)= f'(uo)' ”'(xo)"' u'(xo)gg})a(Au)z f’(uo)'”,(xo)"' ”,(xo) lim a(A”):

= f'(uo)'u'(xo)"'o'”,(xo): f'(uo)'u'(xo)
(19) diisturunu aliriq.m
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Calismalarin halli zamani, x, va u, =u(x,)nodqtalorni geyd etmamaokla,

miirokkob y = f(u) funksiyasinin téromaosi ti¢iin (19) diisturu
yl — fl (u)‘ ul

soklinda istifads olunur.

§ 10. Miirakkab funksiyalarin toromalori diisturlar
Osas elementar funksiyalarin superpozisiyalarindan diizoldilmis miirok-
kob funksiyalarin toromoalorini hesablayarkon,miirokkob funksiyanin téromasi
ticlin (19) diistutundan istifads olunur. Bu halda asas elementar funksiyalarin
toromolori cadvali asagidaki soklo diisiir:

1. (C)=0;

!

2. (u”) =nu""w';xtisusi halda n=-1 vo =n =%qiym9tlerind9 (lj S

!

— u .
2Ju’

3. (a”) =a"u'lna (0<a=#1),xiisusi halda a=e qiymotindo (e”) =e'u';

(V)

4. (log, u) = u:’na (0<a=1), xiisusi halda a=e giymotindo (nu) = ”;;

!

5.(sinu) =u'cosu;

6. (cosu)l =—u'sinu;

' ’

7. (tgu) =

8. (ctgu) =-

9. (arcsinu) = . =, u[<1;

10. (arccosu)! -z =,

1. (arctgu) :1 ! 3
+tu

' u’

12. (arcctgu) =—

1+u®
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§ 11. Loqarifmik toroms anlayisi

Forz edok ki, hor hans1 X soxlugunda toyin olunmus y = y(x) funksiyasi

Vxe X qiymoatinds y(x)>0sortini 6doyir. Onda z=z(x)=Iny(x) funksiyasinin

Vxe X qiymotindo téromasi var vo bu téromo z'(x)=[In y(x)]’ _ V) diisturu ila

¥(x)
hesablanir. z'(x)toromaosi verilmis y(x) funksiyasinin logarifmik téromasi ad-
lanir.

Bozi praktiki masalalorin hollindo hom oasasinda, hom ds iistiindo sarbost
dayisonin istirak etdiyi ustlii funksiyanin téramosini hesablamaq lazim golir.
Belo hallarda funksiyalarin logarifmik téromosi anlayisindan istifads olunur.

f(x)>0 sortini 6doyan y =[f(x)[*" funksiyasinin toromasini hesablamaq
liglin, z=Iny =In[f(x)]*” = g(x)In f(x) funksiyasinin téromosini hesablayaq. Ha-

silin vo miirokkob funksiyanin téromaosi diisturlarindan istifads etmoklo

Y 1 S(x )
2= =g'(0)In f(x)+g(x)—— R
buradan iso verilmis y =[f(x)[** funksiyasimnin y’téromasi ti¢iin
y= y{g ()In £() + () ’} o } [ {g (9)ln £(x) + g(x) ’} . ))}

boraborliyini aliriq.
x>0 oldugda y=x" funksiyasinin toromosini hesablamaq {igiin
z=Iny=Inx" =xInx funksiyasinin téromosini hesablayaq. Hasilin vo miirokkob

funksiyanin toromaosi diisturlarindan istifade etmoklo

z' =L=(x1nx)' =(x), lnx+(lnx),x=1nx+x~l=1+lnx,
v x

buradan iss verilmis y =x" funksiyasinin y’ téromasi tiglin
y' = y(l +lnx)= xx(l +1Inx)
boraborliyini alirq.

§ 12. Yiiksok tortibli toroma va diferensial anlayislar

Forz edok ki, hor hanst1 X ¢oxlugunda toyin olunmus y= f(x)

funksiyas1 bu c¢oxlugda diferensiallanandir, yoni, bu ¢oxlugun hor bir x
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noqtesindo  f(x) funksiyasinin sonlu f’(x)toromasi var. x doyisdikco f'(x)
toromosinin qiymoti doyisdiyindon, f'(x) téromosinin 6zii do x doyisonin
funksiyasidir. g(x)= f'(x) ilo isaro edok.

Ogor g(x) funksiyasin da x noqtesinds sonlug'(x) téramoesi varsa, bu
toromo verilmis f(x) funksiyasinin ikinci tortib téromasi (vo ya qisaca ikinci
toromosi) adlanir vo f"(x)ils 1sars olunur;

f'(x)=g'(x)=(f"(x)
Beloliklo, verilmis funksiyasi birinci tortib téromosinin téromosi kimi

funksiyanin ikinci tortib téromosini daxil etdik. Analoji qayda ilo funksiyanin

ikinci tortib toromosinin toromosi kimi funksiyanin {gilincii tortib  f"(x)
toromosini vo s. (n—1)-ci tortib £ (x)téromasinin téromasi kimi (agor bu to-
roms varsa) funksiyanimn n -ci tortib /" (x) téramosini daxil eds bilorik.

Umumiyyatlo, funksiyas: yiiksok tortibli hor hansi téromaosinin hesabla-
magq li¢iin bu tortibdon avval golon biitiin tortibli téromoasini hesablamaq lazim
golir. Lakin elo funksiyalar var ki, istonilon n-ci tortib téromosini hesablamaq
liclin rekurent diisturunu oalde etmok miimkiindiir. Belo funksiyalardan bazilori

ilo tanis olaq.

I.  tam odod oldugda f(x)=x% qiivvat funusiyasina baxaq.

Fl)=ax,
)= () =lax) =ale) = ala -1,
f"'(x)=(f"(x))' =[a(a—1 ] = —1)(x“ 2) =ala-1)fa-2)x"", vas.

@ = () = ala-1fa-2)(a-a+ 25 = ala -1 a-2)2x,
90 = (1) = [ala-1)a—2)-2x] = ala-1)a—2)--2-1=al= const.

a tortibli £ (x) = const oldugundan, bu funksiyanin «-dan yiiksok tortibli to-

ramoalari sifira barabardirlar:
£ (x)= £ (x)ennnn f™(x)=0.

Demoli f(x)=x“ qiivvat funusiyasinin n-c1 tortib téromasi iiglin
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FO(x)= {a(a ~1)f@—2)--(a—k+Dx“", n < oldugda;

0 , n>a oldugda

rekurent diisturunu aliriq.

I f(x)=a"(0<a=1) istlii funksiyast.

f'(x)= (ax)' =a"Ina,

! !

f’(x):(f'(x))' :(ax lna) =(ax) Ina=a*-lna-lna=a"Ina,

f"(x)= (f"(x))' = (ax In’ a)' = (ax)' In*a=a"-Ina-In*a=a"In’a, vas.
f(”)(x)zaxln”a

oldugundan, f(x)=a"(0<a=1) iistli funusiyasmin r-c1 tortib tdromosi
liciin /" (x)=a"In" a rekurent diisturunu aliriqg.

. f(x)=sinx

£'(x)=(sin x), =cosx = sin(x + %j ,

f"(x) (f’(x))’ = (COS x)l =—sinx = sin(x + 72') = sin(x +2 %) ,
fm(x) = (f"(x))’ = (— sin x)’ =—COSX = sin(x +3 %) ,
M x)= (f'"(x)), = (- cos x), =sinx = Sin[x +4- %) Vo s.
" (x)= sin[x +n -Ej
2
oldugundan, f(x)=sinx trigonometrik funusiyasinin n-c1 tortib téromosi

tiglin £ (x) = sin[x +n %) rekurent diisturunu aliriq.

Analoji yolla

(cosx)"” = cos(x +n %) , (tgx)" = tg(x +n %) , (ctgx)” = ctg[x +n %)

rekurent disturlarini da gostormak olar.
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Funksiyanin differensiali anlayis1 6yronorkon gostormisdik ki, differensial-
lanan funksiyanin differensiali onun téromosinin sorbost doyisonin differensia-
lina hasilins barabordir.

Toromo anlayisinda oldugu kimi, differensial anlayisinda da funksiyanin
daha yiiksak tortibli diferensiali anlayisini daxil etmak olar.

y = f(x) funksiyasinin x noqtesinds differensialinin homin ndéqtads dife-
rensiali (agor bu diferensial varsa) funksiyasinin homin néqtoads ikinci tortib (vo

ya qisaca ikinci) dsfferensiali adlanir vo ¢*y kimi isars olunur.
dy = f'(x)dx oldugundan, funksiyasinin ikinci tortib 4%y dsfferensiali iigiin
dy = d(dy) = d(1'(x)-dx) = d(f (e = (7'(x) de-d = /()i
ifadasi aliriq.

Analoji qayda ilo funksiyanin ikinci tortib 4°y differensialinin diferensiali
kimi funksiyanin igiincii tortib &°y diferensialini, {ig¢iincii tortib 4°y differen-
sialimin diferensiali kimi d6rdiincii tortib ¢*y diferensialini va s. (n—1)-ci tortib
d"'y differensialinin diferensiali kimi (ogor bu diferensial varsa) n-ci tortibd" y

diferensialini daxil etmok olar.

y = f(x) funksiyasinin yiiksok tortibli diferensiallari ti¢iin
(")) dx- ()’ = £ (x)v)’
(f"() dx-(ax) = £ (e

d*y = d(d*y)=d(f"(x)dx)*)= d(/"(0) Yl
d*y=d(d*y)=d(r"(xdx)')= ("0 )dx)

Vo saira

d"y = f(x)dx)"
borabarliklori dogrudur. Buradan y= f(x) funksiyasinin yiiksok tortibli tore-
molari liclin
d’y d’y d"y
2 , J(x) =
(dx) (dx)’ (dx)"

borabarliklorini aliriq ki, téromonin bu isarslomolorindon névbati mdévzularda

yos SO =

f()— ,f"()—

genis istifado olunacaq.
§ 13. iki funksiyamn hasilinin yiiksak tartibli toramalorinin

hesablanmasi iiciin Leybnic¢ diisturu
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Forz edok ki, hor hans1 X c¢oxlugunda toyin olunmus, differensiallanan
u=u(x) vo v=v(x) funksiyalar1 verilmisdir. Bu funksiyalarin hasilinin toro-
moasi li¢lin

wv) =u'v+uw' (20)
diisturu molumdur. 9gor bu iki funksiyanin hasilinin téromosindon ibarat fun-
ksiya da differensiallanandirsa, onda onun sonlu téromasi var va hasilin 2-ci
tortib toromasi adlanan bu téroma iigiin

!
! ! ! ! !

(uv)” = [(uv)’] =[uv+w'] =@uv) +@w')"

=u"Vv+uVv'+uVv'+uw" =u"v+2uv + " (21)

Il
<
~
<
+
<
<\
+
N
—_
<
N
Il

boraborliyini alariq.
Ogor 2-c1 tartib bu téromonin ds sonlu téramosi varsa, hasilin 3-cii tartib

toromosi adlanan bu téromao liciin 189

!

[uv]/// = [(uv)”} = [u v+ 2uV' + uv"]

! !’ !/ !

= (") +Qu"v) +w") =W") v+u"V +
+ 2[(u') vi+u'(v') ] +uv" +u(v") =u"v+u"V 2"V + 2uV + uV " =
=u"v+3u"V' +3uV" +uw" (22)
borabarliyini aliriq.
(20), (21), (22) diisturlarindan goriiniir ki, bu diisturlar Nyuton binomunun
(a+b) =a+b=a'b" +a"
(a+b) =a® +2ab+b> =a’h° +2a'b" +a’h*
(a+b) =a’ +3a’b+3ab’> +b° =a’b’ +3a’h" +3a'b* +a’bh’
diisturlariin ilo analoglaridirlar. Nyuton binomunun timumi sokildo

(@a+b) =Ca"b® +Cla"'b' + C2a"b* +---+ Cra" b +- -+ C''a'b"" + C'a"b" =

=a"b’ +n-a"'p' +n(n—_1)-a"_2b2 +m+n(n—1) """" (n_k+1)-a"_kbk +otn-a'b"" +a’p"

1-2 1-2-3...k
diisturuna analoji, iki funksiyanin hasilinin # -ci tortib téromasi tigiin

(uv)(") =Cu"v+Clu""' + Cu" v+ + Cou" VO o VD + Clun™ =

- )y n(n - l)u(”’z)v” ey n(n - 1) ....... (n —k+ l)u("’k)v(k) e

=u 'v+nu (n)
1-2 1-2-3...k

A+ nu v +uy

S.Y. Oliyev. Ali riyaziyyat kursundan miihaziroalor. Baki, 2007



Melikov Behruz

disturunu alariq ki, bu distur Leybnig diisturu adlanir.
§ 14. Differensial hesablamanin dsas teoremlori

(a;b) intervalinda toyin olunmus va (a;5) intervalinin har bir x ndqtosin-
do diferensiallanan f(x) funksiyasi (a;») intervalinda diferensiallanan funksiya
adlanir.

[4;b] pargasinda toyin olunmus:

1) bu parcasinin daxilinda, yoni (¢;5) intervalinda diferensiallanan;

2) parcanin sol ucii olan a ndqtosinda sonlu sag f!(a) téromosi ;

3) par¢anin sag ucii olan »ndqtosindo sonlu sol f'(») toromosi

olan f(x) funksiyasi [a;b] parcasinda diferensiallanan funksiya adlanir.

Ferma teoremi. (a;b) intervalinda diferensiallanan y = f(x) funksiyasi
(a;b) intervalindan olan har hanst x, néqtasinda éziiniin an béyiik, yaxud an ki-
cik qiymoatini alirsa vo bu noqtada funksiyanin toramasi varsa, onda o toroma sifi-
ra barabardir: f'(x,)=0.

Isbati. Teoremin isbatin1 y = f(x) funksiyasi x, noqtosinda 6ziiniin on
boyiik giymatini aldigr halda gostorak. y = f(x) funksiyasi x, noqtssinde on
kigik gqiymat aldigi halda teorem analoji qayda ilo isbat olunur.

Forz edok ki, y= f(x) funksiyasi x, e (a;p) ndqtesinds 6ziiniin on boyiik
giymotini alir. Yoni Vx e (a;5) qiymotindo f(x) < f(x,) Vo ya f(x)— f(x,) <0 sorti
odonir. Onda x, noqtesindas Ay funksiya artimi Ay = f(x, +Ax)— f(x,) <0 ol-

dugundan, Ax<0qiymotlorindo % >0, Ax>0qiymatlorinds 1so % <0 sgortlori

O0danacak.

Borabarsizliklordo limit omoliyyatini nazors almaqla, x, noqtesinda

y = f(x) funksiyasinin sol vo sag toromalori

, . Ay
Si(xg) = AIYI_I)I&EZ 0

Vo

, . Ay
= <
fl(xy) A!CII’I(L <0
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barabarsizliklorini  6domolidirlor.  y= f(x) funksiyasininx, noqtasinds
f'(x,)toromosi varsa, onda f'(x,)= f'(x,) = f!(x,)baraborliyi 6donmalidir. Bu
boraborlik iso yalmiz f'(x,) = f/(x,) =0 qiymatlorindo miimkiindiir ki, bu halda
da f'(x,)=f"(x,) = f!(x,) =0 olacaq.m

Ferma teoremi hondasi olaraq onu go- y

storir ki, oagor f(x)funksiyas: x, ndqtosindo /\

oziiniin on boyik yaxud on kigik qiymatini

alirsa vo funksiyanin qrafiki tizorindo absisi ' X

X, olan noqteds bu grafiks toxunan ¢okmok

olarsa, bu toxunan absis oxuna parallel olmalidir (sokil 5).
Qeyd edok ki, Ferma teoremtnin sortindo (a;5)
intervalini [a;b] parcasi ilo ovoz etdikdo teoremin 1P---"-"4

hékmii dogru olmayacaq. Belo ki, f(x)=x,xe[0;]]

p - - -

funksiyas1 on bdoyiik qiymotini [0;]] parcasminx =1 0

—_—

noqtesinda, an kigik giymotini isa x=0 noqtasindo Sakil 6

almasina baxmayarag, [0;1] par¢asinin biitiin néqtelorindo f'(x)=(x) =10 sor-
t1 6donacak (sakil 6).

Roll teoremi. [a;b] parcasinda tayin olunmus y = f(x) funksiyast
1. [a;b]parcasinda kasilmaz;
2. (a;b)intervalinda diferensiallanan;
3. [a;b]parcasmmin uc néqtasinds borabar f(a)= f(b) qiymoatlori alirsa, onda
[a;b]parcasinin daxilind> el> ¢ (a;b) noqtasi var ki, 1'(c)=0 olacaq.

Isbati. 7(x) funksiyasi [a;b]parcasinda kesilmaz oldugundan o, bu par-
cada 6ziiniin an bdyiik va an ki¢in qiymatlorini alir, yoni 3x,.x, €[a;b] ndqtalori

var ki, f(x)=m= il[lfb] fx), f(x)=m= sup] f(x) vo Vxela;b] qiymatlorindo

xela;b
m < f(x) < M barabarsizliyi 6danir.
Asagidaki hallar miimkiindiir:
I. m=M;
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I m<M.

I. Bu halda vVxela;p] qiymotlorindo m< f(x)<m oldugundan,
f(x)y=m=const, f'(x)=0 olacaq. Yoni Roll teoreminin hokmii tok bir
c € (a;p)ndqtosinda deyil, Vx e (a;b) gqiymatlorinds 6danacak.

II. f(x) funksiyas: [a;b]par¢asinin uc néqtasindos barabar f(a)= f(b)qiy-
motlori aldigindan, o an kigik mva ya an boyilik M qiymatlorindon he¢ olmazsa
birini [a;b]par¢asinin daxilinds, yoni (a;b)intervalinda alir ki, Ferma teoremi-
nd asasan, bu halda elo ¢ e(a;h) ndqtasi var ki, f'(c)=0 olur. Belaliklo bu halda
da Roll teoreminin hokmii 6donir.m

Qeyd edok ki, Roll teoreminin hor ii¢ sorti oduqca vacibdir va bu sortlor-

don hor hansi birinin pozulmasi teoremin hokmiiniin

y =
odonmomosina gotirib ¢ixarir. Masalon, f(x) = x,x €[0;]] 1»---{(-){)-| ¥
(sokil 7) funksiyasi Roll teoreminin 1-ci va2-ci sartlorini
odadiyi halda 3-cii sortini 6domir. Odur ki,bu funksiya 0 I *
tigiin Roll teoremin hékmii 6donmir, belo ki, Vxe[0;1] Sokil 7
qiymotinds f'(x)=(x)' =10 olur.

Yaxud

: . N flx)=x
x, 0<x<1 qiymatlorinds; 1$-------3
f(x)= {0 A :
, x=1  qiymotindo !

(sokil 8) funksiyasi Roll teoreminin 2-ci va 3-cii sortlo- 5 4 x

|

rini 6dadiyi halda 1-ci sortini 6domir. Odur ki,bu fun- Sokil 8

ksiya iiciin Roll teoremin hokmii 6donmir, belo ki, Vxe(0;1) giymotindo
f'(x)=(x)'=1#0 olur.
f(x) =

x=0noqtosinds diferensiallanan olmadigindan, Roll

,xe[-1;1] funksiyas: (sokil 9)

X

teoreminin 1-ci vo3-cii sortlorini 6dodiyi halda 2-ci

1 0 1
Sokil 9

sortini 6domir. Odur ki,bu funksiya ti¢iin Roll teore-

min hokmii 6donmir, belo ki, vxe(-1;0) giymoatinda
f'(x)=(-x)'==1%0, Vxe(0;1) giymatindo iso f'(x)=(x)'=1#0 olur; x =0 ndqto-

sinds 1sa diferensiallanan olmadigindan, bu funksiyannin téromasi yoxdur.
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Roll teoremi hondosi olaraq onu go-

storir ki, bu teoremin sortlorini 6doyon f'(x) % M

funksiyasinm qrafiki iizerinds elo M(c;f(c)) [/ (@=/®)

noqtasi var ki, bu noqtods funksiya qrafiki- 0 b o ,; x

no ¢okilmis toxunan absis oxuna parallel Sokil 10

olacaq (sokil 10).

Laqranj teoremi: [a;5]| parcasinda tayin olunmus y = f(x)funksiyast
1. [a;b]parcasinda kasilmaz;
2. (a;b)intervalinda diferensiallanandwrsa, [a;b)parcasimin daxilinda el> c <(a;b)

noqtasi var ki,

7 = L1 (23)
—da
olacaq.
Isbati. Komsokei
F@)= 1)~ fla)- LS ) (24

funksiyas1 daxil edok.

(24) boraborliyindon goériindiiyii kimi, [a;b]parcasinda kosilmoz iki

10)-1(a)
b

x—a) funksiyalarinin forqi kimi, F(x) funksiyasi [a;b]

S(x)—f(a)Va
parcasinda kosilmoz, (a;b) intervalinda diferensiallanan iki f(x)- f(a)Vo

M(x—a) funksiyalarinin forqi kimi (a;b) intervalinda diferensiallanan
—da

funksiyadir. Bundan olava, (24) borabarliyindon

Fla)= fla)- rla)- "L g a0 -0

Vo

Fe)= 1)~ 1)L DD 0) = 16)- 10)-(10)- ta)=0

sortlori 6donir. Yoni, F(x) funksiyasi Roll teoreminin har {i¢ sortini 6dayir. Roll
teoremino osason, elo ce(a;b) var ki, F'(c)=0 olacaq. Digor torofdon, (24) bo-
raborliyino asason
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F(e)= ()~ L)
oldugundan,
Fle)= o) - LS,

b—a
boraborliyini aliriq.m
Cox zaman (23) diisturunu
S ()= fla)=f"(cNb-a) (25)
voya b=x+Ax,a=x isara etmoklo
S+ Ax)= f(x)= /() Ax (26)

soklindo ifads edib Laqranjin sonlu artim diisturu adlandirirlar.

Lagranj teoremi hondasi olaraq onu gostorir ki, f(x) funksiyasi [a;b]
parcasinda  kosilmoaz, (a;b) y
intervalinda  diferensialla- /)
nandirsa, onda f(x) fun-

ksiyasinin qrafiki iizorindo

elo M(c; f(c)) noqtasi var ki,

bu noqtedo funksiya qrafi- J(@)

. o 7 é :
kino c¢okilmis toxunan bu 0, Sokil 11 b x

qafikin 4(a; f(a)) va B(b; f(b)) ndqtalorini goran vatora parallel olacaq (sokil 11).
Kosi teoremi. [a;b] parcasinda tayin olunmus f(x)va g(x) funksiyalart

1. [a;b])parcasinda kasilmoaz;

2.(a;b)intervalinda diferensiallanandirlarsa va Vx < (a;b) qiymatinda g'(x) + 0 sor-

tini édayirsa, onda [a;b]parcasimin daxilinds elo c <(a;b) noqtasi var ki, bu noq-

todo

S :(c) _S®)-f(a) 27)
g'(c) gb)—gla)

baraborliyi odonir.
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Isbati. ©vvolca Kosi teoreminin sortlori daxilinde g(b) - g(a) = 0 oldugunu
gostorok.Oksini forz edok.Forz edok ki, Kosi teoreminin sortlori daxilinds
g(h)— g(a) =0 baraborliyi 6donir. g(x)funksiyasi 6zii ayrihiqda [a;b] parcasinda
Laqranj teoreminin sortlorini 6dadiyindan ( g(x) funksiyasi [a;b]par¢asinda ko-
silmaz, (a;b) intervalinda diferensiallanandir), Laqranjin sonlu artimi ii¢iin
(25) diisturuna asasan, elo ce(a;p) noqtosi var ki, g(b)-g(a)=g'(c)(b—a)=0bo-
raborliyi  6donmolidir.»-a #0oldugundan  sonuncu boraborlik  yalniz
g'(c) = 0oldugda 6donmolidir ki, bu da Kosi teoreminin Vx e (a;b) qiymotindo
g'(x) # 0 sarting ziddir. Demali g(b) - g(a) = 0 0la bilmoaz, g(b) - g(a) # 0 olmalidir.

Beloaliklo (27) borabarliyinin hor iki torafinin monasi oldugunu gostordik.
Indi iso (27) borabarliyinin bilavasito isbatina kecak.

Komsaokei

®(x)= f(x)- f(a)- g((b))_ ((f[gm—g(a)] (28)

funksiyasi daxil edak.

(28) boraborliyindon goriindiiyii kimi, [a;h] parcasinda kosilmoz iki

f(x)= f(a)vd %[g( )—g(a)] funksiyalarmin forqi kimi, ®(x) funksiyasi
g

[a:b] parcasinda kosilmoz, (a;b)intervalinda diferensiallanan iki f(x)— f(a) Vo

—f((z)) _f(( ))[g(X) g(a)] funksiyalarinin forqi kimi (a;4) intervalinda diferensial-
g(b)—

lanan funksiyadir. Bundan olava, (28) borabarliyindon

o(0)= 1)~ @)L= gia]-0-0-0

Vo

00)= 1(6)- rla)-LE=L Do) gl 1)~ 110)-(/6)- 1(a) =0

sartlori 6donir. Yoni, @(x)funksiyasi Roll teoreminin har ii¢ sortini 6dayir. Roll
teoremino asason, elo c e (a;b) var ki, ®'(c) =0 olacaq. Digor torofdon, (28) bora-

barliyino asason
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vy ey S ()= f(a)
)= ) —et@

oldugundan,

(e oy SB)=fla)
Y= o) g@

b

buradan 1s9, isbati talob olunan

() _ fB)-f(a)
g'(c) gb)-gla)

boraborliyini aliriq.m
Toromonin tatbiqlori.

§ 15. Qeyri-miisyyanliklarin a¢ilmasi. Lopital qaydas:

% soklindo geyri-miisyyonliyin acilmasi. Forz edok ki, a noqtosi iso X

coxlugunun limit néqtasi, f(x)va g(x) funksiyalari iso ola bilsin ki, a noqtasi-

nin 6ziindon basqa X ¢oxlugunun qalan noqtalorinds toyin olunmus funksiya-

lardirlar. lim f(x) = limg(x) =0 sortini 6doyon iki funksiyanin nisbatinin lim f Exg
x—a xX—a xX—a g x

limitini % soklinds geyri-mioyyonlik adlandiracagiq.

Bu qeyri miioyyanliyi agmaq- lim? Ex;
X—a g x

limitinin varligini vo yoxlugunu

miioyyan etmok, bu limit oldugda iso onu hesablamaqdir.Asagidak: teorem %

soklinda geyri-miioyyanliyin agilmasi iigiin qayda miioyyon edir.

Lopital teoremi. Tutaq ki, f(x)va g(x) funksiyalart a noqtasinin miiayyan
atrafinnda, ola bilsin ki, bu noqtanin oziindan basqa qalan noqtalarda tayin olun-
mus, diferensiallanan va a noqtasinin gostorilan atrafinndan olan noqtalar iiciin
g'(x)=0va lim f(x) =lim g(x) = 0 sortlorini odayan funksiyalardwr. Ogar toramals-

rin nisbhatinin limf (x)

) limiti varsa (sonlu va ya sonsuz),onda onlarin 67 nisbatla-
xX—a g x

rinin lim /() limiti d> var vo
Y—a g(x)
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imM: imm
e " e .

diisturu dogrudur.

Isbati. « noqtosinin gostorilon atrafinndan olan istenilon x qiymoti gotii-
rok vo mioyyanlik iigiin teoremin isbatini x>« qiymoti ligiin aparaq. x<a
qiymatinds teorem analoji yolla isbat olunur.

f(x)va g(x)funksiyalar1 a néqtesinds toyin olunmadigindan funksiyalar

anodqtosing kosilmoz olaraq tamamlayaq.Komokei

X), Xx# a olduqda; .
Flx)= f(x) oldugda; G(X)Z{g(x), x # aolduqda;
0 , x=aolduqda 0 , x=aonayraa

funksiyalar1 daxil edok. F(x)vo G(x) funksiyalari

£i_12F(x):£i_rB flx)=0=F(a) vo £i£ralG(x)=£iigg(x)=0=G(a)
sartlorini 6dondiklorindon, « ndqtesinda, o ciimlodon [a;x] parcasinda kosil-
moz, (a;x) intervalinda iso differensiallanandirlar vo G'(x) = g'(x) # 0 sorti 6do-
nir. Demoali, F(x)vo G(x) funksiyalar1 Kosi teoreminin sortlorini 6doyirlor.

Odur ki1, Kosi teoremina asasan,

imZ &) _ i FO) o Flo)=Fla) o Fle)

MmN o) ek -0l) Ge)

barborliyi 6donir; burada c¢ndqtasi (a;x) intervalindan olan, yoni a <c < x sorti-
ni 6doyon hor hansi néqtadir. Araliq funksiyanin limiti hagqinda teorems osa-
son,x »a sortindo ¢ —a sorti 6donacok.Bunu sonuncu boraborlikdo nozors

alib, ¢ doyisonini x doyisoni ilo avaz etsok, isbati tolob olunan

timd ) i £ i Fle) e F) )
wag(x) =iG'c) =0Gle) aG(x) o g(x)

boraborliyini alariq.m

Isbat edilon bu teoremi, adaton Lopital gaydasi adlandirirlar.

Qeyd 1. Ogor f'(x) vo g'(x) toramalari f(x)va g(x) funksiyalarinin 6zlorina

qoyulan toloblori 6dayirlorse, onda Lopital gaydasini tokrar totbiq etmok olar
vo bu halda

! 14
tim L) _ i/ ,(x) ~ limL. ”(x) (30)
x—a g(x) xX—a g (x) xX—a g (x)
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diisturunu almis olariq.
Qeyd 2. x > w0, x - +w,x — -0 sartlorinds do Lopital teoremi 6z giiciinda

qalir. Dogrudan da lim f(x) = limg(x) = 0 sortlorini 6doyon funksiyalarin téromo-

lorin nisbatinin lim% limiti (sonlu va ya sonsuz) varsa, x=% ovozlomoasi
xX—a g x

aparmaqgla x—w sortindo t—>0 va f(x)=f(/t)=>0,g(x)=g(l/r)>0 alirg.

Miirokkob funsiyalarin diferensiallanma qaydalarini £(1/¢) vog(l/¢) funsiyalari-

na totbiq etsok, Lopital teoremina asason,

T DR (10 TR 110 o 0 D 13 B
) T ) T g ) T g ) T g )

alirq.

i soklindo geyri-miidyyonliyin acilmasi. lim f(x) =limg(x) = (-0 Vo yd
0 x—a x—a

+0) sortini 6doyan iki funksiyanin nisbatinin lim / EX; limitini = soklinda qey-
x—a glx o0

ri-mioyyanlik adlandiracagiq.

Bu geyri-miioyyonliyin agilmasi li¢iin do Lopital teoremino analoji hokm
var va asagidaki sokilds ifads olunur.

Teorem 6. Tutaq ki, f(x)va g(x) funksiyalart a noqtasinin miiayyan atra-
finnda, ola bilsin ki, bu noqtonin oziindon basqa qalan néqtalards tayin olunmus,
diferensiallanan va a noqtasinin gostorilon atrafinndan olan noqtalor iigiin

g'(x)#0va lim f(x) =limg(x) =0 (- va ya +x ) sartlorini 6dayan funksiyalardir.

dgar toromalorin nisbatinin lim% limiti(sonlu va ya sonsuz) varsa, onda onla-
x—a g x

rin 07 nisbatlorinin lim S gx; limiti do var vo
X—a g x

I
el e .

diisturu dogrudur.
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Digor geyri-miioyyanliklorin agilmasi. 0.0, ©-«,0°,17, «’soklindo gey-
ri-miioyyanliklari avzloms yolu ilo % vo 2 goklindo geyri-miioyyenliklore go-
o0

tirmak olar.
§ 16. Teylor diisturu.
Indi iso riyazi analizin hom analizin 6ziindo, hom do ounla qarisiq fonlor-
da ¢oxsayl tatbiglori olan asas diistularindan biri ils tanis olaq.
Teylor diisturu. Teylor teoremi. Ogar f(x) har hanst a noqtasinin 6zii va
onun miiayyan atrafinda (n+1)-ci tartiba qadar toramasi olan funksiyadwrsa, x isa
gostarilon atrafdan olan x = aistanilon noqtadirsa, onda ava x noqtalari arasinda

ela & noqtasi var ki,

_ /"(a) S@ ) e SE) e
f(x)—f(a)+1—!(x—a)+ o (x—a) +---+ - (x—a) + (1) (x—a) (32)

diisuru dogrudur.

Isbati. 7 (x;a) ilo (32) diisturunun sag torafinds duran x-o nozoron n do-

racali ¢oxhadlini, yoni

T,(x:a)=f(a)+

(n)
(x—a)2+~-+f |(a)(x—a)" (33)
isara edok. Sonra R, (x) ilo

Ri(x)=f(x)-T,(x;a)

forqini isars edok.

(n+1)
Ry ()= f(n - S Jemay™ a<é<x (34)

borabarliyini géstormoklo teoremi isbat etmis olurug.
a noqtesinin gostarilon otrafindan istonilon xqiymatini geyd edok vo
miioyyanlik tiglin x >aqobul edok.z 1lo a <r<x pargasinda giymotlor alan doyi-

son komiyyati isars edok va [a;b] pargasinda komokgi

F0= 1= o) B (35)

funksiyasina baxagq.
F(t) funksiyas1 [a;x]par¢asinda Roll teoreminin biitiin sortlorini 6dayir.
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1.(35) diisurundan vo f(x) funksiyasi iizorino qoyulmus sortlordon F(r) fun-
ksiyasinin [a;x] parcasinda kosilmozliyi vo diferensiallanan olmasi alinir.
2. (35) diisurunda ¢ =a gotiirmoklo

(x-a)"'R,,(x)

(x _ a)n+1

= f(x)-p(x;a)- R, (x)=R,,,(x)- R, (x)=0,

F(a)= f(x)-T,(x;a)-

t = x gotiirmoaklo

SO -y )R
I 2! ) gD

F(x) = f(x) - f(x)+
alirig. Yoni Roll teoreminin F(a) = F(x) sorti do 6donir. Roll teoremina asason
[a;x] par¢asinin daxilinda elo & noqtasi var ki, bu ndqtado

F'($)=0
boraborliyi 6donir.

(35) borabarliyini ¢-ya gora diferensiallamaqla, F'(¢) toromasi tigiin

F'(t) = _f'(t)Jr f'(t)_L(t)(x_t)+%$t)2(x—t)—%(x—t)2 +~-~+L)'(t)n(x—t)"1 -

I! I! n!

S () (x—t)" - (n+)x—1)" R, (x) _ fwl)(t)(x -t)' - e o= 1) Ry )

n! (x — a)"+1 n! (x _ a)n+1

ifadosi alariq. Bu borabarlikds ¢ = & giymaotini nazoro alsaq,

(n+1) ey
=L gy eI R
n! (x _ a)
buradan 182
(n+1) 1
R(n+1)(x) = Qn N fi) (X _ )n+

alariq.m

(32) diisturu Teylor diisturu, (33) barabarliyi ilo toyin olunan 7,(x;a) ¢ox-
hadlisi f(x) funksiyasinin a noqtasindo n-ci daracodan Teylor coxhadlisi, (34)
borabarliyi ilo toyin olunan R,.,(x) Teylor diisturunda Larqanj tipli gahq hadd
adlanir.

Qaliq hoddi digor formada ifads edak. £ € (a;x) oldugundan, 0<#<1 in-
tervalindan elo 6 adoadi tapmaq olar ki, & =a+6(x-a)olar. Bu halda qaliq hadd

totbiglordo daha ¢ox istifado olunan
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(n+1) _
R(n+1)(x) -/ [(c;-:_?g'x a) (x—a)™ ,0<6<1

soklini alir.

Teylor diisturunun vo qalhq hoddin digor ifadalori. a=x,, x-a=Ax,

x = x, + Ax 1gara etmoklo (32) Teylor diisturunu daha tez-tez istifado olunan

P L0 g L) L )

2
G4

Sy + Ax) = f(x,) =

sokilda ifado etmok olar.n =0 qiymotinda bu borabarlikdon
f(xo +Ax)_f(xo): f'(xo + QAX)AX
Laqranj diisturu alinir.

£ (x) funksiyasi « néqtesinin otrafinnda mohduddursa

i Res ) PN () SO

wa(x—a)" a (n+l)! (x—a)" e (n+1)!

oldugundan, x— asortindo qaliq hadd
R(,Hl)(x) = ol(x —a)' J, XxX—>a (36)

sonsuz kigilon funksiyadir.

(34) boraborliyi ilo toyin olunan R,,,(x) funksiyasiTeylor diisturunda

Peano tipli qahq hodd adlanir.

Makleron diisturu. « =0 noqtasinds (32) Teylor diisturu

' " (”)
f(X)zf(0)+f1(vO)x+f2(|0)x2 +,,,+f |(0)xn +R,,(x) (37)
soklino diisiir ki, bu diistur Makloren diisturu adlanir. Burada
' " (”)
Mn(x):f(O)+fl('o)x+f2('o)x2 +....+f—'(0)x" (38)

f(x)funksiyasinin n-ci doracadon Makloren coxhadlisi, R, (x)iso qaliq hodd
adlanir. Qaliq hadd:

(n+1)
1)Laqranj formada R, ,(x)= A ( +(§C) x", 0<8<1 sakildo;
n A

2)Peano formada R, (x)=o(x") sokildodir.

Bozi elementar funksiyalarin Makloren diisturu ilo ayrihisi.
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I. f(x)=¢" funksiyasinin n-ci doracadon Makleron ¢oxhadlisini yazaq.
S =f'0)=f"(x)=f"(x)==f"(x)=e",
f0)=f'(0)=f"(0)=f"(0) == f"(0)=e" =1

oldugundan, Makleron diisturuna osason,

ex=1+£+x_+x_+.”+x +0(x") (39)
no2r 3 n!

aliriq.

II. f(x)=sinx funksiyasinin n-ci doracodon Makleron ¢oxhadlisini yazaq.

] {0 ,n ciit odod olduqda;
> =

™ () =sinl x+nZ ™0y =sin| nZ | =
S sm(x n2], /7O s1n(n (1) 1 tok adad olduqda

oldugundan, Makleron diisturuna asason,

3 5 7 2n-1
X X

nx=x—~ X X X 2
sinx = x 3!+5! 7!+ +(-1) (2n_1)!+0(x) (40)

aliriq.

II. f(x)=cosx funksiyasinin n-ci dorocodon Makleron ¢oxhadlisini ya-

zaq.

0 ,n tok odoad olduqda;

M () = z " (0) = Z\=
S (x) COS()HHZ), S(0) COS(”QJ {(_1)'0/2,” ciit odad oldugqda

oldugundan, Makleron diisturuna osason,

2 4 6 2
X n

= _x_ __x_ —1)\" X 2n+1
cosx =1 2!+4! 6!+ +(=1) (2n)!+0(x ) (41)

aliriq.
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IV.a-haqiqi odad oldugda f(x)=(1+x)* funksiyasinin n-ci daracadon

Makleron ¢oxhadlisini yazaq.
P =al@=1)-(a@a-n+D)(1+x)", f70)=a(a—-1)--(a-n+1)
oldugundan, Makleron diisturuna asason,

(1+x)a :1+EX+MX2 +___+a(a—1)...(a_n+l)
I 2! n!

x"+R,. (%)

aliriq ki, burada R, (x) galiq haddi Laqranj formada

a(a—1)--(a—n)
(n+1)!

R, (x)= 1+ )" Vx™, 0<0<1
boraborliyi ilo toyin olunur. Xisusi halda «a=n-natural odod oldu-

qda, f""(x)=0, demali R, (x)=00lur ki, bu halda elementar riyaziyyat kur-

n+l

sundan malum olan

n

=l+—x+ X
2! n! I! 2!

(1+x) :1+£x+—n(n_1)x2 ot n(n—l)~-~(n—n+l)xn 1+ —n(n_l)x2 +-
Nyuton binomu diisturunu almis olurugq.
§ 17. Funksiyanin artma, azalma v sabitlik slamatlori

Funksiyanin monotonluq slamati. Teorem 7. f(x) funksiyast (a;b) interva-
hnda diferensiallanandirsa va (a;b)intervalinda f'(x)>0 ( f'(x)<0) qiymoatlor
alwrsa, onda f(x) funksiyast (a;b) intervalinda azalmwr (artnur).

Isbati. Miioyyanlik ii¢iin f’(x) > 0halina baxaq.Tutaq ki, x, vo x, (a;6) in-
tervalinin x, < x, sortini 6dayan ixtiyari ndqtoloridir.Onda f(x) funksiyasi [x,;x, ]

parcasinda Laqranj teoreminin biitiin sortlorini 6doyir. Onda Lagranj teoremi-

no 9sasan,
f@) = @)= —x) , celvsx,)

alirng. Sorto gora f'(c)>0 vVva «x,—x, >0 borabarsizliklori 6dondiyindan,

fx)=f(x)=0 vo ya f(x,)>f(x,), yoni f(x) funksiyasi (a;b) intervalinda

azalmayan olacaq.
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Teoremin f'(x)>0halinda isbati analoji qayda ilo aparilir.m

Qeyd. Eyni qayda il> gistarmak olar ki, f(x)funksiyast (a;b)intervalinda
f'(x)>0 (f'(x)<0) qiymatlor alwsa, f(x) funksiyast (a;b) intervalinda artwr
(azalwr).

Funksiyanin lokal ekstremumlari. Tarif 5. 9gar x, néqtasinin miiayyon 5 -

atrafindan olan biitiin x = x, qiymatlorinda
Y

f(xX)< f(x,) (f(x)> f(x,)) barabarsizliyi 6danarsa, £

x, noqtasi f(x) funskiyasimn ciddi lokal maksimum

(minimum) noqtasi, f(x,)qiymatiisa f(x) fun- Y
O| x,—0 X, x,+0 X

ksiyasimin lokal maksimum (minimum) qiymoti Sokil 12
adlanur.
Lokal maksimum vo lokal minimum ndq- J .
tolori birgo lokal ekstremum noqtolori adlanirlar
(sokil 12 va sokil 13). Fx b
Torifdon do aydin olur ki, ekstremum an- O] X =5 ;o xf) +o X
Sokil 13

layis1 lokal xarakter dasiyir, belo ki, f(x)< f(x,)
Vo f(x)> f(x,)barabarsizliklori x,néqtesinin miioyyon lokal ¢ -otrafindan olan

noqtalar {i¢iin 6donir. Funksiya-

nin imumiyyatlo bir nego lokal y
maksimumu vo minimumu ola

bilar. Els hal da ola bilar ki, fun-
ksiyanin hansisa lokal minimu-

mu, onun loal maksimumundan

boyiik, lokal maksimumu, onun

loal minimumundan kig¢ik olsun Sokil 14
(sokil 14).
Teorem 8 (lokal ekstemumun varhg iigiin zoruri sort). f(x) funksiyasi

x, noqtasinda lokal ekstremum alirsa va bu nbqtads diferensiallanandirsa, onda

f'(x,) =0 olacagq.
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Isbati. f(x) funksiyasi x,noqtesindo lokal ekstremum alirsa, elo
(x, — &;x, +6) varki, f(x,)qiymoti bu intervalda funksiyanin biitiin basqa qiy-

motloring nozoran ya on boyiik, ya da on kicik qiymot olacaq. Onda Ferma teo-

remind asason, x,noqtosindo funksiyanin téromosi varsa, o sifira borabordir,
yoni f'(x,)=0 sorti ddonmolidir.m

Bu teorem hondosi olaraq onu gostorir y

ki, absisi lokal ekstemumlar olan noqtolords .
funksiyanin qrafikino toxunanlar ¢okmok /\
olarsa, bu toxunanlar absis oxuna parallel ol- - ' X

malidirlar (sokil 15). Sokil 15

Qeyd edok ki, funksiyanin téromosinin miioyyon noqtodo sifira borabor

olmasi lokal ekstremumun varligi ti¢iin yalniz zo-
ruri sort olub, kafi sort deyil. Belo ki, f(x)=x’ yb f)=x
funksiyasmin f'(x)=3x’ toromosinin x=0 noqte-

sindo f'(0)=3-0>=0 qgiymoati almasina baxmaya-

raq, f(x)=x' funksiyasinin grafikindon do gori-

ndiiyii kimi x=0 noqtesinin istonilon otrafinda
Sokil 16

x=0 noqtasindoki qiymotdon hom kigik, hom do
boyiik qiymaotlor alan noqtalor var (sokil 16), yoni x=0 noqtasi lokal ekstre-
mum ndoqtasi deyil.

Funksiyanin téromasinin sifira borabar oldugu noqtalori ¢ox zaman sta-
sionar noqtalor adlandirsalar da, biz bu néqtalori miimkiin ekstremum néqtalori
adlandiracagiq.

Teorem 9 (ekstremum varhgi ii¢iin kafi sortlor). Tutaq ki, f (x) funksiyasi
X, noqtasinin miiayyan ¢ -atrafinda diferensiallanandwr. Onda, agar
1) vVxel(x,-6:x,) qiymatlovind>  f'(x)>0, Vxe(x,;x, +0) qiymatlorinds  isa
f'(x)< 0 olarsa, x,néqtasi f(x) funksiyasimn lokal maksimum noqtasi;
2) vVxel(x,-6:x,) qiymatlorind>  f'(x)<0, Vxe(x,;x, + ) qgiymatlovindo  isa
f'(x)>0 olarsa, x,néqtasi f(x) funksiyasimn lokal minimum noqtasi;
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3) istorvxe(x,—6;x,), istarsa do Vx e (x,;x, +6) qiymatlovinda f'(x) eyni isarali
qiymoatlor alirsa, x,noqtasi f(x) funksiyasimin lokal ekstemum néqtasi deyil.

Basqa sozlo, xdoyisoni x, néqtosindon

kegdikds f(x) téromasi 6z isarasini "+'-don M, y
"—"-yo dayisdikds, xynéqtesi f(x) funksiya- ﬁ vyf()ﬁ)
. L | M,
sinin lokal maksimum noqtasi; "-"-don "+'-0  f'(x)>0 | f'(x) <0~—+"7'(x)>0
X X,
doyisdikds, x, noqtest f(x) funksiyasinin 0 0 Sokil 17

lokal minimum ndoqtasi; isarasini doyismoadikds iso x, noqtast f(x) funksiyasi-

nin lokal ekstremum noqtasi deyil (sokil 17).

Isbati. Forz edok ki, x doyisoni x, ndqtesindon kec¢dikdoa f'(x) tdromasi 6z
isarosini "+'-don "-"-yo doyisir. Yoni Vxe(x, -d;x,) giymatlorindo f'(x)>0,
Vx € (x,;x, +5) qiymatlorinda isa f'(x)<0 olur.

Vx € (x, — &;x,) qiymatlorinds f'(x)>0 oldugundan, (x, - &;x,) intervalinda
f(x) funksiyas1 artandir vo Vx e (x, - 5;x, ) qiymatlorinds f(x)< f(x,) barabarsiz-
liyi 6donir.

Vx € (x,;x, + 6) qiymatlorindo 7'(x)< 0 oldugundan, (x,;x, +§) intervalinda
f(x) funksiyasi azalandir vo Vxe(x,;x, + ) qiymatlorinds f(x)< f(x,)barabar-
sizliyl 6donir.

Demali x, néqtasinin (x, - J;x, + ) atrafindan olan biitiin x # x, néqtale-
rinda f(x)< f(x,) barabarsizliyi 6donir. Yoni x, noqtasi f(x) funksiyasinin lo-
kal maksimum noqtosidir.

x doyisoni x, noqtesindon kecdikdo f'(x) téromosi 6z isarssini "-"-don
"+"-9 doyisdikds ds teorem analoji qayda ils isbat olunur.

Indi iso forz edok ki, x doyisoni x, noqtesindon kecdikda f'(x)téromasi 6z
isarasini doyismir. Miioyyonlik ii¢iin bu isaroni f'(x)>0 gobul edok. x, néqte-
sinin (x, — J;x, + &) otrafinin biitiin x = x, ndéqtalorindo f'(x)>0 olacaq. Onda
(x, —J;x, +6) intervalinda f(x) funksiyasi artandir vo x<x, qiymotlorindo
f(x)< f(x,) borabarsizliyi, x>x, giymotlorinds iso f(x)> f(x,) borabarsizliyi
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6danacak.Demali, x, noqtasi f(x) funksiyasinin lokal ekstemum ndqtasi dey-
il.m
Funksiyanin grafikinin qabarighg vo c¢okiikliiyii. Forz edok ki, y= f(x)

funksiyasi hor hansi (a;b)intervalinda diferen-

siallanandir, yoni bu intervalin hor bir xnoqto-
sindo sonlu f'(x) téromasi var. Onda y = f(x) } y=f(®

funksiyasi funksiyanin qrafikino bu qafik iizo-

Q\/&

¢ - -

rindo olan M(x;f(x)) ndqtesinds (a<x<b) to- Sokil 18
xunan ¢okmok miimkiindiir, hom do f'(x)bucaq
omsali sonlu oldugundan, bu toxunanlar Oy ordi-

nat oxuna paralel deyillor. :

Torif 6. Ogary = f(x) funksiyasimin qrafiki Cil /O
(a;b) intervalinda bu qrafika cokilmis istanilon to- Sokil 19

xunandan asagida (yuxarida) yerlosmirsa, y= f(x) funksiyasimin grafiki (a;b)
intervalinda ¢okiik (qabariq) adlanir.

Qrafiki gabariq olan funksiyalar1 qabarighgi yuxariya dogru yonolmis,
qrafiki ¢okiik olan funksiyalari iso qabariqhg: asagiya dogru yonolmis funksiya-
lar da adlandirirlar (sakil 18 va sakil 19).

Teorem 10. Ogor y = f(x) funksiyasinmin (a;b) intervalinda ikinci tortib to-
romasi varsa va (a;b) intervalimin biitiin négtalorinds f"(x)>0 ( f"(x)<0) sartini
odayirsa, y= f(x) funksiyasimin qrafiki (a;b) intervalinda cokiikdiir (qabari-
qdwr).

Isbati. Miioyyonlik ii¢iin (a;b) intervalinda f”(x)>0 halina baxaq. (a;b)
intervalindan ixtiyari cnoqtosi gotiirok (sokil 20). Gostormok lazimdir ki,
y= f(x) funksiyasmmin qrafiki M(c;f(c)) noqto- y
sindo funksiyanin qrafikino ¢okilmis toxunan-
dan yuxarida yerlosmir.

Bu toxunan iizorindoki ndqtolorin cari

ordinatlarin1 Yilo isaro edorok, onun tonloyini Sokil 20
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yazsaq,
Y- f(e)=f"(e)x=c),
vaya
Y= f(@)+f()(x—c) (42)
alariq.

f(x) funusiyasini ¢ ndqtosi otrafinda »=1 doracodon Teylor diisturu ilo

ayirsaq,

y= 1w =@+ L)+ LE o, selew) (43)

1!
alariq.(43) diisturu (a;b) intervalindan ixtiyari x noéqtasi tigiin dogrudur.

(43)barabarliyindon (42) baraborliyini toraf torofo ¢ixsaq

oy =Ly (44)

barabarliyini almis oluruq.(a;b) intervalinin biitiin x néqtalorinda f"(x)>0 ol-
dugundan, (44) borabarliyinin sag torafi monfi olmayan odoaddir, yoni (a;b) in-
tervalinin biitiin x ndqtolorinds y-Y >0 vo ya y>Yaliriq.Bu borabarsizlik
(a;b) intervalinda y = f(x) funksiyasinin grafikinin bu grafike ¢okilmis toxu-
nandan asagida yerlosmodiyini, yoni y = f(x) funksiyasinin qrafikinin (a;b)
intervalinda ¢okiik oldugunu gostorir.

(a;b) intervalinda f"(x)< 0 halinda teorem analoji iisulla isbat olunur.m

Torif 7. y= f(x) funksiyasuimn qrafikinin

Y
ayilma noqtasi bu gqrafik iizorinda yerloson els

o(xo;f (x, ))
M,(x,;f(x,)) noqtasina deyiliv ki, M néqasin- /{ \K\i/

doy= f(x) funksiyasimin qrafikino toxunan ¢ak-

.
mok miimkiin olmaqla barabar,x, noqtasinin %o Sokil 21 *

miiayyan atrafinda x, noqtasindon solda va sagda y = f(x) funksiyasimin qrafiki

miixtalif istigamatli qabarighga malik olsun (sakil 21).

Teorem 11 (ayilmo néqtasinin varligi ligiin zoruri sort). 9gar M, (x,; f(x,))
noqtasi y = f(x) funksiyasimin qrafikinin ayilma néqtasidirsa va x, noqtasinda

y = f(x) funksiyasinn kasilmaz ikinci tortib f'(x) téramasi varsa, onda bu téra-
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ma x, noqtasinda sifira barabardir f"(x,)=0.

Isbati. Oksini forz edok. Forz edok ki, f"(x,)#0 sorti ddonir. f"(x) fun-
ksiyasi x = x, noqtesindo kosilmoz oldugundan, kasilmoz funksiyanin isarasinin
dayanigligi xassasino osason, x,noqtosinin elo otrafi var ki, bu otrafdan olan
biitiin x giymoatlorinda f"(x) funksiyasmin aldigi qiymatlorin isarasi f"(x,)# 0
qiymatinin isarasi ilo eyni ya f"(x)>0, ya da f"(x)<0 olacaq. Yoni x,ndqtasi-
nin gostarilon otrafinda y = f(x) funksiyasinin qrafiki ya ¢okiik ya da gabariq
olacaq. Bu isoM,(x,; f(x,)) noqtesi y = f(x)funksiyasinin qrafikinin oyilmo
noqtasi olmadigini gostorir.Bu iso teoremin sortino ziddir. Demoali f"(x,) # 0ola
bilmoz, f"(x,)=0 sorti 6donmoalidir.m

Teorem 12 (oyilmo noqtosinin varligr ligiin kafi sort). dgar y = f(x) fun-
ksiyasinin x, noqtasinin miiayyan atrafinda ikinci tortib f'"(x) téromasi varsa va
gostarilon atrafda bu torama x, noqtasindan solda va sagda miixtalif isarali qiy-
moatlor alirsa, onda M (x,; f(x,)) néqtasi y = f(x) funksiyasimn qrafikinin ayilma

noqtasidir.

Isbati. x, noqtosinin miioyyan otrafinda y = f(x) funksiyasmin ikinci tor-
tib f"(x) téromosi x, noqtesindon solda vo sagda miixtolif isarali qiymotlor al-
digindan, teorem 10-a osason, bu otrafda x, noqtosindon solda vo
sagda y = f(x) funksiyasinin qrafiki miixtalif istiqgamotli qabariqliga malikdir.
Bu iso, torifs asason, M, (x,; f(x,)) noqtasinin y = f(x) funksiyasinin grafikinin
oyilmo noqtasi oldugunu gostorir.m

Funksiyamn grafikinin assimptotlari. ikinci név kesilmo néqtalorinin ot-
rafinda, sonsuzlugda, yoni x — +o0 vo yax — —oo gortlorindo funksiyalar1 arasdi-
rarkon funksiyalarin qrafiki miioyyon bir diiz xatto sonsuz yaxinlasir, lakin onu
kosmir. Belo diiz xottlor homin funksiyalarin assimptotlar1 adlanirlar. Miistovi
tizorinds diiz xattlor ii¢ vaziyyatds — saquli, {ifiiqi vo maili vaziyyatds oldugla-
rindan, funksiya grafiklorinin das tg¢ ciir assimptotu - saquli, iifiiqi vo maili as-

simptotlart mévcuddur.
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Torif 8. x=a diiz xatti 0 halda y = f(x) funksiyasimn qrafikinin saquli as-
simptotu adlanw ki, bu funksiyamn birtoraofli lim f (x) va ya lim f (x) limitloridan
he¢ olmazsa biri +~va ya —«-a barabar

olsun.

Bu halda y= f(x) funksiyasinin

qrafiki iizorinda yrloson M(x; f(x)) ndqo- A RNE

sindon x=a diiz xattind godar olan masafo —;

d= \/x a (x) f(x) |x a| l;‘ ::
boraborliyi ilo toyin olundugundan, x —a ik

. x=a
sortinda d — 0 olur (sokil 22). Sokil 22

Torif 9. y= A diiz xatti o halda x — +o (x ——x) sartinda y= f(x) fun-

ksiyasimn iifiiqi assimptotu adlamr ki, lim f (x)= 4 sarti odonsin (sokil 23).

N NoAr
VAV

Bu halda y = f(x) funksiyasimin grafiki iizorinda yrloson M(x; f(x)) ndqe-

<
Il
AN

sindon y = 4 diiz xottino godor olan mosafa

d=(x=x) +(f(x)- A} =|f(x)-4

boraborliyi ilo toyin olundugundan, x—»o sortinde lim d = lim |f(x)-4=0

X—>+00 X—>+0
(x——0) (x—>—0)

olur.
Torif 10. y=kx+b diiz xatti 0 halda x — +o (x —-x) sartinds y= f(x)
Sfunksiyasimin maili assimptotu adlanmwr ki, f(x) funksiyasini x — +o (x— —©)

sartinda

fx)=kx+b+ax) (45)
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soklinda gostormok miimkiin olsun, harda ki,
a(x) funksiyast x — +o (x— —o) sartindakici-
lon funksiyadir (sokil 23).

(45) barabarsizliyinin hor iki torafini x-o
bolsak,

a(x)

f(x)=k+é+ ,

X X X

Sokil 23

x — oo sartindo limito kegdikda iso

limM:Iim(k+é+Mj:limk+limé+limM:k+O+0:k

X—>0 x X—>0 x x X—>0 X—>0 x X—>0 x

boraborliyini aliriq.(45) ayrilisini
f(x)=kx =b+alx)
sokilda yazib, x — o sortindoa limito ke¢dikdo 1s9
1%[f(x)—kx]= 12130(b+ a(x))= limb + liilga(x)z b+0=b

X

alirq.
Yuxarida geyd etdiklorimizdon aydin olur ki, funksiyanin qrafikinin

maili assimptotunu tapmagq li¢iin:

1) & = tim?®) fimitini,

X—>0 X

vo ogor bu limit sonludursa,

2) b=1lim[f(x)- kx] limitini hesablamaq lazimdir.
Tapilmis bu £ vo b ododlorino uygun y = kx+5b diiz xotti y = f(x) funksiyasinin

maili assimptotu olacaq.

Funksiyanin azaldilmasi vo onun grafskinin qurulmasi sxemi
Funksiyan1 arasdirib onun qrafikinin toqribi qurmaq igiin, adoton,
asagidaki sxemdon istifados olunur.
1) Funksiyanin toyin oblasti tapilir;
2) Funksiyanin doyigsmo oblasti tapilir;
3) Funksiyanin koordinat oxlar ilo kasisma noqtolori tapilir: absis oxu ilo ko-

sismo noqtalori f(x) =0tonliyindon, ordinat oxu ilo kosismo noqtasi f(0) qiy-
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motindon tapilir;

4) Funksiyanin grafikinin saquli, iifiiqii, maili assimptotlar1 tapilir.

5). Funksiyanin artma vo azalma araliqlarimiioyyon olunur: artma araliqlari
f'(x)>0, azalma araliglar1iso f'(x)<0 barabarsizliklorinin halli kimi tapilirlar;
6) Funksiyanin lokal ekstremum ndqtolori vo qiymotlori tapilir: ovvalco
f'(x)=0 tonliyindon miimkiin ekstremum noéqtoalori tapilir vo hor bir miimkiin
ekstremum noqtesindo ekstremumun varligr tgiin kafi sortlor-birinci tortib
f'(x) toromasinin isarasini doyisib doyismodiyi yoxlanilir;

7) Funksiyanin qrafikinin qabariqlq ¢okiikliik araliglari, funksiyanin grafikin
qrafikin ayilmo noqtolori tapilir: ¢okiikliik araliglar1 f'(x)>0, gabarighq aralig-
lar1 iso f'(x)<0 borabarsizliklorinin, ayilmo noqtalorinin absislori iso f"(x) =0
tonliyinin holli kimi tapilirlar;

8). I-VII bondlards alds olunan molumatlara asason, koordinant miistovisindo

y = f(x)funksiyanin grafikini toxmini qurulur.
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